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1. Ââåäåíèå
1.1. Î ïåðâîé çàäà÷å. Ïóñòü C � îòêðûòûé âûïóêëûé

îñòðûé êîíóñ â Rn ñ âåðøèíîé â íà÷àëå, b � âûïóêëàÿ íåïð.
ïîçèòèâíî îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 1 ôóíêöèÿ íà C . Òîãäà

U = {ξ ∈ Rn : −〈ξ, y〉 ≤ b(y), ∀y ∈ C},
çàìêíóòîå âûïóêëîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå
öåëóþ ïðÿìóþ. Âíóòðåííîñòü U íåïóñòà è ñîâïàäàåò ñ

V = {ξ ∈ Rn : −〈ξ, y〉 < b(y), ∀y ∈ C},
à çàìûêàíèå V åñòü ìíîæåñòâî U.

Åñëè a ≥ 0 è b(y) = a‖y‖ äëÿ y ∈ C , òî

U(b,C ) = C ∗ + Ba,

ãäå C ∗ = {ξ ∈ Rn : 〈ξ, y〉 ≥ 0,∀y ∈ C} � ñîïðÿæ¼ííûé êîíóñ, Ba

� çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íóëå.
Åñëè K � âûïóêëûé êîìïàêò â Rn, b(y) = max

t∈K
(−〈y , t〉) äëÿ

y ∈ C , òîãäà
U(b,C ) = C ∗ +K.



Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ Rn îïðåäåëèì (îïîðíóþ)
ôóíêöèþ HM â Rn ïî ôîðìóëå

HM(x) = sup
ξ∈M

(−〈x , ξ〉), x ∈ Rn.

Ïóñòü D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü, K �
çàìûêàíèå îáëàñòè D â Rn. Îáðàçóåì ìíîæåñòâî G = U + K .
G � çàìêíóòîå âûïóêëîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

HG (y) = b(y) + HK (y), y ∈ C .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ HG íåïðåðûâíà íà C .
Îòìåòèì, ÷òî

G = {ξ ∈ Rn : −〈ξ, y〉 ≤ HG (y), ∀y ∈ C}.



Äëÿ Ω = U èëè Ω = G ÷åðåç S(Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî
Øâàðöà ôóíêöèé f êëàññà C∞ íà Ω òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
p ∈ Z+

‖f ‖p,Ω = sup
x∈int Ω,|α|≤p

|(Dαf )(x)|(1 + ‖x‖)p <∞.

Çäåñü ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Òîïîëîãèÿ â S(Ω) çàäà¼òñÿ
ñåìåéñòâîì íîðì ‖f ‖p,Ω (p ∈ Z+).

Ïóñòü µ � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà
ïðîñòðàíñòâå C∞(K ) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà K
ôóíêöèé f ñ òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé íîðì

‖f ‖m = max
x∈K ,|α|≤m

|(Dαf )(x)|, m ∈ Z+.

Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ p ∈ Z+ è cµ > 0

|〈µ, f 〉| ≤ cµ‖f ‖p, f ∈ C∞(K ). (1)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ S(U + K ) è
ëþáîãî x ∈ U ôóíêöèÿ fx : t ∈ K → f (t + x) îïðåäåëåíà
êîððåêòíî è ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞(K ).



Ëåììà 1
Ïóñòü x ∈ U.Òîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð Tx : f ∈ S(G )→ fx
äåéñòâóåò èç S(G ) â C∞(K ) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Îïðåäåëåíèå 1

Îïðåäåëèì ñâ¼ðòêó µ ∗ f ôóíêöèîíàëà µ è ôóíêöèè

f ∈ S(U + K ) ïî ïðàâèëó

(µ ∗ f )(x) = 〈µt , f (x + t)〉, x ∈ U.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî x ∈ U ôóíêöèÿ fx ïðèíàäëåæèò
êëàññó C∞(K ), òî ôóíêöèÿ µ ∗ f êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà U.

Ëåììà 2
Ïóñòü f ∈ S(U +K ). Òîãäà µ ∗ f ∈ C∞(U) è äëÿ ëþáîãî β ∈ Zn

+

(Dβ(µ ∗ f ))(x) = (µ ∗ Dβf )(x), x ∈ U. (2)



Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Mµ : f ∈ S(U + K )→ µ ∗ f äåéñòâóåò
èç S(U + K ) â S(U). Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü (1) è (2), èìååì
äëÿ ëþáûõ x ∈ U, m ∈ Z+ è β ∈ Zn

+ ñ |β| ≤ m

(1 + ‖x‖)m|(Dβ(Mµf )(x)| = (1 + ‖x‖)m|〈µt , (Dβf )(t + x)〉| ≤

≤ cµ sup
t∈K ,|α|≤p

(1 + ‖x‖)m|(Dα+βf )(x + t)|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì A = A(m,K ) > 0

(1 + ‖x‖)m|(Dβ(Mµf )(x)| ≤

≤ Acµ sup
ξ∈G ,
|γ|≤m+p

(1 + ‖ξ‖)m|(Dγf )(ξ)| ≤ Acµ‖f ‖m+p,G .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî m ∈ Z+

‖Mµf ‖m,U ≤ Acµ‖f ‖m+p,G , f ∈ S(U + K ). (3)

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî Mµ(f ) ∈ S(U) è ëèíåéíûé
îïåðàòîð Mµ äåéñòâóåò èç S(U + K ) â S(U) íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à: íàéòè óñëîâèÿ íà µ ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð
Mµ : S(U + K )→ S(U) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Îäíà èç öåëåé
äîêëàäà � íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñþðúåêòèâíîñòè.



1.2. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ
α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn

+, u = (u1, . . . , un) ∈ Rn(Cn) ïîëàãàåì

‖u‖ =
√
|u1|2 + · · ·+ |un|2, |α| = α1 + . . .+ αn, α! = α1! · · ·αn!,

uα = uα1
1 · · · uαn

n , Dα = ∂|α|

∂u
α1
1 ···∂u

αn
n

.

Äëÿ u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn(Cn) ïóñòü
〈u, v〉 := u1v1 + · · ·+ unvn.

H(TC ) � ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â òðóá÷àòîé
îáëàñòè TC = Rn + iC .

∆C (y) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y ∈ C äî ãðàíèöû êîíóñà C .
Äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn è r > 0
∆(z , r) = {w = (w1, . . . ,wn) ∈ Cn : |wj − zj | ≤ r , j = 1, . . . , n}.
[x , ξ] � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x , ξ ∈ Rn.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà X ÷åðåç
X ′ îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà X , ÷åðåç X ∗ � ñèëüíîå ñîïðÿæ¼ííîå
ïðîñòðàíñòâî.



2. Î ñîïðÿæåííîì ê ïðîñòðàíñòâó S(U)
Èçâåñòíî (Â.Ñ. Âëàäèìèðîâ, Roever) ÷òî äëÿ ëþáîãî

z ∈ Rn + iC ôóíêöèÿ fz(ξ) = e i〈ξ,z〉 ïðèíàäëåæèò S(U).
Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëà Φ ∈ S ′(U) ôóíêöèÿ

Φ̂(z) = 〈Φ, e i〈ξ,z〉〉

êîððåêòíî îïðåäåëåíà â TC = Rn + iC . Îíà ãîëîìîðôíà â TC

(Â.Ñ. Âëàäèìèðîâ, Roever). Ôóíêöèÿ Φ̂ � ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëà Φ.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Vb(TC ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
êàæäîãî m ∈ Z+ îïðåäåëèì íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Vb,m(TC ) =

{
f ∈ H(TC ) : Nm(f ) = sup

z∈TC

|f (z)|e−b(y)

(1 + ‖z‖)m(1 + 1
∆C (y) )m

<∞

}
,

ãäå z = x + iy , x ∈ Rn, y ∈ C . Ïóñòü Vb(TC ) =
⋃∞

m=0 Vb,m(TC ).
Íàäåëèì Vb(TC ) òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ
Vb,m(TC ). Vb(TC ) � ïðîñòðàíñòâî (LN∗) èëè, ïðèäåðæèâàÿñü
áîëåå ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè, � ïðîñòðàíñòâî DFS .



Òåîðåìà A

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà F : S∗(U)→ Vb(TC ),
çàäàâàåìîå ïî ïðàâèëó F(T ) = T̂ , � èçîìîðôèçì.

Äëÿ b(y) = a‖y‖ (a ≥ 0) Òåîðåìà A ïîëó÷åíà Â.Ñ.
Âëàäèìèðîâûì.
Çàìå÷àíèå 1. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ε > 0 ôóíêöèþ bε íà C
ïî ïðàâèëó bε(y) = b(y) + ε‖y‖ è ïðîñòðàíñòâî Vbε(TC ) �
èíäóêòèâíûé ïðåäåë íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

Vbε,k(TC ) =

{
f ∈ H(TC ) : Nk,ε(f ) = sup

z∈TC

|f (z)|e−bε(y)

(1 + ‖z‖)k(1 + 1
∆C (y) )k

<∞

}
,

ãäå k ∈ Z+, z = x + iy , x ∈ Rn, y ∈ C . Ïóñòü Hb(TC ) �
ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ Vbε(TC ). Èçâåñòíî (Musin,
Yakovleva), ÷òî ïðîñòðàíñòâà Vb(TC ) è Hb(TC ) ñîâïàäàþò.



Åñëè b � âûïóêëàÿ ïîçèòèâíî îäíîðîäíàÿ

ñòåïåíè 1 íà C .
Òîãäà b íåïðåðûâíà íà C .
Ïóñòü (Cm)∞m=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ îòêðûòûõ

êîíóñîâ â Rn òàêèõ, ÷òî pr Cm ⊂ pr Cm+1,
⋃

m∈N
Cm = C .

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî m ∈ N ïðîñòðàíñòâî H(b,Cm) �
èíäóêòèâíûé ïðåäåë íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

Hk(b,Cm) =

{
f ∈ H(TCm) : nm,k(f ) = sup

z∈TCm

|f (z)|e−b(y)

(1 + ‖z‖)k(1 + 1
‖y‖)k

<∞

}
,

ãäå k ∈ Z+, z = x + iy , x ∈ Rn, y ∈ Cm.
Ïóñòü H(b,C ) � ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ H(b,Cm).

Òåîðåìà R

Îòîáðàæåíèå F : Φ ∈ S∗(U)→ Φ̂ óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì

ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè S∗(U) è H(b,C ).

Òåîðåìà R ïîëó÷åíà Ðîåâåðîì (J.W. de Roever // SIAM. J.
Math. Analysis. Vol. 9, No. 6, December 1978).



Òåîðåìà 1

Ïóñòü µ � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå

C∞(K ). Äîïóñòèì, ÷òî åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà �

ôóíêöèÿ

µ̂(z) = (µ, e i〈ξ,z〉), z ∈ Cn,

òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà A, L,N > 1
òàêèå, ÷òî êàêîâà áû íè áûëà òî÷êà z ∈ Cn äëÿ ëþáîãî

ε ∈ (0, 1) íàéä¼òñÿ íå ïðåâîñõîäÿùåå L
εN

÷èñëî aε ≥ 1 òàêîå, ÷òî

eHK (Im z)−A ln(1+‖z‖) ≤ aε max
w∈∆(z,ε)

|µ̂(w)|.

Òîãäà îïåðàòîð Mµ : S(U + K )→ S(U) ÿâëÿåòñÿ

ñþðúåêòèâíûì.



Ïðè äîê-âå Òåîðåìû 1 òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåä. óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3
Ïóñòü Γ � îòêðûòûé âûïóêëûé êîíóñ â Rn ñ âåðøèíîé â

íà÷àëå. Ïóñòü h � âûïóêëàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîçèòèâíî

îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 1 ôóíêöèÿ íà Γ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Aε > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ y1, y2 ∈ Γ
òàêèõ, ÷òî ‖y2 − y1‖ ≤ 1

|h(y2)− h(y1)| ≤ ε‖y1‖+ ε‖y2‖+ Aε.

Ëåììà 4
Ïóñòü Φ1,Φ2,Φ = Φ1

Φ2
� ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè â øàðå B(0,R).

Ïóñòü |Φ1(w)| ≤ B , |Φ2(w)| ≤ A äëÿ w ∈ B(0,R). Òîãäà

|Φ(w)| ≤ BA
2‖w‖

R−‖w‖ |Φ2(0)|−
R+‖w‖
R−‖w‖ , w ∈ B(0,R).

Ëåììà 4 ïîëó÷åíà â (L. Hormander. On the range of convolution

operators // Ann. of Math. 76, 148�170 (1962)).



Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû 1 ðàññìîòðèì âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè â S(U) ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ, êîòîðîå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàôèêñèðóåì m ∈ N. Äëÿ α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn

+ ñ
|α| = α1 + · · ·+ αn ≤ m ïóñòü hα ∈ Rn. Ïóñòü K � âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà òî÷åê hα, ïðè÷¼ì âíóòðåííîñòü K íå ïóñòà. Îòìåòèì,
÷òî HK (y) = max

|α|≤m
(−〈y , hα〉) äëÿ ëþáîãî y ∈ Rn.

Äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn è r > 0 ïóñòü

T (z , r) = {w = (w1, . . . ,wn) ∈ Cn : |wj − zj | = r , j = 1, . . . , n},

Äëÿ ôóíêöèè g , ãîëîìîðôíîé íà ∆(z , r), ïóñòü

[g(z)]r =
1

(2πr)n

∫
z∈T (z,r)

|g(z)||d z |.

Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (C.A. Berenstein, M.A. Dostal.
Some remarks on convolution equations // Annales de l'institut
Fourier, 23:1, 55-73 (1973)).



Òåîðåìà B

Ïóñòü P(z) =
m∑

k=1

Pk(z)e〈αk ,z〉, ãäå äëÿ êàæäîãî k Pk �

àíàëèòè÷åñêèé ïîëèíîì â Cn è αk ∈ Cn. Ïóñòü

hP(z) = max
k

Re〈αk , z〉, z ∈ Cn.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ C (ε,P) > 0 òàêàÿ,

÷òî åñëè f � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ïîëèäèñêå ∆(z , ε), òî

|f (z)|ehP(z) ≤ C (ε,P)[f (z)P(z)]ε. (4)

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû B ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè íåêîòîðûõ L > 0 è N ∈ N, íå çàâèñÿùèõ îò ε è z ,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

C (ε,P) ≤ L

εN
, ε ∈ (0, 1).

Çàìå÷àíèå 3. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû B èç (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé â ïîëèäèñêå ∆(z , ε) ôóíêöèè f

|f (z)|ehP(z) ≤ C (ε,P) max
w∈∆(z,ε)

|f (w)P(w)|. (5)



Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë F íà
ïðîñòðàíñòâå C∞(K ), îïðåäåëÿåìûé ïî ïðàâèëó:

F (f ) =
∑

α∈Zn
+:|α|≤m

cα(Dαf )(hα),

çàäàåò äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð L íà S(G ):

(Lf )(x) =
∑

α∈Zn
+:|α|≤m

cα(Dαf )(x + hα), x ∈ U.

Î÷åâèäíî, Lf ∈ S(U) äëÿ ëþáîãî f ∈ S(G ) è îïåðàòîð L �
ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé. Êðîìå òîãî,

F̂ (z) = P(z) =
∑

α∈Zn
+:|α|≤m

cα(iz)αe i〈hα,z〉,

hP(z) = HK (Im z) äëÿ z ∈ Cn. Â ñèëó (5) F óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Òåîðåìû 1. Òàêèì îáðàçîì, ïî Òåîðåìå 1 èìååì

Ñëåäñòâèå 1

Îïåðàòîð L äåéñòâóåò èç S(G ) â S(U) ñþðúåêòèâíî.



Òåîðåìà 2

Ïóñòü P(z) =
∑
|α|≤N

aαz
α � ïîëèíîì ñòåïåíè N,

P(D) =
∑
|α|≤N

aαD
α � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîìó P .
Òîãäà îïåðàòîð P(D) ñþðúåêòèâåí â ïðîñòðàíñòâå S(U).

Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è Òåîðåìà 1.
Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, èçâåñòíàÿ
êàê Ëåììà Ýðåíïðàéñà-Ìàëüãðàíæà (ñì., íàïð., Hansen).

Ëåììà 5
Ïóñòü p � ïîëèíîì ñòåïåíè m. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ r > 0, z ∈ Cn è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ H(B(z , r)) òàêîé, ÷òî
f (·)
p(·)
∈ H(B(z , r)) ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ f (z)

p(z)

∣∣∣∣ ≤ cr−m sup
ζ∈B(z,r)

|f (ζ)|.



Âòîðàÿ çàäà÷à

Ïóñòü
S0(U) = {f ∈ S(Rn) : supp f ⊆ U,

pm,U(f ) = sup
x∈U,
|α|≤m

(|(Dαf )(x)|(1 + ‖x‖)m) <∞, m = 0, 1, . . . , |α| ≤ m}.

Ïóñòü f ∈ S0(U). Òîãäà íà TC êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

f̂ (z) =

∫
U
f (ξ)e i〈z,ξ〉 dξ. (6)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z = x + iy ∈ TC , òî ∀ ξ ∈ U è ëþáûõ
m ∈ N (â ÷àñòíîñòè, m = 1)

|f (ξ)e i〈z,ξ〉| ≤
pn+m,U(f )

(1 + ‖ξ‖)n+1
e−〈ξ,y〉 ≤

pn+m,U(f )eb(y)

(1 + ‖ξ‖)n+m
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ z ∈ TC èíòåãðàë (6) ñõîäèòñÿ.



Ïðåäëîæåíèå 1

Ïóñòü f ∈ S0(U). Òîãäà f̂ ∈ H(TC ) è ∀m ∈ Z+, |α| ≤ m

|zαf̂ (z)| ≤ CNpN,U(f )eb(y), z = x + iy ∈ TC ,N = m + n + 1.

Ïóñòü

Hb(TC ) = {f ∈ H(TC ) : ‖f ‖m = sup
z∈TC

(1 + ‖z‖)m|f (z)|
eb(y)

<∞∀m ∈ Z+}.

Ïðåäëîæåíèå 2

Îòîáðàæåíèå F : S0(U)→ Hb(TC ), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

f ∈ S0(U)→ f̂ , � èçîìîðôèçì ìåæäó S0(U) è Hb(TC ).



3. Òåìïåðàòóðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

Ñåðèÿ ðàáîò T. Matsuzawa (íàïð., A calculus approach to
hyperfunctions II , Trans. Amer. Math. Soc., 313 (1990), 619-654).
Ñåðèÿ ðàáîò K.W. Kim, S.-Y. Chung and D. (íàïð.,Kim
Soon�Yeong Chung, Dohan Kim. Paley-Wiener type theorems for
the temperature transform // Integral Transforms and Special
Functions, 11:2, 151-162 (2001)).

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ S0(U) îïðåäåëèì åãî òåìïåðàòóðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïî ôîðìóëå

Tf (z , t) =

∫
U
f (ξ)e i〈z,ξ〉−t‖ξ‖

2
dξ, z ∈ TC , t ≥ 0.

Òîãäà
i1) Tf (z , t) � ãîëîìîðôíàÿ â TC äëÿ ëþáîãî t ≥ 0,
Tf (z , t) ∈ C∞(TC × [0,∞));

i2) ∂(Tf )
∂t (z , t) = ∆z(Tf )(z , t), (z , t) ∈ TC × [0,∞).



Ïðåäëîæåíèå 3

Ïóñòü f ∈ S0(U). Òîãäà Tf óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i1), i2) è

∀m ∈ Z+ íàéä¼òñÿ Am > 0 òàêîå, ÷òî ∀m ∈ Z+,

z = x + iy ∈ TC

(1 + ‖z‖)m|(Tf )(z , t)| ≤ AmpN,U(f )(t+)
m
2 eb(y), N = m + n + 1.

(7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷èì âíà÷àëå îöåíêó ñâåðõó íà
Dα
x (e−t‖x‖

2
) ïðè ïðîèçâîëüíîì α ∈ Zn

+. Äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü k ∈ N. Äëÿ x ∈ R,
t > 0, ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì

(e−tx
2
)(k) =

k!

2πi

∫
ΓR

e−tζ
2

(ζ − x)k+1
dξ,

ãäå ΓR = {ζ ∈ C : |ζ − x | = R}, R > 0, èìååì

|(e−tx2
)(k)| ≤ k!

Rk
e
t max
ζ∈ΓR

(−Reζ2)
=

k!

Rk
e
t max
u+iv∈ΓR

(v2−u2)
=

k!

Rk
et(R2− x2

2
).



Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

|(e−tx2
)(k)| ≤ k!e−

tx2

2 inf
R>0

etR
2

Rk
=

=
k!

k
k
2

(2et)
k
2 e−

tx2

2 ≤
√

2(4e)
k
2 (k!)

1
2 t

k
2 e−

tx2

2 .

Ïðè k = 0 ýòî íåðàâåíñòâî òàêæå ñïðàâåäëèâî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî α ∈ Zn

+

|Dα
x (e−t‖x‖

2
)| ≤ 2

n
2 (4e)

|α|
2 (α!)

1
2 (t+)

|α|
2 e−

t‖x‖2

2 , x ∈ Rn, t ≥ 0.
(8)

Ïîëó÷èì îöåíêó (7). Ïóñòü f ∈ S0(U). Òîãäà f ∈ S(Rn) è
supp f ⊆ U. Åñëè m ∈ Z+, α ∈ Zn

+ ñ |α| ≤ m, òî, â ÷àñòíîñòè,

|(Dα
ξ f )(ξ)| ≤

pN,U(f )

(1 + ‖ξ‖)N
, ξ ∈ U, (9)

ãäå N = m + n + 1.



Èç ðàâåíñòâà

zαF (z , t) = (−i)|α|
∫
U
f (ξ)Dα

ξ (e i〈z,ξ〉)e−t‖ξ‖
2
dξ =

= i |α|
∫
U
Dα
ξ (f (ξ)e−t‖ξ‖

2
)e i〈z,ξ〉 dξ.

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ z = x + iy

|zαF (z , t)| ≤
∑
β≤α

Cβα

∫
U
|(Dα−β

ξ f )(ξ)||Dβ
ξ e
−t‖ξ‖2

)e−〈y ,ξ〉 dξ.

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (9) è (8) èìååì

|zαF (z , t)| ≤ 2
n
2 pN,U(f )

∑
β≤α

Cβα (4e)
|β|
2 (β!)

1
2 (t+)

|β|
2

∫
U

e−
t‖ξ‖2

2 e−〈y ,ξ〉

(1 + ‖ξ‖)N
dξ ≤

≤ 2
n
2 pN,U(f )CNe

b(y)(4e)
m
2 (t+)

m
2 (α!)

1
2 ≤

≤ 2
n
2 pN,U(f )CNe

b(y)(4e)
m
2 (t+)

m
2 m!

1
2 =

= AmpN,U(f )(t+)
m
2 eb(y).



Ïðåäëîæåíèå 4

Ïóñòü f ∈ S0(U). Òîãäà Tf óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i1), i2) è

∀m ∈ Z+, k ∈ Z+ |α| ≤ m íàéä¼òñÿ A > 0 òàêîå, ÷òî ∀m ∈ Z+,

z = x + iy ∈ TC

(1 + ‖z‖)m|(Dα
z D

k
t Tf )(z , t)| ≤ ApN1,U(f )(t+)

m
2 eb(y), (10)

ãäå N1 = m + n + 1 + 2k .

Ïðåäëîæåíèå 5

Åñëè äëÿ ôóíêöèè F (z , t) íà TC × [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì i1), i2), ∀m ∈ Z+ íàéäóòñÿ ÷èñëà C > 0 è s ∈ Z+

òàêèå, ÷òî

(1+‖z‖)m|(Dα
z D

k
t Tf )(z , t)| ≤ C (t+)seb(y), z = x+iy ∈ TC , t ≥ 0,

(11)
òî F (z , t) = Tf (z , t) äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ S0(U).



Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî y ∈ C ïîëîæèì

ft(ξ) = et‖ξ‖
2

(
1

2π

)n ∫
Rn

F (x + iy , t)e−i〈x+iy ,ξ〉 dx , t ≥ 0.

Òàê êàê F (z , t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i2) (óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè), òî ft(ξ) íå çàâèñèò îò t. Ïèøåì
ft(ξ) = f (ξ). Ïî îïðåäåëåíèþ f ∈ S(Rn). Äàëåå, äëÿ ξ /∈ U

|f (ξ)| = |
∫
Rn

F (x + iy , t)e−i〈x+iy ,ξ〉 dx | ≤
∫
Rn

|F (x + iy , t)|e〈y ,ξ〉 dx .

(12)
Òàê êàê ξ /∈ U, òî íàéä¼òñÿ y0 ∈ C , ÷òî −〈ξ, y0〉 > b(y0).
Ïîëàãàÿ â (12) y = λy0 ñ λ > 0 è ïîëüçóÿñü (11), ïîëó÷èì, ÷òî
f îáðàùàåòñÿ â íîëü âíå U.



Äëÿ m, s ∈ Z+ îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Vm,s ôóíêöèé F (z , t)
íà TC × [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì i1), i2), äëÿ
êîòîðûõ êîíå÷íû íîðìû

qm,p,s(F ) = sup
(z,t)∈TC×[0,∞),|α|≤p,k≤p

(1 + ‖z‖)m|(Dα
z D

k
t F (z , t)|

(t+)seb(y)
.

Ïóñòü Vm,p � èíäóêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ Vm,p,s , P �
ïðîåêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ Vm,p.

Ïðåäëîæåíèå 6

Îòîáðàæåíèå T óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó S0(U) è P .

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôóíêöèè f ∈ S0(U)

Bf (z , t) =

∫
U
f (ξ)e i〈z,ξ〉−it‖ξ‖

2
dξ, z ∈ TC , t ≥ 0.

Îòìåòèì, ÷òî
i1) Bf (z , t) � ãîëîìîðôíàÿ â TC äëÿ ëþáîãî t ≥ 0,
Tf (z , t) ∈ C∞(TC × [0,∞));

i2) ∂(Bf )
∂t (z , t) = i∆z(Bf )(z , t), (z , t) ∈ TC × [0,∞).


