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1. Ââåäåíèå

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîïåðå÷íèêîâ èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ
Â.Ì. Òèõîìèðîâà (1976) è À. Ïèíêóñà (1985). Ïîïåðå÷íèêè
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ îïòèìàëüíîñòè ðàçëè÷íûõ
àëãîðèòìîâ è ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ: ëèíåéíûõ,
ïîëèíîìèàëüíûõ, èíòåðïîëÿöèîííûõ è äð., â òîì ÷èñëå
ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â ÷èñëåííîì àíàëèçå.

Êîëìîãîðîâñêèé ïîïåðå÷íèê îòâå÷àåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ:
êàêîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ çàäàííîãî êëàññà ìîæíî
äîñòèãíóòü, åñëè èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àïïàðàòà
ïðèáëèæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà çàäàííîé ðàçìåðíîñòè?



Íåêîòîðûå íåäàâíèå ðàáîòû:

Âàñèëüåâà À.À. Êîëìîãîðîâñêèå ïîïåðå÷íèêè ïåðåñå÷åíèÿ

êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ Ñîáîëåâà // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð.
ìàòåì., 88:1 (2024), 21�46.

Ìàëûõèí Þ.Â. Îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ è

ñâÿçàííûõ ñ íèìè âåëè÷èí. Äèññ. íà ñîèñê. ó÷. ñò. äîêò.
ôèç.-ìàò. íàóê. Ì.: ÌÈÀÍ, 2025 (çàùèòà 23 îêòÿáðÿ 2025 ã.)

Entropy numbers of multiplier operators for Vilenkin-Fourier series,
for the trigonometric system on the circle, for the Haar system and
for sets of �nitely and in�nitely di�erentiable functions, in the
dyadic sense on [0, 1), were studied in [J. Milar e et al., J. Approx.
Theory 285, Article ID 105837, 23 p. (2023)].

Farkov Yu.A., Manchanda P., Siddiqi A.H. Construction of wavelets
through Walsh functions. � Singapore: Springer-Verlag, 2019.�
386 p.

Ôàðêîâ Þ.À. Æ¼ñòêèå ôðåéìëåòû â àíàëèçå Óîëøà

// Ìàòåì. çàìåòêè (â ïå÷àòè).



Ehler M., Filbir F. Metric entropy, n-widths, and sampling of
functions on manifolds // J. Approx. Theory 225 (2018), 41-57.

Temlyakov V. On optimal recovery in L2 // J. Complexity 65
(2021), Article ID 101545, 11 p. (Cited in 32 Documents)

DeVore, Ronald (ed.); Kunoth, Angela (ed.)
Multiscale, nonlinear and adaptive approximation II. Cham:
Springer, 460 p. (2024).
This book presents a collection of high-quality papers in applied
and numerical mathematics, as well as approximation theory, all
closely related to Wolfgang Dahmen's scienti�c contributions.
Compiled in honor of his 75th birthday, the papers are written by
leading experts and cover topics including nonlinear approximation
theory, numerical analysis of partial di�erential equations, learning
theory, and electron microscopy. A unifying theme throughout the
collection is the emphasis on a solid mathematical foundation,
which serves as the basis for the most e�cient numerical algorithms
used to simulate complex phenomena.



Îñíîâíûå èñòî÷íèêè ê äîêëàäó:

Òèõîìèðîâ Â.Ì. Ïðîáëåìû òåîðèè àïïðîêñèìàöèè è ïðèíöèïû

òåîðèè ýêñòðåìóìà. Ì.: Äåêàáðü 2004.

Ôàðêîâ Þ.À. Î íàèëó÷øåì ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé // Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì., 19:5
(2014), 185�212.

Bandtlow O.F., Nivoche S. New solution of a problem of

Kolmogorov on width asymptotics in holomorphic function spaces

// J. Eur. Math. Soc. (JEMS), 24:7 (2022), 2493�2532.

Farkov Yu.A. The N-widths of Hardy-Sobolev spaces of several
complex variables // J. Approx. Theory, 75:2 (1993),183�197.

Farkov Yu.A. n-Widths, Faber expansion, and computation of

analytic functions // J. Complexity, 12:1 (1996), 58�79.



Â.Ì. Òèõîìèðîâ (2004, ñ.42): "Ñàìî îïðåäåëåíèå
îïòèìàëüíîñòè ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ èëè âîññòàíîâëåíèÿ,
êîòîðûì ðóêîâîäñòâîâàëèñü ïîñëåäîâàòåëè Êîëìîãîðîâà,
áàçèðóåòñÿ íà "êëàññîâîì ïîäõîäå" , íà òîì, ÷òî íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ,
îáúåäèíÿþùóþ ïðèáëèæàåìûå è âîññòàíàâëèâàåìûå ôóíêöèè
â îïðåäåëåííûå òî÷íî îïèñûâàåìûå ñîâîêóïíîñòè (êëàññû). À
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êëàññà åñòåñòâåííî ñòàâÿòñÿ
ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïðèáëèæåíèè åãî
ôèêñèðîâàííûìè ìåòîäàìè èëè ñðåäñòâàìè ïðèáëèæåíèÿ è îá
îïòèìàëüíîì ìåòîäå èëè ñðåäñòâå ïðèáëèæåíèÿ ñðåäè
ñåìåéñòâà ïîäîáíûõ.
Îñíîâíûì ïîëèãîíîì â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ñëóæèëè êëàññû
Ñîáîëåâà è Ã¼ëüäåðà-Íèêîëüñêîãî ãëàäêèõ ôóíêöèé, êëàññû
Õàðäè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è íåêîòîðûå êëàññû ñìåøàííîãî
òèïà (Õàðäè-Ñîáîëåâà è äð.) Îäíà èç íàøèõ öåëåé äàëåå −
ðàñêðûòèå åäèíñòâà òåîðèé ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêèõ è
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ýòè òåîðèè èñòîðè÷åñêè ñîçäàâàëèñü
ðàçäåëüíî)."



Ïóñòü X − ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
Ln ⊂ X − n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà x ∈ X äî ïîäïðîñòðàíñòâà Ln:

d(x , Ln,X ) := inf
y∈Ln

∥x − y∥.

Óêëîíåíèå ìíîæåñòâà A ⊂ X äî Ln â X :

d(A, Ln,X ) := sup
x∈A

d(x , Ln,X ).

Êîëìîãîðîâñêèé n-ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà A â X :

dn(A,X ) := inf
Ln

d(A, Ln,X ) (Êîëìîãîðîâ, 1936).



Èç îïðåäåëåíèÿ:

dn(A,X ) = dn(conv(A ∪ (−A)),X ).

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî A ÷àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïóêëûì,
çàìêíóòûì è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì.
Ëèíåéíûé n-ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà A â X :

λn(A,X ) := inf
Λn

sup
f ∈A

||f − Λnf || (Òèõîìèðîâ, 1960),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåð¼òñÿ ïî âñåì ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì
îïåðàòîðàì Λn ðàíãà n, îòîáðàæàþùèõ X â ñåáÿ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

dn(A,X ) ≤ λn(A,X ).



Áåðíøòåéíîâñêèé n-ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà A íîðìèðîâàííîãî
ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

bn(A,X ) := sup
Ln+1

sup{r : rB(Ln+1) ⊂ A},

ãäå B(Ln+1)− åäèíè÷íûé øàð ïðîèçâîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
Ln+1 ⊂ X ðàçìåðíîñòè n + 1.

Èç îïðåäåëåíèé:

sn+1(A,X ) ≤ sn(A,X ), n ∈ Z+.

Åñëè A1 ⊂ A2, òî sn(A1,X ) ≤ sn(A2,X ).

Åñëè X èçîìåòðè÷íî âëîæåíî â Y , òî sn(A,X ) ≥ sn(A,Y ).

Çäåñü sn − ëþáîé èç ïîïåðå÷íèêîâ dn, λn, bn.



Íåðàâåíñòâî
bn(A,X ) ≤ dn(A,X ) (1)

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

Ëåììà Òèõîìèðîâà. Ïóñòü X − íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,

A− öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî â X , Ln+1−
ïîäïðîñòðàíñòâî â X ðàçìåðíîñòè n + 1, B(Ln+1)− åäèíè÷íûé

øàð ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

r > 0 øàð rB(Ln+1) ñîäåðæèòñÿ â A. Òîãäà dn(A,X ) ≥ r .



Ëåììà Òèõîìèðîâà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé
òåîðåìû:

Òåîðåìà Áîðñóêà. Ïóñòü f − íåïðåðûâíîå íå÷åòíîå

îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîé ñôåðû â Rd (èëè Cd). Òîãäà
ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ñôåðû, â êîòîðîé f (x̂) = 0.

Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ïðèìåíåíèÿõ ýòîé òåîðåìû ïðè
âû÷èñëåíèè ïîïåðå÷íèêîâ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ ïðèâåäåíû â � 2
ñòàòüè [Áóñëàåâ è Òèõîìèðîâ, Ìàòåì. ñá., 1990]; íåêîòîðûå
ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Áîðñóêà ê îöåíêàì êîëìîãîðîâñêèõ
ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé èìåþòñÿ â
ìîíîãðàôèÿõ Ïèíêóñà è Ôèøåðà ([Pinkus, 1985], [Fisher, 2007]).



Åäèíñòâî òåîðèé ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè
âåùåñòâåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îñîáåííî îò÷åòëèâî
ïðîÿâëÿåòñÿ â òåîðåìàõ ×åáûøåâà, Âåéåðøòðàññà,
Áåðíøòåéíà-Óîëøà è èõ îáîáùåíèÿõ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Áåðíøòåéíà-Óîëøà
ïðèìåíÿåòñÿ ïîñòðîåííàÿ Ã. Ôàáåðîì ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ,
îáîáùàþùàÿ ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà

Tn(x) = cos(n arccos x), x ∈ [−1, 1].

Çàäà÷à îá îöåíêå êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ íåêîòîðûõ
êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèâåëà ê îòêðûòèþ áàçèñîâ,
îáîáùàþùèõ ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ Ôàáåðà (ñì. [Åðîõèí,
ÓÌÍ, 1968], [Òèõîìèðîâ, 2004, ñ.67]).



Òåîðåìà Ìåðãåëÿíà. Ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà êîìïàêòå E
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, íàïðåðûâíàÿ íà E è ãîëîìîðôíàÿ âî

âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ E , ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ
ïîëèíîìàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî C \ E
ñâÿçíî è ñîäåðæèò òî÷êó ∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü C \ E îäíîñâÿçíàÿ, è ïóñòü Φ−
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå C \ E íà {z : |z | > 1}, òàêîå, ÷òî
Φ(∞) = ∞. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òîãäà

|P(z)| ≤ |Φ(z)|n∥P∥C(E), P ∈ Pn(C), z ∈ C \ E , (2)

ãäå Pn(C)− ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ
êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè íå âûøå n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GR âíóòðåííîñòü ëèíèè óðîâíÿ
ΓR := {z : |Φ(z)| = R}. Êëàññ BH∞(GR) ñîñòîèò èç ôóíêöèé
f , ãîëîìîðôíûõ â GR è òàêèõ, ÷òî |f (z)| ≤ 1 äëÿ z ∈ GR .



Ïî ëåììå Òèõîìèðîâà èç (2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

dn(BH
∞(GR);C (E )) ≥ 1

Rn
.

Âåðõíèå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ dn(BH
∞(GR);C (E )) âûâîäÿòñÿ

êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé òåîðåìû.

Òåîðåìà Áåðíøòåéíà-Óîëøà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà

íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå E , íå ðàçáèâàþùåì ïëîñêîñòü C.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàëàñü â

îáëàñòü GR ïðè íåêîòîðîì R > 1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

lim sup
n→∞

[d(f ,Pn(C),C (E ))]1/n ≤ 1

R
.

Íåäàâíî íàéäåíî îáîáùåíèå òåîðåìû Áåðíøòåéíà-Óîëøà äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé: [Ñàäóëëàåâ-Àòàìóðàòîâ, Ìàòåì.
ñá., 2024].



Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φ : C \ E → { z : |z | > 1} ïðè óñëîâèè

lim
z→∞

Φ(z)

z
= γ > 0

â îêðåñòíîñòè òî÷êè ∞ èìååì

Φ(z) = γz + γ0 +
γ0
z

+
γ1
z2

+ . . . .

Ìíîãî÷ëåíû Ôàáåðà äëÿ E îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

Φ0(z) ≡ 1, Φ1(z) = γz + γ0,

è Φn(z)− ïîëèíîìèàëüíàÿ ÷àñòü [Φ(z)]n äëÿ êàæäîãî n ≥ 2.

Î ðÿäàõ ïî ìíîãî÷ëåíàì Ôàáåðà: [Ñóåòèí, 1984].
Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé â ÷èñëåííîì àíàëèçå: [Henrici, 1984],
[Eiermann, Niethammer, Varga, 1985], [Ô., 2014].



2. Ïîïåðå÷íèêè åäèíè÷íîãî øàðà êëàññà H∞(Ω)

Ïóñòü Ω− îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Cd è ïóñòü E − êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî â Ω. Êëàññ BH∞(Ω) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ,
ãîëîìîðôíûõ â Ω è òàêèõ, ÷òî |f (z)| ≤ 1 äëÿ âñåõ z ∈ Ω. Â
ðàáîòàõ Â.Ï. Çàõàðþòû è äð. (îáçîð: [Zakharyuta, 2011])
óêàçàíû ïàðû (E ,Ω) òàêèå, ÷òî

log dn(BH
∞(Ω);C (E )) ∼ −2π

(
d!

cap (E ,Ω)

)1/d

n1/d , (3)

ãäå cap (E ,Ω) := sup{
∫
E (dd

cu)d : u ∈ Psh (Ω, (−1, 0))}−
åìêîñòü Áýäôîðäà-Òåéëîðà êîìïàêòà E îòíîñèòåëüíî Ω.

Î êîìïëåêñíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà: [Ñàäóëëàåâ, 1985].



Â [Bandtlow-Nivoche, 2022] ôîðìóëà (3) äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ãèïåðâûïóêëîé, à êîìïàêò E
íå ÿâëÿåòñÿ ïëþðèïîëÿðíûì.

"The lower bounds follow from concentration results of
independent interest for the eigenvalues of a certain family of
Toeplitz operators, while the upper bounds follow from an
application of the Bergman-Weil formula together with an
exhaustion procedure by special holomorphic polyhedra".

https://arxiv.org/pdf/1906.00918



Ïóñòü âñå k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd
+ çàíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì,

÷òî k = k(j), |k(j)| ≤ |k(j + 1)| (j = 0, 1, 2, . . . ), ãäå
|k| = k1 + · · ·+ kn. Òîãäà äëÿ ñ := |k(n)| èìååì

ñ = m ⇐⇒
(
m + d − 1

d

)
≤ n ≤

(
m + d

d

)
− 1.

Ñîãëàñíî [Ô., ÓÌÍ, 1990] äëÿ ëþáîãî R > 1 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

dn(BH
∞(Bd

R);C (B
d
1 )) = R−ñ. (4)



Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñü xn ≍ yn îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò c1 > 0
è c2 > 0 òàêèå, ÷òî c1xn ≤ yn ≤ c2xn äëÿ âñåõ n ∈ N; êðîìå
òîãî, xn ∼ yn, åñëè lim

n→∞
(xn/yn) = 1.

Â ñâÿçè ñ ôîðìóëàìè (3) è (4) îòìåòèì, ÷òî

cap (B
d
1 ,B

d
R) =

(
2π

logR

)d

è ñ ∼ (d!n)1/d (n → ∞).

Çàäà÷à 1. Íàéòè ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ

dn(BH
∞(Ω);C (E )) è dn(BH

∞(Ω); Lq(E )), 1 ≤ q < ∞, äëÿ
íåêîòîðûõ ïàð (E ,Ω), ãäå Ω ⊂ Cd − îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

E ⊂ Ω− êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.



Ïóñòü Pn(Cd)− ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ âèäà

P(z) =
∑
|k|≤n

ak1...kd z
k1
1 . . . zkdd , z = (z1, . . . , zd) ∈ Cd ,

ãäå k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd
+, |k | = k1 + · · ·+ kd . Äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòà E ⊂ Cd è ëþáîãî ïîëèíîìà P ∈ Pn(Cd) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà-Óîëøà

1

n
ln |P(z)| ≤ 1

n
ln ∥P∥C(E) + g(z ,E ), z ∈ Cd , (5)

ãäå g(·,E )− ôóíêöèÿ Ãðèíà êîìïàêòà E .

Î íåðàâåíñòâå (5) è ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîãîìåðíîì îáîáùåíèè
òåîðåìû Áåðíøòåéíà-Óîëøà: [Ñàäóëëàåâ, 1985, ñ.102-104].



Äëÿ d = 1 â çàäà÷å 1 áóäåò

dn(BH
∞(Ω),C (E )) ≍ exp(−n/c(E ,Ω)). (6)

Ïðè óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå òåîðåì 1 è 2 åìêîñòü
Ãðèíà c(E ,Ω) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü u(z)−
ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω \ E , ðàâíàÿ 1 íà ∂Ω è
ðàâíàÿ 0 íà ∂E . Òîãäà

c(E ,Ω) =
1

2π

∫
γ

∂u

∂n
ds,

ãäå γ− ñèñòåìà ãëàäêèõ êîíòóðîâ äëÿ òåîðåìû 2 (èëè îäíîãî
êîíòóðà äëÿ òåîðåìû 1), îòäåëÿþùàÿ E îò ∂Ω, n− íîðìàëü ê
γ â íàïðàâëåíèè ê ∂Ω.



Òåîðåìà 1. Ïóñòü îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω è êîìïàêò E ⊂ Ω
òàêîâû, ÷òî îáëàñòü Ω \ E äâóñâÿçíàÿ. Òîãäà

lim
n→∞

[dn(BH
∞(GR);C (E ))]1/n =

1

R
,

ãäå R − âíåøíèé ðàäèóñ êîëüöà {w : 1 < |w | < R} íà êîòîðîå

êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ îáëàñòü Ω \ E .

Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â [Åðîõèí, ÓÌÍ, 1968] ñ ïîìîùüþ
áàçèñíûõ ôóíêöèé, îáîáùàþùèõ ìíîãî÷ëåíû Ôàáåðà.

Â ñâÿçè ñ áàçèñàìè Åðîõèíà: [Ìåðãåëÿí, 1961], [Ñóåòèí, 1984],
[Ðàõìàíîâ, 2016]. Íà ñëåäóþùåì ñëàéäå ñôîðìóëèðîâàíà
ëåììà, äîêàçàííàÿ â [Åðîõèí, ÓÌÍ, 1968].



Îáîçíà÷èì ÷åðåç H êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè
D := Ω \ K íà êîëüöî {w : 1 < |w | < R} (R � êîíôîðìíûé
ìîäóëü îáëàñòè D).

Ëåììà Åðîõèíà. Åñëè çàíóìåðîâàòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå

ïàðó ãðàíè÷íûõ êîíòèíóóìîâ S1 è S2 äâóñâÿçíîé îáëàñòè D, òî
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå

H : D → {w : 1 < |w | < R} (7)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè H = F2 ◦ F1, ãäå F1 �
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñ ãðàíèöåé S1 è
F2 � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñ ãðàíèöåé

S
(1)
2 = F1(S2) (ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ F1 è F2 åäèíñòâåííû ñ

òî÷íîñòüþ äî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïîäñòàíîâîê).

Ýòà ëåììà è åå îáîáùåíèÿ ïðèìåíÿëèñü ïðè ðåøåíèè
íåêîòîðûõ çàäà÷ êîíôîðìíûõ è êâàçèêîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé è ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåì òåîðèè îäíîëèñòíûõ
ôóíêöèé (ñì. áèáëèîãðàôèþ â [F., 2014]).



Â îáùåé ñèòóàöèè äëÿ âûâîäà ôîðìóëû (3) ïðè d = 1
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûìè ïî íåêîòîðîé ìåðå íà E , è ñ ïîëþñàìè,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðå íà ∂Ω.
Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ýòîò ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ îñîáåííî
ïðîñòî: â êà÷åñòâå òî÷åê èíòåðïîëÿöèè ñëåäóåò âûáðàòü
ïðîîáðàçû òî÷åê exp(i2πk/n) ïðè îòîáðàæåíèè (7), à â
êà÷åñòâå ïîëþñîâ ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè − ïðîîáðàçû òî÷åê
R exp(i2πk/n) (ñì. [Òèõîìèðîâ, 2004, ñ.68]).

Â ðàáîòå [Ganelius, 1976] óêàçàíû ïàðû (E ,Ω), äëÿ êîòîðûõ
ñîîòíîøåíèå (6) âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
Ôàáåðà. Ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû ïðîñòåéøèõ
ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé {(z − zk)

−1}nk=1 îêàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ dn(BH

∞(Ω);C (E )).



Ôèøåðîì è Ìè÷åëëè (1980) ñîîòíîøåíèå (6) óñòàíîâëåíî ïðè
óñëîâèè, ÷òî äîïîëíåíèå îáëàñòè Ω â ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ñîñòîèò èç r + 1 êîìïîíåíò, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè, à êîìïàêò E
îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì E = {z ∈ Ω : |B0(z)| ≤ ρ} äëÿ
íåêîòîðîãî ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå B0 è íåêîòîðîãî ρ > 0. Ïðè
ýòîì

dn(BH
∞(Ω),C (E )) ≥ exp[−(r + n)/c(E ,Ω)]. (8)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå äëÿ äàííîé
îáëàñòè Ω.



Ïóñòü g(z , ζ)− ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ Ω ñ ïîëþñîì â òî÷êå ζ.
Ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå B(z) ïîðÿäêà s åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ íà Ω
ôóíêöèÿ âèäà

B(z) = c exp

−
s∑

j=1

(g(z , ζj) + ih(z , ζj))

 ,

ãäå c − ïîñòîÿííàÿ ñ ìîäóëåì 1, ζ1, . . . , ζs − òî÷êè èç Ω
(íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) è h(z , ζj)− ãàðìîíè÷åñêàÿ
ñîïðÿæåííàÿ ñ g(z , ζj) ôóíêöèÿ. Ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå B(z)
ìîæåò áûòü ìíîãîçíà÷íûì, íî åãî ìîäóëü îäíîçíà÷åí.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå íà Ω ïîðÿäêà íå âûøå s
îáîçíà÷àåòñÿ Bs(Ω).



Íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèåì (8) â [Fisher-Micchelli, 1980] äîêàçàíû
íåðàâåíñòâà

βn(Ω,E ) ≤ dn(BH
∞(Ω),C (E )) ≤ βn+r (Ω,E ),

ãäå
βn(Ω,E ) := inf{∥B∥C(E) : B ∈ Bn(Ω)}.

Òàêèå æå íåðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî è äëÿ ëèíåéíûõ
ïîïåðå÷íèêîâ λn(BH

∞(Ω),C (E )).

Äëÿ ñëó÷àÿ r = 0 âåëè÷èíà βn(Ω,E ) (è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåëè÷èíà ñ çàìåíîé C (E ) íà Lq(µ)) èçó÷àëàñü â 1984-1996 ã.ã.
Ôèøåðîì è åãî ñîàâòîðàìè, à òàêæå â ðàáîòàõ [Ïàðôåíîâ,
1997], [Îñèïåíêî, 2001], [Baratchart-Prokhorov-Sa�, 2004].



Îáîçíà÷åíèÿ:

U = {z : |z | < 1} � åäèíè÷íûé êðóã, T = {z : |z | = 1} ,
UR = {z : |z | < R} � êðóã ðàäèóñà R .

Äëÿ l ∈ N, R > 0 êëàññ HR(l ,∞) ñîñòîèò èç ãîëîìîðôíûõ â UR

ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ |f (l)(z)| ≤ 1 äëÿ âñåõ z ∈ UR .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü l ∈ N, R > 1. Íàéòè êîìïàêòû E ⊂ UR , äëÿ
êîòîðûõ âåðíî ðàâåíñòâî

dN+l(HR(l ,∞),C (E )) = inf{∥F∥C(E) : F (l) ∈ Bn(UR)}.

Ê çàäà÷å 2: [Horwitz-Newman, 1986], [Fisher, Constr. Approx.,
1989], [Bandtlow-Nivoche, 2022]; ñðàâíèòå ñ ýêñòðåìàëüíûìè
ñâîéñòâàìè ñïëàéíîâ â [Êîðíåé÷óê, 1977] è [Òèõîìèðîâ, 2004].



Ïàðó (Ω,E ) íàçîâåì äîïóñòèìîé, åñëè âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ:

1) Ω =
m⋃
j=1

Ωj , Ωj ∩ Ωj ′ = ∅ (j ̸= j ′),

2) E =
l⋃

s=1

Es , Es ∩ Es′ = ∅ (s ̸= s ′),

3) E ⊂ Ω, E ∩ Ωj ̸= ∅ (j = 1, . . . ,m),

ãäå Ωj � îäíîñâÿçíûå æîðäàíîâûå îáëàñòè è Es � çàìêíóòûå
îäíîñâÿçíûå æîðäàíîâû îáëàñòè.



Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ïàðû (Ω,E ) ñóùåñòâóåò [Ô., 1984]
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn} òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ f åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèìà â âèäå

f (z) =
∞∑
k=0

ak fk(z), z ∈ Ω, (9)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì
êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå â Ω. Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ BH∞(Ω), òî

lim sup
n→∞

||f −
n−1∑
k=0

ak fk ||
1/n
C(E) ≤ exp(−1/c(E ,Ω)).



Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî (9) ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì
ôóíêöèè f â ðÿä Ôàáåðà-Åðîõèíà (â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü
Ω \ E äâóñâÿçíàÿ), â ðÿä ßêîáè (â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöû ∂Ω è
∂E ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîëèíîìà) è â
ðÿä Óîëøà (â ñëó÷àå, êîãäà ∂E ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ æîðäàíîâûõ êðèâûõ, à ∂Ω ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé
óðîâíÿ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ C \ E ñ ïîëþñîì â ∞). Ïîëüçóÿñü
(9), îïðåäåëèì n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
Xn = span {f0, f1, . . . , fn−1} è ïðîåêòîð

Fn : BH∞(Ω) → Xn, Fnf =
n−1∑
k=0

ak fk , n ∈ N.



Ïóñòü α := 1/c(E ,Ω). Ïàðó (Ω,E ) áóäåì íàçûâàòü
∗-äîïóñòèìîé, åñëè sup

n
∥fn∥C(E) < ∞ è ñóùåñòâóþò

ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû M1 è M2 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè g ∈ Xn âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

sup{| g(z)| : z ∈ Ω} ≤ M1 exp(nα)|| g ||C(E),

|| g ||Lp(∂E) ≤ M2n
1/p||g ||Lp(E), 1 ≤ p < ∞.

Íàïðèìåð, ïàðà (Ω,E ) áóäåò ∗-äîïóñòèìîé, åñëè âñå ãðàíèöû
∂Es ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè Æîðäàíà (äëÿ
"ôàáåðîâñêîé"ïàðû (GR ,E ) ñì. [Ñóåòèí, 1984],
[F., J. Complexity, 1996], [Ô., 2014]).



Òåîðåìà 2 [Ô., 2019]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (Ω,E ) ÿâëÿåòñÿ
∗-äîïóñòèìîé è ïóñòü 1 ≤ q < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû

c1, c2 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ BH∞(Ω) è ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

||f−Fnf ||C(E) ≤ c1 exp(−nα), ||f−Fnf ||Lp(E) ≤ c2n
−1/p exp(−nα).

Áîëåå òîãî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

dn(BH
∞(Ω);C (E )) ≍ exp(−nα),

dn(BH
∞(Ω); Lq(E )) ≍ n−1/q exp(−nα)

è òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ âåðíû äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ λn.

Çàäà÷à 1 ñîñòîèò â ïîèñêå ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ ýòèõ
ñîîòíîøåíèé.



3. Ïîïåðå÷íèêè êëàññîâ Õàðäè-Ñîáîëåâà

Íîðìàëèçîâàííûå ìåðû Ëåáåãà

dσ(e iθ) = dθ/2π è dν(x + iy) = dxdy/π

ïðè ëþáîì R > 0 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

∫
UR

f (z)dν(z) = 2

R∫
0

rdr

∫
T

f (rζ)dσ(ζ). (10)



Ïðîñòðàíñòâà Õàðäè Hp(UR), 1 ≤ p < ∞, ñîñòîÿò èç
ãîëîìîðôíûõ â UR ôóíêöèé f , èìåþùèõ êîíå÷íûå íîðìû

∥f ∥Hp(UR) := sup
0<r<R

(∫
T

|f (rζ)|pdσ(ζ)
)1/p

.

Â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Ap(UR) íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

∥f ∥Ap(UR) :=
(∫∫
UR

|f (z)|pdν(z)
)1/p

.

Äëÿ p = ∞ ïîëàãàþò

∥f ∥H∞(UR) = ∥f ∥A∞(UR) := sup{|f (z)| : z ∈ UR}.



G.H. Hardy, 1915: Ïðè 0 < p < ∞ âåëè÷èíà

Mp(f , r) := ∥f (r ·)∥Lp(σ), r ∈ (0, 1),

íåóáûâàåò ïî r äëÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé â U ôóíêöèè f .

Êàê îáû÷íî, Hp = Hp(U).

(a) f ′ ∈ H1 ⇔ f ∈ CA(U) è f ∗ ∈ AC (T) (F. Riesz, 1923)
(b) f ′ ∈ Hp, p > 1 ⇒ |f (z1)− f (z2)| ≤ C |z1 − z2|1−1/p

äëÿ âñåõ z1, z2 ∈ U.

(c) Åñëè l ∈ N, 1 ≤ p < ∞, òî f (l) ∈ Hp ⇔ f ∗ ∈ W l
p(T) è

f̂ ∗k = 0 äëÿ âñåõ k < 0.



Äëÿ l ∈ N, 1 ≤ p < ∞ êëàññ W l
p(T) ñîñòîèò èç ôóíêöèé

f : T → C òàêèõ, ÷òî D l−1f ∈ AC (T) è D l f ∈ Lp(T), ãäå

Df (e iθ) := −ie−iθ ∂

∂θ
f (e iθ), D l f = D(D l−1f ).

Êëàññû Ñîáîëåâà W r
p ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò íà îòðåçêå [0, 1].

Ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ dn(W
r
p , L

q) äëÿ âñåõ
1 ≤ p, q ≤ ∞ ñ èñòîðè÷åñêèìè êîììåíòàðèÿìè ïðèâåäåíû â
[Ìàëûõèí, 2025, ñ.18].



Äëÿ l ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞ êëàññ Õàðäè-Ñîáîëåâà HR(l , p) ñîñòîèò
èç ôóíêöèé f , àíàëèòè÷åñêèõ â UR è òàêèõ, ÷òî
f (l) ∈ BHp(UR); ïîëîæèì f (0) := f , HR(0, p) := BHp(UR).

Äëÿ n ∈ N, l ∈ Z+ ïîëîæèì

αl
n :=

(n − l)!

n!
, n ≥ l .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, R ≥ 1, l ∈ Z+. Òîãäà äëÿ n > l

dn(HR(l , p), L
p(σ)) = αl

nR
−n+l , (11)

dn(HR(l , p), L
p(ν)) = αl

nR
−n+l

(pn
2

+ 1
)−1/p

, (12)

è òàêèå æå ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ λn.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 èçëîæåíî â ìîíîãðàôèè Ïèíêóñà
(1985) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ Ê.È. Áàáåíêî,
Ë.Â. Òàéêîâà è Â.Ì. Òèõîìèðîâà.

Îöåíêè ñíèçó â òåîðåìå 3 ïîëó÷àþòñÿ ïî ëåììå Òèõîìèðîâà èç
ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîëèíîìà Pn ñòåïåíè n:

∥P ′
n(R·)∥Lp(σ) ≤

n

R
∥Pn(R·)∥Lp(σ), (13)

∥Pn(R·)∥Lp(σ) ≤ Rn∥Pn∥Lp(σ), (14)

∥Pn∥Lp(σ) ≤
(np
2

+ 1
)1/p

∥Pn∥Lp(ν). (15)



Îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè äëÿ ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ êëàññà
HR(l , p) â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(σ) è Lp(ν) ñîîòâåòñòâåííî
ÿâëÿþòñÿ:

f (z) ≈ (Pl ,nf )(z) :=
l−1∑
k=0

(f (k)(0)/k!)zk +

n−1∑
k=l

(
1− (αl

2n−k/α
l
k)
(
1/R

)2(n−k))
(f (k)(0)/k!)zk , (16)

f (z) ≈ (Gl ,nf )(z) :=
l−1∑
k=0

(f (k)(0)/k!)zk +

n−1∑
k=l

(
1− (αl

2n−k/α
l
k)
(
|z |/R

)2(n−k))
(f (k)(0)/k!)zk . (17)



ßäðî Ê.È. Áàáåíêî:

Kl ,n(ρ, t) := αl
n + 2

∞∑
k=1

ρkαl
k+n cos kt, ρ ∈ [0, 1], t ∈ [−π, π].

Ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ f (z) ≈ (Gl ,nf )(z) íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

f (z)− (Gl ,nf )(z) =
z l

2π

∫ π

−π
Fl ,n(r/R, θ − φ)f (l)(Re iθ) dθ, (18)

ãäå z = re iφ ∈ UR è Fl ,n(ρ, t) := exp(i(l − n)t)ρn−lKl ,n(ρ, t).

Èç ôîðìóëû (16) âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ dn(HR(l , p), L

p(σ)) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n − 1. Â ñëó÷àå
p = ∞ îöåíêà ñâåðõó â (11) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ê.È. Áàáåíêî
(1958) î íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ êëàññà
HR(l ,∞), ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîòîðîé âîçíèêëî ÿäðî Kl ,n.



Â.Ì. Òèõîìèðîâ â 1969 ãîäó âûðàçèë êîëìîãîðîâñêèå
ïîïåðå÷íèêè êëàññà W r

∞ íà îòðåçêå [−1, 1] ÷åðåç íîðìó
÷åáûøåâñêèõ ñïëàéíîâ:

dn+r (W
r
∞[−1, 1], L∞[−1, 1]) = ∥xn,r∥∞, n ∈ Z+. (19)

Çäåñü xn,r � ýòî íàèìåíåå óêëîíÿþùàÿñÿ îò íóëÿ íà [−1, 1]
ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé r -ÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ïî ìîäóëþ åäèíèöå
è ìåíÿåò çíàê â n òî÷êàõ èíòåðâàëà (−1, 1) (òàê ÷òî x0,r òîëüêî
ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì îòëè÷àåòñÿ îò ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà
Tr ). Ïðè áîëüøèõ r íîðìèðîâàííûé ÷åáûøåâñêèé ñïëàéí
áëèçîê ê ìíîãî÷ëåíó ×åáûø¼âà:

lim
r→∞

∥∥∥∥ xn,r
xn,r (1)

− Tn+r

∥∥∥∥
∞

= 0.



Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå âìåñòî (19) èìååì

d2n−1(W
r
∞(T),C (T)) = d2n(W

r
∞(T),C (T)) =

Kr

nr
, (20)

ãäå Kr − êîíñòàíòà Ôàâàðà. Ýêñòðåìàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
â (20) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ðèìàíîâûõ ñïëàéíîâ

S r−1
2n = span{Br−1(· − sπ/n)}n−1

s=−n,

ãäå Bm(·)− m-e ÿäðî Áåðíóëëè (ñì. [Òèõîìèðîâ, 2004, ñ.62]).



Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íèêîâ

dn(HR(l , p); L
q(σ)) è dn(HR(l , p); L

q(ν))

äëÿ 1 ≤ q < p ≤ ∞, n > l , R ≥ 1.

Ìîòèâèðîâêè:

1. Â ðàáîòå [Áóñëàåâ-Òèõîìèðîâ, Ìàòåì. ñá., 1990] ïîêàçàíî,
÷òî ïîïåðå÷íèêè d2n−1(W

r
p (T), Lq(σ)) è d2n(W

r
p (T), Lq(σ)) ïðè

1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ ñîâïàäàþò è èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ ðàâíû
ñïåêòðàëüíûì ÷èñëàì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

∥f ∥Lq(σ) → sup, ∥f (r)∥Lp(σ) ≤ 1

ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è 3 äëÿ l = 0 äàåòñÿ ñëåäóþùèì
ïðåäëîæåíèåì.



Ïðåäëîæåíèå 1 Ðàâåíñòâà

dn(BH
p(UR); L

q(σ)) = R−n

è

dn(BH
p(UR); L

q(ν)) = R−n
(qn
2

+ 1
)−1/q

èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, R > 1.

Â ðàáîòå [F., J. Complexity, 1996] äîêàçàíî ñëåäóþùåå áîëåå
îáùåå óòâåðæäåíèå.



Òåîðåìà 4. Ïóñòü R > 1 è

dµ(re iθ) = dm(r)dσ(e iθ), (21)

ãäå m− ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà [0, ρ], 0 < ρ < R è

ïóñòü 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, q < ∞. Òîãäà

dn(BH
p(UR), L

q(µ)) = R−n
( ρ∫
0

rnqdm(r)
)1/q

. (22)

Äëÿ ìåðû (21) ïî òåîðåìå Ôóáèíè

∫
Uρ

f (z)dµ(z) =

ρ∫
0

dm(r)

∫
T

f (rζ)dσ(ζ). (23)

Â ÷àñòíîñòè, çäåñü dm(r) = 2rdr , åñëè µ = ν.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ïðèâåäåíî â ï. 4.1 ïðåçåíòàöèè.



Êëàññ AR(l , p) ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå UR ôóíêöèé,
ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà l êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò çàìêíóòîìó
åäèíè÷íîìó øàðó ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà Ap(UR).

Çàäà÷à 4. Äëÿ 1 ≤ p < ∞, R > 1 íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ

ïîïåðå÷íèêîâ dn(AR(l , p), L
p(σ)).

Ïîïåðå÷íèêè dn(AR(l , p), L
p(ν)) âû÷èñëåíû â [Pinkus, 1985] ñ

èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà

∥Pn(R·)∥Lp(ν) ≤ Rn+2/p∥Pn∥Lp(ν). (24)



Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî

ïîëèíîìà Pn(z) ñòåïåíè n è ëþáîãî 1 ≤ p < ∞ èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

∫∫
UR

|P ′
n(Rz)|pdν(z) ≤

( n
R

)p np + 2

(n − 1)p + 2

∫∫
UR

|Pn(Rz)|pdν(z).

(25)
Äëÿ Pn(z) = zn çäåñü ðàâåíñòâî, à ïðè p = 2 íåðàâåíñòâî (25)
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.



Äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â øàðå Bd
R := {z ∈ Cd : |z | < R},

êëàññû HR(l , p, d) è AR(l , p, d) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàäèàëüíîé ïðîèçâîäíîé àíàëîãè÷íî êëàññàì HR(l , p) è
AR(l , p) ñ çàìåíîé êðóãà UR íà Bd

R ; ïðè ýòîì ìåðû σ è ν
íîðìèðóþòñÿ óñëîâèÿìè σ(Sd) = 1 è ν(Bd) = 1. Îáîáùåíèå
òåîðåìû 3 äëÿ êëàññîâ HR(l , p, d) è AR(l , p, d) äàíî â ðàáîòå
[F., J. Approx. Theory, 1993]; íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ äàíû â
[Ding, 2004], [Fang-Li, 2006], [Ô., 2014].

Çàäà÷à 6. Äëÿ R ≥ 1, l ∈ Z+, 1 ≤ p, q ≤ ∞ íàéòè ïîðÿäêîâûå

îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ HR(l , p, d) è AR(l , p, d) â
ìåòðèêàõ Lq(σ) è Lq(ν).



Ê çàäà÷å 6 äëÿ d = 1:

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáûõ 1 ≤ p, q ≤ ∞, R > 1, l ∈ N
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

dn(HR(l , p); L
q(σ)) ≍ n−lR−n, (26)

dn(HR(l , p); L
q(ν)) ≍ n−l−1/qR−n, (27)

dn(AR(l , p); L
q(σ)) ≍ n−l+1/pR−n, (28)

dn(AR(l , p); L
q(ν)) ≍ n−l+1/p−1/qR−n. (29)

Îöåíêè ñâåðõó â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïîëó÷àþòñÿ òåéëîðîâñêèìè
àïïðîêñèìàöèÿìè, à îöåíêè ñíèçó ñëåäóþò ïî ëåììå
Òèõîìèðîâà èç íåðàâåíñòâ Áåðíøòåéíà è Áåðíøòåéíà-Óîëøà.
Â ðàáîòå [Ô.,1988] äàíû îáîáùåíèÿ ñîîòíîøåíèé (26)-(29) íà
êëàññû ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ ñ
ãëàäêèìè ãðàíèöàìè.



4. Äîïîëíåíèÿ

4.1. Ê çàäà÷å 3.

Ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà m äëÿ êðóãà UR çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

B(z) = e iθ
m∏
j=1

z − zj
R − R−1z jz

, zj ∈ UR , θ ∈ [−π, π]. (30)

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå (30) ïîðÿäêà m ≤ n
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Bn(UR).



Äëÿ äàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà E èç UR è
(íåòðèâèàëüíîé) ïîëîæèòåëüíîé ìåðû µ íà E ïóñòü

βn(UR , L
q(µ)) := inf{||B||Lq(µ) : B ∈ Bn(UR)}.

Â ñëó÷àå q = ∞ ïðîñòðàíñòâî Lq(µ) çàìåíÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
C (E ). Ôèøåð è Ìè÷åëëè (1980) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áîðñóêà
äîêàçàëè, ÷òî

dn(BH
∞(UR), L

q(µ)) = βn(UR , L
q(µ)), (31)

äëÿ âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞,R > 0.

Â ñâÿçè ñ ôîðìóëîé (31) ñì. [Fisher-Stessin, 1994],
[Baratchart-Prokhorov-Sa�, 2004], [Fisher, 2007].



Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè µ− ìåðà âèäà

dµ(re iθ) = dm(r)dσ(e iθ),

òî äëÿ âñåõ 1 ≤ q < ∞, n ∈ N, íèæíÿÿ ãðàíü â îïðåäåëåíèè
βn(UR , L

q(µ)) äîñòèãàåòñÿ íà B̂(z) = (z/R)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî åñëè B ∈ Bn(UR)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ||B||Lq(µ) = βn(UR , L

q(µ)), ãäå
1 ≤ q < ∞,R > 1, òî âñå íóëè ôóíêöèè B ïðèíàäëåæàò
çàìêíóòîìó åäèíè÷íîìó êðóãó U (ñì. [Pinkus, 1985]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0

n(UR) ìíîæåñòâî âñåõ B ∈ Bn(UR) òàêèõ,
÷òî B(0) ̸= 0 è B(z) ̸= 0 äëÿ z ∈ UR \ U, è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
êàæäîãî B ∈ B0

n(UR) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

||B||Lq(µ) ≥ ||B̂||Lq(µ). (32)



Ïóñòü ôóíêöèÿ B ïðèíàäëåæèò êëàññó B0
0(UR) è èìååò íóëè

z1, ..., zn, çàïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé è çàíóìåðîâàííûå
òàêèì îáðàçîì, ÷òî |z1| ≤ |z2| ≤ ... ≤ |zn|. Ïðèìåíåíèå
ôîðìóëû Èåíñåíà äàåò∫

T

log |B(re iθ)|dσ(e iθ)) = logR−n + log rk +
n∑

j=k+1

log |zj |

äëÿ |zk | ≤ r < |zk+1|(k = 1, ..., n − 1). Ïîýòîìó∫
T

log |B(re iθ)|dσ(e iθ) ≥ log(r/R)n

äëÿ âñåõ 0 < r < R .



Ñëåäîâàòåëüíî,∫
T

|B(rζ)|qdσ(ζ) = exp log
(∫
T

|B(rζ)|qdσ(ζ)
)
≥

exp
(∫
T

log |B(rζ)|qdσ(ζ)
)
≥
( r

R

)nq
=

∫
T

|B̂(rζ)|qdσ(ζ) (33)

äëÿ âñåõ 1 ≤ q < ∞, 0 < r < R. Èç (23) è (33) ñëåäóåò (32).
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



ßäðî Ïóàññîíà:

P(ρ, t) := 1 + 2
∞∑
k=1

ρk cos kt, ρ ∈ [0, 1], t ∈ [−π, π].

Âûðàæåíèå ÿäðà Áàáåíêî ÷åðåç ÿäðî Ïóàññîíà:

Kl ,n(ρ, t) =
1

(l − 1)!

1∫
0

(1− τ)l−1τn−lP(ρτ, t)dτ, l ∈ N.

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî î ñâåðòêå:

∥h ∗ g∥Lp [−π,π] ≤ ∥h∥Lp [−π,π]∥g∥L1[−π,π], 1 ≤ p ≤ ∞, (34)

ãäå h ∈ Lp[−π, π], g ∈ L1[−π, π].



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.

Ïóñòü f ∈ Hp(UR). Äëÿ z ∈ UR ïîëîæèì

f (z) ≈ (Gnf )(z) :=
n−1∑
k=0

(
1−

(
|z |/R

)2(n−k))
(f (k)(0)/k!)zk . (35)

Äëÿ ëþáîãî 0 < r < R èìååì

f (re iφ)− (Gnf )(re
iφ) =

1

2π

( r

R

)n π∫
−π

e in(φ−θ)P(r/R, θ − φ)f (Re iφ)dθ.



Ââèäó íåîòðèöàòåëüíîñòè ÿäðà Ïóàññîíà îòñþäà ïîëó÷àåì

||f (r ·)− (Gnf )(r ·)||pLp(σ) ≤

( r

R

)np ∫
T

( 1

2π

π∫
−π

P(r/R, θ − φ)|f (Re iφ)|dθ
)p

dσ(ζ).

Ïîñêîëüêó ||P(r/R, ·)||L1[−π,π] = 1, íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî
(34) äàåò

||f (r ·)− (Gnf )(r ·)||Lp(σ) ≤
( r

R

)n
||f ||Hp(UR). (36)



Äëÿ f ∈ BHp(UR), 1 ≤ p < ∞, èç (23) è (36) ñëåäóåò, ÷òî

||f − Gnf ||Lp(µ) ≤ R−n

 ρ∫
0

rnpdm(r)

1/p

,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ ||B̂||Lp(µ). Îòñþäà ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâà dn ≤ λn èìååì

dn(BH
p(UR), L

p(µ)) ≤ ||B̂||Lp(µ). (37)



Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, q < ∞. Òîãäà èç
ïðåäëîæåíèÿ 3 è íåðàâåíñòâà (37) â ñèëó ìîíîòîííîñòè dn
ïîëó÷àåì

||B̂||Lq(µ) = dn(BH
∞(UR), L

q(µ)) ≤ dn(BH
p(UR), L

q(µ))

≤ dn(BH
q(UR), L

q(µ)) ≤ ||B̂||Lq(µ),

ò.å. âåðíî ðàâåíñòâî (22). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ f ≈ Gnf ïîëó÷àåòñÿ èç (17)
ïðè l = 0 è ïðèìåíÿëñÿ Ê.Þ. Îñèïåíêî (1972) äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f ∈ H∞(UR) ïî òåéëîðîâñêîé
èíôîðìàöèè {f (k)(0)}n−1

k=0; äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè äàíû â
[F., 1993], [Îñèïåíêî, 2001].



4.2. Î ïîïåðå÷íèêàõ êëàññîâ Õàðäè â ïîëèêðóãå

Äëÿ R = (R1, . . . ,Rd) è r = (r1, . . . , rd) íåðàâåíñòâî r < R
îçíà÷àåò, ÷òî rj < Rj , j = 1, . . . , d (÷èñëà rj ïîëîæèòåëüíû).
Ïîëîæèì

UR := {z ∈ Cd : |zj | < Rj , j = 1, . . . , d},

Ur := {z ∈ Cd : |zj | ≤ rj , j = 1, . . . , d}.

Â ñëó÷àå E = Ur íåðàâåíñòâî (5) äëÿ ïîëèíîìà P ∈ Pn(Cd)
ïðèíèíèìàåò âèä

1

n
ln |P(z)| ≤ 1

n
ln ∥P∥C(Ur)

+ max
1≤j≤d

{
ln

|zj |
rj

}
, z ∈ Cd .



Îòñþäà ïðè r < R èìååì

|P(z)| ≤ max
1≤j≤d

(
Rj

rj

)n

∥P∥C(Ur )
, z ∈ UR, (38)

ãäå n− ñòåïåíü ïîëèíîìà P(z).

Äëÿ äàííûõ R = (R1, . . . ,Rd) è r = (r1, . . . , rd) çàíóìåðóåì âñå
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd

+ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {k(i)}∞i=0 òàê,
÷òîáû ( r

R

)k(i)
≥
( r

R

)k(i+1)
(i = 0, 1, 2, . . . ), (39)

ãäå ( r

R

)k
:=

((
r1
R1

)k1

, . . . ,

(
rd
Rd

)kd
)
.



Ïðè óñëîâèè (39) îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî

Ln+1 = span {1, zk(1), . . . , zk(n)}

è ïîëîæèì

n∗ := max{|k(1)|, . . . , |k(n)|}, d(n, r,R) := max
1≤j≤d

(
Rj

rj

)n∗

.

Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P ∈ Ln+1 â ñèëó (38) èìååì

∥P∥C(UR)
≤ d(n, r,R)∥P∥C(Ur)

.

Îòñþäà ïî ëåììå Òèõîìèðîâà ïîëó÷àåì îöåíêó

dn(BH
∞(UR),C (Ur)) ≥

1

d(n, r,R)
. (40)



Â ÷àñòíîñòè, ïðè rj = r0, Rj = R0 (j = 1, . . . , d) èç (40) èìååì

dn(BH
∞(UR),C (Ur)) ≥

(
r0
R0

)|k(n)|
.

Äëÿ îöåíîê ñâåðõó åñòåñòâåííî èñêàòü àíàëîãè ôîðìóëû (35)
äëÿ ôóíêöèè f ∈ H∞(UR) (äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â øàðå
Bd
R , ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå ôîðìóëû (35) äàíî â [F.,

1993]).

Ïîïåðå÷íèêè dn(BH
2(UR), L

2(Ur)) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû
õîðîøî èçâåñòíûìè ìåòîäàìè âû÷èñëåíèÿ ïîïåðå÷íèêîâ â
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [Pinkus, 1985], [Magaril-Il'yaev,
Osipenko, Tikhomirov, 2001], [Òèõîìèðîâ, 2004, ðàçäåë 3.3]).

Áàçèñíûå ôóíêöèè Ôàáåðà�Åðîõèíà ìíîãèõ ïåðåìåííûõ äëÿ
ïîëèöèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé ïîñòðîåíû â [Ô., Èçâ. âóçîâ.
Ìàòåì., 1982].
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