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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé

ñóììàìè àíàëèòè÷åñêèõ ÿäåð, ò.å. ôóíêöèÿìè âèäà

n∑
j=1

K (z − aj),

ãäå K (·) � àíàëèòè÷åñêîå ÿäðî, à a1, . . . , an � íåêîòîðûé íàáîð

òî÷åê â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Âàæíî, ÷òî ñóììà

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ åäèíè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèå ñóììû

÷àñòî íàçûâàþòñÿ êâàíòîâàííûìè.

Àíàëèòè÷åñêèå ÿäðà K â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå � ýòî

ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà

ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, è äðóãèå

ïîõîæèå àíàëèòè÷åñêèå îáúåêòû.

Îñíîâíûìè â ðàìêàõ ýòîãî äîêëàäà áóäóò ÿäðà K (z) = 1/z
(ÿäðî Êîøè) è K (z) = z/z (áèàíàëèòè÷åñêîå ÿäðî).



Â öåëîì èññëåäóåìûå íàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

îáùåé çàäà÷è î êâàíòîâàííûõ ïðèáëèæåíèÿõ: êàêèå óñëîâèÿ íà

ïîäìíîæåñòâî M çàäàííîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X
íåîáõîäèìû èëè äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî

R(M) = {x1 + · · ·+ xn : xk ∈ M, n ∈ N} áûëî âñþäó ïëîòíî â X ,
òî åñòü ÷òîáû ëþáîé ýëåìåíò èç X ñêîëü óãîäíî òî÷íî

ïðèáëèæàëñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ èç M?

Ó íàñ M = {K (z − a) : a ∈ E}, ãäå E ⊂ C.

Â ÷àñòíîñòè, ìû èñïîëüçóåì îäèí ôàêò èç îáùåé òåîðèè: äëÿ

ïëîòíîñòè R(M) â X íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíîæåñòâî M áûëî

ðàçíîñòîðîííèì: äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ X ∗
íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ M, ÷òî Re f (x) < 0. Ïðèðîäà ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ äîâîëüíî ÿñíà: åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íåò, òî M
ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå, R(M) òàêæå ëåæèò â
ïîëóïðîñòðàíñòâå è íå ìîæåò áûòü ïëîòíî â X .



Ïåðâàÿ ÷àñòü äîêëàäà áóäåò ïîñâÿùåíà òåìàòèêå

àïïðîêñèìàöèè íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè (ñëó÷àé

K (z) = 1/z) è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷å è ãèïîòåçå ×óè äëÿ

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà. Ýòà ÷àñòü, â îñíîâíîì,

áóäåò îñíîâàíà íà ðàáîòå Å. Àáàêóìîâà (Univ. Gustave

Ei�el, Ôðàíöèÿ), À. Áîðè÷åâà (Aix�Marseiile Univ.,

Ôðàíöèÿ) è Ê.Ô. (Mathematische Annalen, 379 (2021),

1507�1532; arXiv:2009.01898).

Âòîðàÿ ÷àñòü äîêëàäà áóäåò ïîñâÿùåíà ðàâíîìåðíîé

àïïðîêñèìàöèè íàèïðîñòåéøèìè áèàíàëèòè÷åñêèìè

äðîáÿìè (ñëó÷àé K (z) = z/z). Ýòîò ñþæåò îñíîâàí íà

ðàáîòå Ï. Áîðîäèíà (ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà) è

Ê.Ô., íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññìîòðåíèè â ¾Ìàòåìàòè÷åñêîì

ñáîðíèêå¿.



Âîïðîñ Ñ.Ê. ×óè

Â íà÷àëå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé è âîïðîñ:

Êàê ðàçìåñòèòü N òî÷å÷íûõ åäèíè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ

çàðÿäîâ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T = {|z | = 1} â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíþþ

íàïðÿæåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â

åäèíè÷íîì êðóãå D = {|z | < 1} ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèëà îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ?

Ñ.Ê. ×óè â 1971 ãîäó ïðåäïîëîæèë, ÷òî ñðåäíÿÿ

íàïðÿæåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ ìèíèìàëüíà êîãäà

çàðÿäû ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà T. Óäèâèòåëüíî, ÷òî ýòà

âåñüìà è âåñüìà åñòåñòâåííàÿ è ¾ýëåìåíòàðíî âûãëÿäÿùàÿ¿

ãèïîòåçà äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé.



Íàèïðîñòåéøèå äðîáè

Íàèïðîñòåéøàÿ äðîáü (äàëåå ÍÄ) � ýòî ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ r êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z ñëåäóþùåãî âèäà:

r(z) =
N∑

k=1

1

z − ak
,

ãäå N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à a1, . . . , aN � òî÷êè â C.

Çàìåòèì, ÷òî r(z) ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé

ìíîãî÷ëåíà
∏N

k=1(z − ak); òàêæå ìîæíî ïîíèìàòü r(z) êàê
ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ìåðû, ðàâíîé ñóììå δ-ìåð Äèðàêà ñ

åäèíè÷íûìè ìàññàìè â òî÷êàõ a1, . . . , aN .

Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà E ⊂ C ïóñòü

SF(E ) :=

{ N∑
k=1

1

z − aN,k
: N ≥ 1, aN,1, . . . , aN,N ∈ E

}
.



Çàäà÷à è ãèïîòåçà ×óè

Â íà÷àëå 1970-õ ×óè ïîñòàâèë âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî

SF := SF(T) ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà A1 = A1(D),
ñîñòîÿùåì èç âñåõ ãîëîìîðôíûõ è èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé â D
(ïî íîðìèðîâàííîé ìåðå Ëåáåãà m2 â D), è îñíàùåííîì

ñòàíäàðòíîé L1(D,m2)-íîðìîé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñîì ×óè è âûäâèíóë ãèïîòåçó,

óïîìèíàâøóþñÿ ðàíåå. Àêêóðàòíàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé

ãèïîòåçû ñîñòîèò â ñëåäóþùèì:

Ãèïîòåçà ×óè

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî N > 0 è äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê

{a1, . . . , aN} Íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T âûïîëíåíî∥∥∥∥ N∑
k=1

1

z − ak

∥∥∥∥
L1(D,m2)

≥
∥∥∥∥ N−1∑

k=0

1

z − e2πik/N

∥∥∥∥
L1(D,m2)

.



Çàäà÷à è ãèïîòåçà ×óè

Ïðè N > 0 ïîëîæèì

ΨN(z) =
N−1∑
k=0

1

z − e2πik/N
.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ‖ΨN‖L1(D,m2) ≥ C äëÿ íåêîòîðîé

àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C > 0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü

ãèïîòåçû ×óè äîëæíà áûëà ïîêàçàòü, ÷òî SF íå ïëîòíî â A1.

×åðåç ãîä ïîñëå ïóáëèêàöèè ãèïîòåçû ×óè Ä. Íüþìàí äîêàçàë

(ïî äðóãîìó è î÷åíü ïðîñòî), ÷òî SF íå ïëîòíî â A1. Òî÷íåå

ãîâîðÿ, îí óñòàíîâèë, ÷òî∥∥∥∥ N∑
k=1

1

z − ak

∥∥∥∥
L1(D,m2)

≥ π

18

äëÿ ëþáîãî íàáîðà {a1, . . . , aN} òî÷åê íà T.

Îäíàêî, îðèãèíàëüíàÿ ãèïîòåçà ×óè îñòàåòñÿ îòêðûòîé.



Åùå îäèí ðåçóëüòàò ×óè

Çàäà÷à ×óè î ïëîòíîñòè SF â ïðîñòðàíñòâå A1 åñòåñòâåííî

ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å âî âñåé øêàëå êëàññè÷åñêèõ

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà Ap
α = Ap

α(D) è äëÿ âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà Ap
(g) = Ap

(g)(D) ñ âåñàìè g äîñòàòî÷íî

îáùåãî âèäà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ap
α, 0 < p <∞, −1 < α <∞

ñîñòîèò èç âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f â D ñ êîíå÷íîé

íîðìîé ‖f ‖p,α, ãäå

‖f ‖pp,α = (α + 1)

∫
D
|f (z)|p(1− |z |2)α dm2(z).

Â íà÷àëå 1970-õ ×óè ðàññìîòðåë âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè

ôóíêöèé ÍÄ â æîðäàíîâûõ îáëàñòÿõ D â C â ïðîñòðàíñòâàõ

Áåðñà � â âåñîâûõ L1-ïðîñòðàíñòâàõ ñ âåñàìè λ2−qD ,

0 < q <∞, ãäå λD � ýòî ìåòðèêà Ïóàíêàðå äëÿ D.



Åùå îäèí ðåçóëüòàò ×óè

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ îòìåòèì,

÷òî ×óè äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé îáëàñòè D è äëÿ

ëþáîãî q > 2 ìíîæåñòâî SF(∂D) ïëîòíî â ñîîòâåòñòâóþùåì

ïðîñòðàíñòâå Áåðñà â D.

Ïðè D = D è q = α + 2 ñîîòâåòñòâóþùåå ïð�âî Áåðñà

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì A1
α, α > 0. Òàêèì îáðàçîì, ×óè

ïîêàçàë, ÷òî SF ïëîòíî â A1
α ïðè α > 0. À öèòèðîâàííûé âûøå

ðåçóëüòàò Íüþìàíà ãîâîðèò, ÷òî SF íå ïëîòíî â A1
0.

Òàêèì îáðàçîì, SF ïëîòíî â A1
α ⇐⇒ α > 0.



Åùå îäèí âçãëÿä íà àïïðîêñèìàöèþ ÍÄ

Ìàê Ëåéí â 1949 ãîäó íà÷àë èçó÷åíèå çàäà÷è îá

àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé.

Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî E ⊂ C ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ

îáëàñòè G ⊂ C â ñìûñëå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè áåç

íóëåé, åñëè âñÿêàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â G , íå èìåþùàÿ â

G íóëåé, ìîæåò áûòü ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â G (ò.å.

ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â G ) ïðèáëèæåíà ìíîãî÷ëåíàìè ñ

íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè òîëüêî íà E .

Ìàê Ëåéí äîêàçàë, ÷òî åñëè G � ýòî æîðäàíîâà îáëàñòü ñî

ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G , òî ∂G ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ G
â óêàçàííîì ñìûñëå.

Êîðåâààð â 1964 (Annals of Mathematics) ðàññìîòðåë çàäà÷ó

Ìàê Ëåéíà â ñóùåñòâåííî áîëåå îáùåì âèäå è ñâÿçàë åå ñ

òåìàòèêîé àïïðîêñèìàöèè íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè.



Åùå îäèí âçãëÿä íà àïïðîêñèìàöèþ ÍÄ

Òåîðåìà (Korevaar, 1964)

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C, à E ⊂ C � òàêîå
ìíîæåñòâî, ÷òî E ∩ G = ∅. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ G â ñìûñëå
ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè áåç íóëåé.

2) Äëÿ ëþáîé òî÷êè w ∈ E ô�èÿ z 7→ (z − w)−1 ìîæåò áûòü
ïðèáëèæåíà ëîê. ðàâíîì. â G ìíîãî÷ëåíàìè ñ íóëÿìè òîëüêî íà E .

3) Íàéäåòñÿ íàáîð êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ òî÷åê {aN,k ∈ E : 0 6 k < N}

òàêèõ, ÷òî
∑

06k<N

1

z − aN,k
→ 0 ëîê. ðàâíîì. â G ïðè N →∞.

4) Ìíîæåñòâî closE ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü è G ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç
îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûì êîìïîíåíò ìíîæåñòâà C \ closE .

Ò. å. âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè ô�èè, ñâîáîäíîé îò íóëåé,

ìíîãî÷ëåíàìè ñ íóëÿìè íà E , ýêâèâàëåíòíà âîçìîæíîñòè
àïïðîêñèìàöèè íóëåâîé ôóíêöèè íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè ñ

ïîëþñàìè íà E .



Åùå îäèí âçãëÿä íà àïïðîêñèìàöèþ ÍÄ

Â êà÷åñòâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Êîðåâààðà ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îá àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé (íå îáÿçàòåëüíî ñâîáîäíûõ îò íóëåé):

Ïóñòü K ⊂ G � êîìïàêò ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì. Òîãäà

ñåìåéñòâî SF(∂G ) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå CA(K ), ñîñòîÿùåì
èç âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà K , ãîëîìîðôíûõ íà

âíóòðåííîñòè K .

Ýòîò ðåçóëüòàò Êîðåâààðà áûë ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî (2016)

ñóùåñòâåííî óñèëåí Ï. Áîðîäèíûì (¾Ìàò. ñáîðíèê¿):

Òåîðåìà (Áîðîäèí, 2016)

Ïóñòü K è Y � êîìïàêòû â C òàêèå, ÷òî C \ K ñâÿçíî, Y ∩ K = ∅ è
K ⊂ Ŷ , ãäå Ŷ � ýòî îáúåäèíåíèå Y è âñåõ îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò ìíîæåñòâà C \ Y . Òîãäà SF(Y ) ïëîòíî â CA(K ).

Íàïîìíèì, ÷òî Ŷ ÷àñòî íàçûâàþò ïîëèíîìèàëüíîé îáîëî÷êîé

êîìïàêòà Y .



A2
(g)-âåðñèÿ çàäà÷è ×óè

Ðàññìîòðèì âàðèàíò çàäà÷è ×óè äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Áåðãìàíà êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâàìè A2
α ïðè α > −1, ðàññìîòðèì áîëåå

îáùèå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèè g íà îòðåçêå [0, 1] ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå

(ðàäèàëüíîå) âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà

A2
(g) =

{
f ∈ Hol(D) : ‖f ‖2(g) = κ

∫
D
|f (z)|2 g(1− |z |2) dm2(z) <∞

}
,

ãäå κ =
(∫ 1

0
g(t) dt

)−1
.

• Ïðè λ ∈ T èìååì
1

z − λ
∈ A2

(g) ⇐⇒
∫
0

g(s)

s
ds <∞.

• SF ⊂ A2
α äëÿ ëþáîãî α > 0.

• SF ∩A2
α = ∅ äëÿ ëþáîãî α ∈ (−1, 0].



A2
(g)-âåðñèÿ çàäà÷è ×óè

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α > 0 and g � ýòî

äîïóñòèìûé âåñ, ò.å. g 6≡ 0 è

∫
0

g(s)

s
ds <∞.

Îïðåäåëèì

SFN =

{ N∑
j=1

1

z − zN,j
: zN,1, . . . , zN,j ∈ T

}
,

ò.å. deg F = N ïðè F ∈ SFN .

Âîïðîñû, àíàëîãè÷íûå âîïðîñàì ×óè, äëÿ ïðîñòðàíñòâ A2
(g):

• Êàê ðàçìåñòèòü N òî÷åê a1, . . . , aN íà T òàê, ÷òîáû

ìèíèìèçèðîâàòü ‖F‖(g) (â ÷àñòíîñòè, ‖F‖2,α), ãäå F ∈ SFN?

• Îïèñàòü A2
(g)-çàìûêàíèÿ SF (äëÿ îáùèõ âåñîâ g è, â

÷àñòíîñòè, äëÿ âåñîâ g(r) = rα).



A2
(g)-âåðñèÿ çàäà÷è ×óè: îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò îòâåò íà âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé

âîïðîñó ×óè îá îïòèìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè òî÷åê, äëÿ øèðîêîãî

êëàññà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ A2
(g).

Òåîðåìà (Abakumov, Borichev, F., 2021)

Ïóñòü g � äîïóñòèìûé âåñ, ïóñòü g(0) = 0, è ïóñòü g âîãíóòà è

íå óáûâàåò íà [0, 1]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N è äëÿ

ëþáîãî íàáîðà òî÷åê {a1, . . . , aN} íà T âûïîëíåíî∥∥∥∥ N∑
k=1

1

z − ak

∥∥∥∥
(g)

>

∥∥∥∥ N−1∑
k=0

1

z − e2πik/N

∥∥∥∥
(g)

=
∥∥ΨN

∥∥
(g)
.

Áîëåå òîãî, åñëè {a1, . . . , aN} � òàêèå òî÷êè íà T, ÷òî∥∥∥∥ ∑
0≤k<N

1

z − ak

∥∥∥∥
(g)

=
∥∥ΨN

∥∥
(g)
,

òî òî÷êè {a1, . . . , aN} ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà T.



A2
α-âåðñèÿ çàäà÷è ×óè: îïòèìàëüíîñòü ïðè 0 < α ≤ 1 è

àñèìïòîòèêà ‖ΨN‖2,α

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1], äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N, äëÿ ëþáîãî
íàáîðà òî÷åê {a1, . . . , aN} íà T âûïîëíåíî∥∥∥∥ ∑

0≤k<N

1

z − ak

∥∥∥∥
2,α

≥
∥∥ΨN

∥∥
2,α
.

• Åñëè 0 < α < 1, òî
∥∥ΨN

∥∥
α

=

∥∥∥∥NzN−1zN − 1

∥∥∥∥
α

→ 0 ïðè N →∞;

• Åñëè α > 1, òî
∥∥ΨN

∥∥
α
→ +∞ ïðè N →∞.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò òî÷íóþ àñèìïòîòèêó:

Òåîðåìà (Abakumov, Borichev, F., 2021)

Äëÿ ëþáîãî α > 0 âûïîëíåíî
limN→∞ Nα−1‖ΨN‖2α = Γ(α + 2)ζ(α + 1) > 0.

Â ÷àñòíîñòè, limN→∞ ‖ΨN‖1 =
π√
3
.



A2
α-âåðñèÿ çàäà÷è ×óè: îïòèìàëüíîñòü ïðè α > 1

Íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê

îïòèìàëüíûì äëÿ ïðîñòðàíñòâ A2
α ïðè α > 1. Îäíàêî,

àñèìïòîòè÷åñêè ýòî òàê, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé:

Òåîðåìà (Abakumov, Borichev, F., 2021)

Ïóñòü α > 1. Íàéäóòñÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 > 0 è ÷èñëî

C2(α) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N âûïîëíåíî

αC1N
1−α ≤ min

ak∈T, k=1...N

∥∥∥∥ N∑
k=1

1

z − ak

∥∥∥∥2
2,α

≤ C2(α)N1−α.



A2
(g)-âåðñèÿ çàäà÷è ×óè: çàìûêàíèå SF â A2

(g)

Òåîðåìà (Abakumov, Borichev, F., 2021)

Ïóñòü g � äîïóñòèìûé âåñ. Òîãäà

clos A2
(g)
SF =

SF , t = O(g(t)), t → 0,

A2
(g), g(t) = o(t), t → 0.

Â ÷àñòíîñòè,

SF � ýòî çàìêíóòîå íèãäå íå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â A2
α

ïðè 0 < α ≤ 1, è

SF ïëîòíî â A2
α ïðè α > 1.



Ïëîòíîñòü SF â ïðîñòðàíñòâàõ Ap
α ïðè p 6= 1, 2

Ïóñòü 0 < p < +∞, −1 < α < +∞. Âîïðîñ î ïëîòíîñòè ÍÄ â

ïðîñòðàíñòâàõ Ap
α ïðè âñåõ p 6= 1, 2 áûë íåäàâíî ïîëíîñòüþ

ðåøåí Ì.À. Êîìàðîâûì:

Òåîðåìà (Êîìàðîâ, 2024)

1 SF ⊂ Ap
α ⇐⇒ α > p − 2.

2 SF ïëîòíî â Ap
α ⇐⇒ α > p − 1.



Àïïðîêñèìàöèÿ íàèïðîñòåéøèìè áèàíàëèòè÷åñêèìè

äðîáÿìè I

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé
íàèïðîñòåéøèìè áèàíàëèòè÷åñêèìè äðîáÿìè, ò.å. ôóíêöèÿìè âèäà

N∑
k=1

z − ak
z − ak

, (1)

ãäå a1, . . . , aN � íåêîòîðûé íàáîð òî÷åê â C.
Íàèïðîñòåéøóþ áèàíàëèòè÷åñêóþ äðîáü åñòåñòâåííî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êâàíòîâàííóþ (ñ êîýôôèöèåíòàìè 1) ñóììó

ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∂
2
,

ãäå ∂ = ∂
/
∂z = 1

2

(
f ′x + if ′y ) � ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð Êîøè�Ðèìàíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ áèàíàëèòè÷åñêîé íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå U ⊂ C, åñëè f ïðåäñòàâèìà íà U â âèäå
f (z) = zf1(z) + f0(z), ãäå f0, f1 ∈ Hol(U) � ãîëîìîðôíûå ô�èè â U.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â U îáîçíà÷èì Bi(U).



Àïïðîêñèìàöèÿ íàèïðîñòåéøèìè áèàíàëèòè÷åñêèìè

äðîáÿìè II

Ïóñòü SBF(E ) îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàèïðîñòåéøèõ
áèàíàëèòè÷åñêèõ äðîáåé, ó êîòîðûõ âñå òî÷êè (ïîëþñû) a1, . . . , aN
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó E ⊂ C.
Íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C, è E �
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî C \Ω. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìíîæåñòâî
SBF(E ) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Bi(Ω)? Â ÷àñòíîñòè, ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ìíîæåñòâî SBF(∂Ω) ïëîòíî â Bi(Ω)?

2) Ïóñòü X � êîìïàêò â C. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìíîæåñòâî
SBF(C \ X ) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå CBi(X ), ñîñòîÿùåì èç âñåõ
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà X è áèàíàëèòè÷åñêèõ íà
âíóòðåííîñòè X?



Ïðèáëèæåíèå âíóòðè îáëàñòè I

Ëåììà

Ïóñòü Ω � îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, E ⊂ C \Ω. Ìíîæåñòâî
SBF(E ) ïëîòíî â Bi(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ïàð
ñóìì {( n∑

k=1

1

z − ak
,

n∑
k=1

ak
z − ak

)
: ak ∈ E , n ∈ N

}
(2)

ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Hol(Ω)× Hol(Ω) ïàð ô�èé, ãîëîìîðôíûõ â
Ω.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íàèïðîñòåéøèõ
áèàíàëèòè÷åñêèõ äðîáåé àíàëîã óòâåðæäåíèÿ Êîðåâààðà íåâåðåí óæå
äëÿ êðóãà D.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêèõ a1, . . . , an ∈ T ôóíêöèè f0 è f1 â ïàðå

f1(z) =
n∑

k=1

1

z − ak
, f0(z) =

n∑
k=1

ak
z − ak

=
1

z

n∑
k=1

(
1

z − ak
+

1

ak

)



Ïðèáëèæåíèå âíóòðè îáëàñòè II

ñâÿçàíû òîæäåñòâîì f0(z) = (f1(z)− f1(0))
/
z , à çíà÷èò, òàêèå ïàðû

íå ïëîòíû â Hol(D)× Hol(D).

Èìååò ìåñòî �åùå áîëåå îòðèöàòåëüíûé� ïðèìåð, êîãäà
íàèïðîñòåéøèå áèàíàëèòè÷åñêèå äðîáè ñ ïîëþñàìè â öåëîì ñëîå
âáëèçè ãðàíèöû îäíîñâÿçíîé îáëàñòè íå ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå
áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ýòîé îáëàñòè. Äëÿ æîðäàíîâà êîíòóðà Γ
è ÷èñëà ε > 0 ïîëîæèì

Eε(Γ ) :=
{
z ∈ ExtΓ : dist(z , Γ ) < ε

}
.

Òåîðåìà (Áîðîäèí, Ô., 2025)

Ñóùåñòâóþò òàêèå ñïðÿìëÿåìûé æîðäàíîâ êîíòóð Γ è ÷èñëî ε > 0,
÷òî ìíîæåñòâî SBF(Eε(Γ )) íå ïëîòíî â Bi(IntΓ ).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íå òîëüêî äàåò ïåðâûé ïðèìåð ñèòóàöèè,
êîãäà ìíîæåñòâî SBF(Eε(Γ )) ïëîòíî â Bi(IntΓ ) äëÿ íåêîòîðîãî
êîíòóðà Γ , íî è èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.



Ïðèáëèæåíèå âíóòðè îáëàñòè III

Òåîðåìà (Áîðîäèí, Ô., 2025)

Ïóñòü 0 < R1 < R2, C1 = {a : |a| = R1}, C2 = {a : |a| = R2},
U = {z : |z | < R1}. Ìíîæåñòâî SBF(C1 ∪ C2) ïëîòíî â Bi(U).

Îòìåòèì îäíî ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû: Ïóñòü
Ω � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C. Òîãäà ìíîæåñòâî
SBF(C \Ω) ïëîòíî â Bi(Ω).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû �î äâóõ îêðóæíîñòÿõ� ìîæíî ïîñòðîèòü
ïðèìåð îáëàñòè, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâ àíàëîã óòâåðæäåíèÿ
Êîðåâààðà.

Òåîðåìà (Áîðîäèí, Ô., 2025)

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω, ÷òî
SBF(∂Ω) ïëîòíî â Bi(Ω).

Ïðèâåäåì îñíîâíûå øàãè êîíñòðóêöèè òàêîé îáëàñòè: Ïîëîæèì
ρn = 2− 1/n è Cn = {z : |z | = ρn}, n = 1, 2, . . . è îïðåäåëèì

Ω = {z : |z | < 2} \ [1, 2] \ ∪∞n=1(Cn \ γn),



Ïðèáëèæåíèå âíóòðè îáëàñòè IV

ãäå γn � ìàëûå îòêðûòûå äóãè îêðóæíîñòåé Cn ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ
−ρn, n = 1, 2, . . . , êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ íèæå.

Ïóñòü {pn}∞n=1 � âñå ìíîãî÷ëåíû êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ñ
ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êàê-òî çàíóìåðîâàííûå.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå k . Ïî òåîðåìå �î äâóõ
îêðóæíîñòÿõ� íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè rkjm ∈ SBF(C2k−1 ∪ C2k),
j ,m = 1, . . . , k , ÷òî∥∥pj(z) + zpm(z)− rkjm(z)

∥∥
C(Dk )

<
1

k
,

ïðè Dk = {|z | 6 ρ2k−1 − 2−k}. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè −ρ2k−1 è
−ρ2k íå ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè áèàíàëèòè÷åñêèõ äðîáåé rkjm (åñëè ýòî
íå òàê, ìîæíî ñëåãêà ïîøåâåëèòü ýòè ïîëþñû íà C2k−1 ∪ C2k ñ
ñîõðàíåíèåì òðåáóåìîé îöåíêè). Âûáåðåì íà C2k−1 è C2k òàêèå
îòêðûòûå äóãè γ2k−1 è γ2k ñîîòâåòñòâåííî c öåíòðàìè â òî÷êàõ
−ρ2k−1 è −ρ2k , ÷òî íà ýòèõ äóãàõ íåò ïîëþñîâ ôóíêöèé rkjm.



Ïðèáëèæåíèå âíóòðè îáëàñòè V

Ñäåëàâ òàêóþ ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k , ïîëó÷èì
òðåáóåìóþ îáëàñòü. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ Bi(Ω),
âñÿêîãî êîìïàêòà K ⊂ Ω è âñÿêîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà k ,
j < k è m < k , ÷òî 1/k < ε/2,

K ⊂ {z : |z | 6 ρ2k−1 − 2−k}

è, íàêîíåö,

‖f (z)− pj(z)− zpm(z)‖C(K) <
ε

2
.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ãîëîìîðôíûå êîìïîíåíòû
f0 è f1 ôóíêöèè f (ò.å. òàêèå ôóíêöèè êëàññà Hol(Ω), ÷òî
f = zf1 + f0) ìîãóò áûòü (ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ðóíãå)

ïðèáëèæåíû íà K̂ ìíîãî÷ëåíàìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, à
K̂ ⊂ Ω, òàê êàê Ω îäíîñâÿçíà ïî ïîñòðîåíèþ.

Äëÿ äðîáè rkjm ∈ SBF(∂Ω) (ïðèáëèæàþùåé ìíîãî÷ëåí pj + zpm)

ïîëó÷àåì ‖f − rkjm‖C(K) < ε.



Ïðèáëèæåíèå íà êîìïàêòàõ I

Íàïîìíèì, ÷òî êîìïàêò X ⊂ C íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì Êàðàòåîäîðè,
åñëè ∂X = ∂X̂ , ãäå X̂ � ïîëèíîìèàëüíàÿ îáîëî÷êà X .

Òåîðåìà (Áîðîäèí, Ô., 2025)

Ïóñòü X � êîìïàêò Êàðàòåîäîðè, ó êîòîðîãî âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ
êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåâàíëèííîâñêîé îáëàñòüþ.
Òîãäà SBF(C \ X ) ïëîòíî â CBi(X ).

Ñâîéñòâî îáëàñòè áûòü íåâàíëèííîâñêîé � ýòî ñïåöèàëüíàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà îãðàíè÷åííûõ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé
â C, êîòîðàÿ âîçíèêëà â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèé ïîëèàíàëèòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Íàïîìíèì, ÷òî
îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω â C íàçûâàåòñÿ
íåâàíëèííîâñêîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâå îãðàíè÷åííûå
ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè u, v â îáëàñòè Ω, ÷òî ðàâåíñòâî
z = u(z)

/
v(z) âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó íà ∂Ω â ñìûñëå êîíôîðìíîãî

îòîáðàæåíèÿ.
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ϕ � ýòî íåêîòîðîå êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå êðóãà D íà îáëàñòü Ω, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê ζ ∈ T
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî óãëîâûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé

ϕ(ζ) = u(ϕ(ζ))
/
v(ϕ(ζ)).

Â ÷àñòíîñòè, îáðàç åäèíè÷íîãî êðóãà ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè
ïðè ïîìîùè îäíîëèñòíîé â D ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè è, â ÷àñòíîñòè,
îäíîëèñòíîãî ìíîãî÷ëåíà, ÿâëÿåòñÿ íåâàíëèííîâñêîé îáëàñòüþ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ ïðèáëèæàåìîñòè äëÿ êîìïàêòîâ
Êàðàòåîäîðè. Âîçüìåì â C \ X äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè C1

è C2, îêðóæàþùèå X . Äðîáÿìè èç SBF(C1 ∪ C2) ìîæíî ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ ðàâíîìåðíî íà X ïðèáëèçèòü ëþáîé
áèíàëèòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, à òàêèå ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû â CBi(X ).
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Âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðèáëèæåíèè áèàíàëèòè÷åñêèìè
íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè íà êîìïàêòàõ X ñ íåâàíëèííîâñêèìè
îãðàíè÷åííûìè êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíà êàê ñèòóàöèÿ, êîãäà
áèàíàëèòè÷åñêèå íàèïðîñòåéøèå äðîáè ñ ïîëþñàìè âíå X ïëîòíû â
CBi(X ), òàê è ñèòóàöèÿ, êîãäà ýòè äðîáè íå ïëîòíû. Ïðè÷åì îáå
âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ íà î÷åíü ïðîñòîì êëàññå êîìïàêòîâ � íà
íåâàíëèííîâñêèõ êîíòóðàõ (ãðàíèöàõ æîðäàíîâûõ íåâàíëèííîâñêèõ
îáëàñòåé), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ãðàíèöû îáðàçîâ
åäèíè÷íîãî êðóãà ïðè îòîáðàæåíèè îäíîëèñòíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Âíà÷àëå ïðèâåäåì ïðèìåðû íåâàíëèííîâñêèõ êîíòóðîâ Γ , äëÿ
êîòîðûõ ìíîæåñòâî SBF(C \ Γ ) íå ïëîòíî â C (Γ ).

Òàê, SBF(C \ T) íå ïëîòíî â C (T). Â ñàìîì äåëå, èíòåãðàë

1

2πi

∫
T

z − a

z − a
· z dz =

1

2πi

∫
T

1− az

z − a
dz
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ðàâåí 0 ïðè |a| > 1 è ðàâåí 1− |a|2 ïðè |a| < 1, òàê ÷òî ìíîæåñòâî
SBF(C \ T) íå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòîðîííèì â C (T).

Ïóñòü òåïåðü Γ = PN(T), ãäå PN(z) = z + zN/N ïðè N > 2. Òîãäà
SBF(C \ Γ ) íå ïëîòíî â C (Γ ). Êàê è ðàíüøå, ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I (a) =
1

2πi

∫
Γ

z − a

z − a
(P−1N (z))N dz

=
1

2πi

∫
T

w + wN/N − a

w + wN/N − a
wNP ′N(w) dw

=
1

2πi

∫
T

wN−1 + 1/N − awN

PN(w)− a
P ′N(w) dw .

Åñëè a ∈ ExtΓ , òî PN(w)− a 6= 0 ïðè |w | 6 1, îòêóäà I (a) = 0.
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Åñëè a ∈ IntΓ , òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà òàêàÿ òî÷êà w0 ∈ D, ÷òî
PN(w0)− a = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

I (a) = wN−1
0 +

1

N
− awN

0

= wN−1
0 +

1

N
−
(
w0 +

1

N
w0

N
)
wN
0

= wN−1
0 +

1

N
− |w0|2wN−1

0 − 1

N
|w0|2N

= wN−1
0 (1− |w0|2) +

1

N
(1− |w0|2N)

=
1− |w0|2

N

(
NwN−1

0 +
N−1∑
k=0

|w0|2k
)

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ
äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü äëÿ âñÿêîãî w0 ∈ D. Òàêèì îáðàçîì,
Re I (a) > 0 äëÿ âñÿêîãî a ∈ C \ Γ . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
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SBF(C \ Γ ) íå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòîðîííèì è, ñîîòâåòñòâåííî, íå
ïëîòíî â C (Γ ).

Ìíîãî÷ëåí PN èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà èìååò âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
(íóëè ïðîèçâîäíîé) íà îêðóæíîñòè T. Ýòî óñëîâèå èãðàåò êëþ÷åâóþ
ðîëü, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (Áîðîäèí, Ô., 2025)

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P ñòåïåíè N > 2 èíúåêòèâåí íà T, à åãî
ïðîèçâîäíàÿ P ′ èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü âíå D. Òîãäà
íåâàíëèííîâñêèé êîíòóð Γ = P(T) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
SBF(C \ Γ ) ïëîòíî â C (Γ ).
Áîëåå òî÷íî, äëÿ âñÿêèõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R2 > R1 è âñÿêîãî
t ∈ (0, 1), äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê 1, ìíîæåñòâî

SBF
(
{|a| = R2} ∪ {|a| = R1} ∪ P({|w | = t})

)
ïëîòíî â C (Γ ).
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Óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû óäîâëåòâîðÿåò, â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåí
Pε(w) = w + εwN , ãäå N > 2 è ε ∈ (0, 1/N). Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåíû
P0 è P1/N â ýòîé ñåðèè ôèãóðèðóþò â ïðèìåðàõ, êîãäà ïëîòíîñòè íåò.
Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíåé òåîðåìîé âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: âåðíî
ëè, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí P ñòåïåíè N > 2 îäíîëèñòåí â çàìêíóòîì
êðóãå D è åãî ïðîèçâîäíàÿ P ′ èìååò âñå íóëè íà îêðóæíîñòè T, òî
SBF(C \ P(T)) íå ïëîòíî â C (P(T))? Ýòîò âîïðîñ ïîêà îòêðûò.


