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В прошлой лекции...

В общем случае

𝐹𝑘𝐹𝑗 =
𝛿𝑘𝑗
𝑛
𝐼 +

𝑖

2

𝑛2−1∑︁
𝑙=1

𝑧*𝑘𝑗𝑙𝐹𝑙

Коэффициенты:

𝑧𝑘𝑗𝑙 = 𝑓𝑘𝑗𝑙 + 𝑖𝑑𝑘𝑗𝑙,

𝑓𝑘𝑗𝑙 — структурные константы 𝑠𝑢(𝑛). Кроме того, в выбранном
базисе 𝑓𝑘𝑗𝑙 — полностью антисимметричны, а 𝑑𝑘𝑗𝑙 — полностью

симметричны.
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В прошлой лекции...

Обобщённые уравнения Блоха

𝑣̇ = 𝐺𝑣 + 𝑏

(вещественные 𝑣)
𝐺 = 𝑄+𝑅
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В прошлой лекции...

𝑄𝑠𝑚 =

𝑛2−1∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗𝑓𝑗𝑚𝑠

𝑅𝑠𝑚 = −1

4

𝑛2−1∑︁
𝑗,𝑘,𝑙=1

𝑎𝑗𝑘(𝑧𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑧𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠) =

= −1

4

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

(2 − 𝛿𝑗𝑘) Re 𝑎𝑗𝑘(𝑓𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑓𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)+

+
1

2

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

Im 𝑎𝑗𝑘(−𝑑𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑑𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)

𝑏𝑠 =
𝑖

𝑛

𝑛2−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑘𝑓𝑗𝑘𝑠 = − 2

𝑛

𝑛2−1∑︁
𝑗<𝑘=1

Im 𝑎𝑗𝑘𝑓𝑗𝑘𝑠
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В прошлой лекции...

𝑄𝑠𝑚 =

𝑛2−1∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗𝑓𝑗𝑚𝑠

— зависит только от структурных констант алгебр Ли.

𝑄 = −𝑄𝑇

В случае обратимой эволюции это единственный ненулевой

член.

Поэтому, в случае обратимой эволюции

𝑑

𝑑𝑡
(𝑣, 𝑣) = (𝑣, (𝑄+𝑄𝑇 )𝑣) = 0

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 8 Теретёнков Александр



Обобщённые уравнения Блоха

𝑅𝑠𝑚 = −1

4

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

(2 − 𝛿𝑗𝑘) Re 𝑎𝑗𝑘(𝑓𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑓𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)+

+
1

2

𝑛2−1∑︁
𝑗6𝑘,𝑙=1

Im 𝑎𝑗𝑘(−𝑑𝑗𝑙𝑚𝑓𝑘𝑙𝑠 + 𝑑𝑘𝑙𝑚𝑓𝑗𝑙𝑠)

При Im 𝑎𝑗𝑘 = 0 уравнение зависит только от структурных

констант алгебры Ли.

𝑏𝑠 = − 2

𝑛

𝑛2−1∑︁
𝑗<𝑘=1

Im 𝑎𝑗𝑘𝑓𝑗𝑘𝑠

При Im 𝑎𝑗𝑘 = 0 получим 𝑏𝑠 = 0.
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Обобщённые уравнения Блоха

То есть, если 𝑎 — вещественная матрица, то получаем

однородное уравнение

𝑣̇ = 𝐺𝑣,

причём 𝐺 выражается через 𝑎 только через структурные
константы алгебры Ли 𝑠𝑢(𝑛).
На самом деле, случай вещественного 𝑎, это просто случай
генератора типа классической диффузии.
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Обобщённые уравнения Блоха

При 𝑛 = 2 в общем случае 𝑅 = 𝑅𝑇 (и так было в наших

примерах). В случае произвольного 𝑛 это неверно, однако если

𝑎 — вещественная матрица, то 𝑅 = 𝑅𝑇 .

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 8 Теретёнков Александр



Симметричность спектра

Из того, что уравнения Блоха (в самосопряжённом базисе)

вещественные следует, что если собственное значение

комплексное, то и сопряжённое является собственным
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Вполне положительные отображения

Линейное отображение Φ : C𝑛×𝑛 → C𝑛×𝑛 называется

положительным, если

Φ(𝑋) > 0 ∀𝑋 > 0

Линейное отображение Φ : C𝑛×𝑛 → C𝑛×𝑛 называется вполне

положительным, если отображение

Φ ⊗ ℐ𝑛2 : C𝑛2×𝑛2 → C𝑛2×𝑛2

положительно.
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Вполне положительные отображения

Вполне положительность в более явном виде:

Φ ⊗ ℐ𝑛2

⎛⎜⎝𝐴11 · · · 𝐴1𝑛
...

. . .
...

𝐴𝑛1 · · · 𝐴𝑛𝑛

⎞⎟⎠
⏟  ⏞  

∀>0

=

⎛⎜⎝Φ(𝐴11) · · · Φ(𝐴1𝑛)
...

. . .
...

Φ(𝐴𝑛1) · · · Φ(𝐴𝑛𝑛)

⎞⎟⎠ > 0
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Вполне положительные отображения

Иногда также вводят 𝑘-положительное отображения:

Отображение называется 𝑘-положительным, если
отображение

Φ ⊗ ℐ𝑘2 : C𝑛𝑘×𝑛𝑘 → C𝑛𝑘×𝑛𝑘

положительно.
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Вполне положительные отображения

Отображение сохраняет след, если

Tr Φ(𝑋) = Tr𝑋, ∀𝑋 ∈ C𝑛×𝑛

Сохраняющее след вполне положительное отображение

называется квантовым каналом (в представлении

Шредингера). Отметим, что если Φ сохраняет след, то и

Φ ⊗ ℐ𝑘2 сохраняет след.
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Вполне положительные отображения

Положительные отображения являются аналогом матриц с

неотрицательными коэффициентами. Очевидно, что если 𝐴 —

матрица с неотрицательными коэффициентами, то 𝐴⊗ ℐ𝑘2
тоже такова, поэтому в классическом случае условие вполне

положительности является излишним.

Условие нормировки выделяющее стохастической матрицы

𝑒𝑇𝑃𝑝 = 𝑒𝑇 𝑝 аналогично условию сохранению следа. Поэтому

квантовые каналы являются аналогами стохастических матриц

(классических каналов).
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Вполне положительные отображения

Отображение называется унитальным (сохраняющим единицу),

если

Φ(𝐼) = 𝐼

Утверждение. Tr Φ(𝑋) = Tr𝑋, ∀𝑋 ∈ C𝑛×𝑛 ⇔ Φ*(𝐼) = 𝐼.
Доказательство:

Tr𝑋 = Tr Φ(𝑋) = Tr 𝐼†Φ(𝑋) = Tr(Φ*(𝐼))†𝑋

Выбирая в качестве 𝑋 = |𝑖⟩⟨𝑗|, получим Φ*(𝐼) = 𝐼.
Поэтому можно говорить, что унитальное вполне

положительное отображение задаёт квантовый канал в

представлении Гейзенберга.

В классике, аналогом этого утверждения была возможность

переписать условие нормировки как 𝑃 𝑇 𝑒 = 𝑒.
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Вполне положительные отображения

Вполне положительное отображение, которое одновременно

сохраняет след и унитально, часто называют

бистохастическим каналом (иногда унитальным), так как оно

аналогично бистохастическим матрицам 𝑃𝑒 = 𝑒, 𝑃 𝑇 𝑒 = 𝑒.
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Соответствие Чоя-Ямилковского

Максимально сцепленное состояние в C𝑛 ⊗ C𝑛

|Ω⟩ =
1√
𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑗⟩ ⊗ |𝑗⟩

|Ω⟩⟨Ω| =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

|𝑖⟩⟨𝑗| ⊗ |𝑖⟩⟨𝑗|
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Соответствие Чоя-Ямилковского

Соответствие (иногда говорят изоморфизм) Чоя-Ямилковского:

Каждому линейному отображению Φ : C𝑛×𝑛 → C𝑛×𝑛

сопоставим 𝑛2 × 𝑛2-матрицу

𝜌Φ = Φ ⊗ ℐ𝑛2(|Ω⟩⟨Ω|).
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Соответствие Чоя-Ямилковского

Упражнение. Соответствие Чоя-Ямилковского является

обратимым. Обратное соответствие задаётся формулой

Φ(𝑋) = 𝑛Tr𝑅 𝜌Φ(𝐼𝑛 ⊗𝑋𝑇 )

𝑋𝑇 — транспонирование в базисе |𝑗⟩.
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Соответствие Чоя-Ямилковского

Если Φ — квантовый канал, то 𝜌Φ является матрицей

плотности.

Доказательство: В силу вполне положительности

Φ ⊗ ℐ𝑛2(|Ω⟩⟨Ω|) > 0.

В силу сохранения нормировки 𝜌Φ — матрица плотности.
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Представление Крауса

Утверждение. Φ — канал тогда и только тогда, когда

Φ(𝜌) =

𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊𝑙𝜌𝑊
†
𝑙 ,

𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊 †
𝑙 𝑊𝑙 = 𝐼𝑛.

(минимальное число членов будем называть крауссовским

рангом 𝑊 − rankΦ).
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Представление Крауса

Доказательство: Произвольную матрицу плотности можно

представить в виде

𝜌Φ =

𝑛′∑︁
𝑙=1

|𝑤𝑙⟩⟨𝑤𝑙|, 𝑛′ 6 𝑛2, |𝑤𝑙⟩ ∈ C𝑛2
,

где min𝑛′ = rank 𝜌Φ. В частности всегда можно выбрать

⟨𝑤𝑙|𝑤𝑘⟩ = ||𝑤𝑙||2𝛿𝑙𝑘.
Введём матрицы 𝑊𝑙 ∈ C𝑛×𝑛 по формуле

⟨𝑘|𝑊𝑙|𝑖⟩ =
√
𝑛⟨𝑘 ⊗ 𝑖|𝑤𝑙⟩
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Представление Крауса

Так как ⟨𝑘 ⊗ 𝑖|𝜌Φ|𝑚⊗ 𝑗⟩ = 1
𝑛⟨𝑘|Φ(|𝑖⟩⟨𝑗|)|𝑚⟩, то

𝑛′∑︁
𝑙=1

⟨𝑘 ⊗ 𝑖|𝑤𝑙⟩⟨𝑤𝑙|𝑚⊗ 𝑗⟩ =
1

𝑛
⟨𝑘|Φ(|𝑖⟩⟨𝑗|)|𝑚⟩

1

𝑛

𝑛′∑︁
𝑙=1

⟨𝑘|𝑊𝑙|𝑖⟩⟨𝑗|𝑊 †
𝑙 |𝑚⟩ =

1

𝑛
⟨𝑘|Φ(|𝑖⟩⟨𝑗|)|𝑚⟩

𝑛′∑︁
𝑙=1

∑︁
𝑖,𝑗

⟨𝑘|𝑊𝑙|𝑖⟩⟨𝑖|𝜌|𝑗⟩⟨𝑗|𝑊 †
𝑙 |𝑚⟩ = ⟨𝑘|Φ(𝜌)|𝑚⟩

𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊𝑙𝜌𝑊
†
𝑙 = Φ(𝜌)
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Представление Крауса

Сохранение следа
𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊 †
𝑙 𝑊𝑙 = 𝐼𝑛
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Представление Крауса

Наоборот, если

Φ(𝜌) =

𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊𝑙𝜌𝑊
†
𝑙 ,

то для 𝑋 > 0

Φ ⊗ ℐ𝑛2(𝑋) =

𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊𝑙 ⊗ 𝐼𝑛𝑋(𝑊𝑙 ⊗ 𝐼𝑛)† =

=

𝑛′∑︁
𝑙=1

∑︁
𝑥

𝑊𝑙 ⊗ 𝐼𝑛|𝑥⟩⟨𝑥|(𝑊𝑙 ⊗ 𝐼𝑛)† > 0
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Представление Крауса

𝑉 =

⎛⎜⎝𝑊1
...

𝑊𝑛′

⎞⎟⎠
— матрица из 𝑛 ортонормированных векторов (репер) в

𝑘 = 𝑛× 𝑛′-мерном пространстве. Множество таких

ортонормированных наборов называется (комплексным)

многообразием Штифеля при фиксированных 𝑛 и 𝑘.

𝑉 †𝑉 =
(︁
𝑊 †

1 · · · 𝑊 †
𝑛′

)︁⎛⎜⎝𝑊1
...

𝑊𝑛′

⎞⎟⎠ = 𝐼𝑛,

а отображение называется изометрией.
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Представление Крауса

Унитальность
𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊𝑙𝑊
†
𝑙 = 𝐼𝑛
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Представление Крауса

Разложение Краусса в ортонормированном базисе

𝑊𝑙 =

𝑛2∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖 Tr(𝐹+
𝑖 𝑊𝑙), Tr𝐹+

𝑖 𝐹𝑗 = 𝛿𝑖𝑗

Φ(𝜌) =

𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊𝑙𝜌𝑊
†
𝑙 =

𝑛2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑛′∑︁
𝑙=1

Tr(𝐹+
𝑖 𝑊𝑙)Tr(𝐹+

𝑗 𝑊𝑙)⏟  ⏞  
𝐶𝑖𝑗

𝐹𝑖𝜌𝐹
†
𝑗

𝐶 > 0
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Сводная таблица для представления Чоя-Ямилковского

Φ : C𝑛×𝑛 → C𝑛×𝑛 𝜌Φ : C𝑛 ⊗ C𝑛 → C
Φ(𝑋†) = Φ(𝑋)† 𝜌†Φ = 𝜌Φ

tr Φ(𝜌) = tr 𝜌 Tr𝑅 𝜌Φ = 𝐼𝑛
𝑛

Φ(𝐼) = 𝐼 Tr𝑆 𝜌Φ = 𝐼𝑛
𝑛

(Φ ⊗ 𝐼𝑛)(𝑋) > 0, ∀𝑋 > 0 𝜌Φ > 0
(Φ ⊗ 𝐼𝑘)(𝑋) > 0,∀𝑋 > 0, 𝑘 6 𝑛 ⟨𝜓|𝜌Φ|𝜓⟩ > 0, 𝑆 − rank(|𝜓⟩) = 𝑘

Φ(𝜌) =
∑︀

𝑙𝑊𝑙𝜌𝑊
†
𝑙 𝜌Φ =

∑︀
𝑙 |𝑤𝑙⟩⟨𝑤𝑙|

𝑊 − rankΦ rank𝜌Φ
tr𝐹 †

𝑙 𝐹𝑘 = 𝛿𝑙𝑘 ⟨𝜙𝑙|𝜙𝑘⟩ = 𝛿𝑙𝑘
Φ(𝜌) =

∑︀
𝑙𝑘 𝐶𝑙𝑘𝐹𝑙𝜌𝐹

†
𝑘 𝜌Φ =

∑︀
𝑙𝑘 𝐶𝑙𝑘|𝜙𝑙⟩⟨𝜙𝑘|

𝑆 − rank(|𝜓⟩) ≡ rank Tr𝑅 |𝜓⟩⟨𝜓| — ранк Шмидта.
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Представление Стайнспринга

Резервуар 𝑅′ = C𝑛′

Φ(𝜌) = Tr𝑅′ 𝑈(𝜌⊗ |1⟩⟨1|)𝑈 †

(𝑈 |𝑖⊗ 1⟩ =

𝑛′∑︁
𝑙=1

𝑊𝑙|𝑖⊗ 𝑙⟩)

Достроим набор ортонормированных векторов до

ортонормированного базиса

𝑈 =

⎛⎜⎝𝑊1 . . .
...

𝑊𝑛′ . . .

⎞⎟⎠

𝑈(𝜌⊗ |1⟩⟨1|)𝑈 † =

⎛⎜⎝𝑊1𝜌𝑊
†
1 . . .

...

𝑊𝑛′𝜌𝑊 †
1 . . . 𝑊𝑛′𝜌𝑊 †

𝑛′

⎞⎟⎠
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Примеры вполне положительных отображений

Унитарное отображение 𝑈𝑖 с вероятностью 𝑝𝑖, тогда

Φ(𝜌) = E𝑈𝜌𝑈 † =
∑︁
𝑖

𝑝𝑖𝑈𝑖𝜌𝑈
†
𝑖

Φ — унитальный канал. (𝑊𝑖 =
√
𝑝𝑖𝑈𝑖)
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Примеры вполне положительных отображений

Упражнение. Пусть

Φ(𝜌) =
∑︁
𝑖𝑗

𝑃𝑖𝑗 |𝑖⟩⟨𝑗|𝜌|𝑗⟩⟨𝑖|,

тогда вполне-положительное, если 𝑃 матрица с

неотрицательными коэффициентами, квантовый канал, если 𝑃
— стохастическая, унитальный канал, если 𝑃 —

бистохастическая.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 8 Теретёнков Александр



Условные математические ожидания

Вполне положительный идемпотент 𝒫2 = 𝒫 называется

условным математическим ожиданием.

Примеры:

1

𝒫𝜌 =
∑︁
𝑥

Π𝑥𝜌Π𝑥

Π𝑥 — ортогональное разложение единицы.

2 ℋ𝑆 ⊗ℋ𝑅

𝒫𝜌 = Tr𝑅 𝜌⊗ 𝜌𝛽
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