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Òîïîëîãè÷åñêèé è êîìáèíàòîðíûé ïîäõîäû ê òåîðèè óçëîâ

Ðèñ.: Óçåë

Òîïîëîãè÷åñêèé ïîäõîä Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä

Îïðåäåëåíèå óçëà

âëîæåíèÿ S1 ↪→ R3/ èçîòîïèè äèàãðàììû/äâèæåíèÿ Ðåéäå-
ìåéñòåðà

Èíâàðèàíòû

èíäåêñ çàöåïëåíèÿ, ðîä, ãðóï-
ïà óçëà, ãèïåðáîëè÷åñêèé îáú-
åì, ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà

èíäåêñ çàöåïëåíèÿ, ïîëèíîìè-
àëüíûå èíâàðèàíòû, êîöèêë
(áè)êâàíäëà, ãîìîëîãèè Õîâà-
íîâà
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Äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà

Ω2:Ω1:

Ω3:

Ðèñ.: Äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà
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Ýëåìåíòû äèàãðàììû óçëà

semi-arc

region

arc

crossing

Ðèñ.: Ýëåìåíòû äèàãðàììû óçëà D

Îáîçíà÷èì

A(D) � ìíîæåñòâî äóã äèàãðàììû D;

SA(D) � ìíîæåñòâî ïîëóäóã äèàãðàììû D;

C(D) � ìíîæåñòâî ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D;

R(D) � ìíîæåñòâî îáëàñòåé äèàãðàììû D.
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Ïðèìåð êîìáèíàòîðíîãî èíâàðèàíòà

+ -

Èíäåêñ çàöåïëåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ L = K1 ∪ K2

lk(K1,K2) =
1

2

∑
c∈K1∩K2

sgn(c)

èñïîëüçóåò äâà âèäà ìåòîê ïåðåêðåñòêîâ:

êîìïîíåíòíûé òèï: ÷èñòûå è ñìåøàííûå ïåðåêðåñòêè;

çíàê ïåðåêðåñòêà.

Äðóãèå ïðèìåðû èñïîëüçóþò ìåòêè äóã (ðàñêðàñêè êâàíäëàìè),
ïîëóäóã (ðàñêðàñêè áèêâàíäëàìè), ïåðåêðåñòêîâ (ñêîáêè ÷åòíîñòè è
èíäåêñíûå ìíîãî÷ëåíû) è îáëàñòåé (òåíåâûå êîöèêëû êâàíäëîâ).

Íèêîíîâ È.Ì. (ÌÃÓ) Ïåðåêðåñòêè è äóãè óçëîâ 6 / 74



Ïðèìåð êîìáèíàòîðíîãî èíâàðèàíòà

+ -

Èíäåêñ çàöåïëåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ L = K1 ∪ K2

lk(K1,K2) =
1

2

∑
c∈K1∩K2

sgn(c)

èñïîëüçóåò äâà âèäà ìåòîê ïåðåêðåñòêîâ:

êîìïîíåíòíûé òèï: ÷èñòûå è ñìåøàííûå ïåðåêðåñòêè;

çíàê ïåðåêðåñòêà.

Äðóãèå ïðèìåðû èñïîëüçóþò ìåòêè äóã (ðàñêðàñêè êâàíäëàìè),
ïîëóäóã (ðàñêðàñêè áèêâàíäëàìè), ïåðåêðåñòêîâ (ñêîáêè ÷åòíîñòè è
èíäåêñíûå ìíîãî÷ëåíû) è îáëàñòåé (òåíåâûå êîöèêëû êâàíäëîâ).

Íèêîíîâ È.Ì. (ÌÃÓ) Ïåðåêðåñòêè è äóãè óçëîâ 6 / 74



Èíâàðèàíòíûå ìåòêè ýëåìåíòîâ äèàãðàììû

Ðèñ.: Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè äëÿ âòîðîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà

Èíâàðèàíòíûå ìåòêè = îáðàçû óíèâåðñàëüíûõ ìåòîê
Óíèâåðñàëüíûå èíâàðèàíòíûå ìåòêè = êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ýëåìåíòîâ äèàãðàìì ïî ìîäóëþ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà
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Ýëåìåíòû äèàãðàìì ñ êîìáèíàòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ

Ðèñ.: Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè äëÿ âòîðîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà

Óíèâåðñàëüíûå èíâàðèàíòíûå ìåòêè = êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ýëåìåíòîâ äèàãðàìì ïî ìîäóëþ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà
Òàêèì îáðàçîì, óçëó K ñîïîñòàâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà:

äóã óçëà A(K );

ïîëóäóã óçëà SA(K );

ïåðåêðåñòêîâ óçëà C(K );

îáëàñòåé óçëà R(K ).
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Ýëåìåíòû äèàãðàìì ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

F×1

F×0

Ðèñ.: Òîïîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýëåìåíòîâ äèàãðàììû
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Èíâàðèàíòû è êîèíâàðèàíòû óçëîâ

Êîèíâàðèàíò óçëà � ýòî èíâàðèàíò, îïðåäåëåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîòîïèè.

Èíâàðèàíòû óçëîâ Êîèíâàðèàíòû óçëîâ

÷èñëîâûå èíâàðèàíòû
(ñëîæíîñòü, ðîä, èíäåêñ
çàöåïëåíèÿ, ÷èñëî
ðàñêðàñîê, èíâàðèàíò
Ðàñìóññåíà,
ãèïåðáîëè÷åñêèé îáúåì,
...)

ïîëèíîìèàëüíûå
èíâàðèàíòû (Àëåêñàíäåðà,
Äæîíñà, HOMFLY)

èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà

ãðóïïà óçëà

ãîìîëîãèè (Õîâàíîâà,
Õåãîðà�Ôëîåðà)

ðàñêðàñêè êâàíäëàìè

ãîìîòîïè÷åñêèé òèï
Õîâàíîâà
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Èíâàðèàíòû è êîèíâàðèàíòû

Îïðåäåëåíèå

Èíâàðèàíò êàòåãîðèè D � ýòî ôóíêòîð F : D→ C, òàêîé ÷òî äëÿ
ëþáîãî ìîðôèçìà f : d → d ′ F (f ) = idF (d).
Êîèíâàðèàíò êàòåãîðèè D � ýòî ôóíêòîð F : D→ C, òàêîé ÷òî äëÿ
ëþáîãî ìîðôèçìà f : d → d ′ ìîðôèçì F (f ) : F (d)→ F (d ′) ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì.

Ïðèìåð

1. Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Ëþáîé èíâàðèàíò F : Ds → C êàòåãîðèè
äèàãðàìì óçëîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ (â îáû÷íîì ñìûñëå) ñî
çíà÷åíèÿìè â Ob(C).
2. Ïóñòü Q � êâàíäë. Ñîîòâåòñòâèå D 7→ ColQ(D), ñîïîñòàâëÿþùåå
äèàãðàììå ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê åå äóã êâàíäëîì Q, åñòü êîèíâàðèàíò
ColQ : Ds → Set.
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Òàíãëû è äèàãðàììû òàíãëîâ

F

F D

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü F � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü.
Òàíãë � ýòî âëîæåíèå T : M → F × (0, 1) îðèåíòèðîâàííîãî
êîìïàêòíîãî 1-ìíîãîîáðàçèÿ M â óòîëùåíèå ïîâåðõíîñòè F .
Äèàãðàììà òàíãëà � ýòî âëîæåíèå D ãðàôà ñ âåðøèíàìè âàëåíòíîñòè
4 è 1 â F , òàêîå ÷òî âåðøèíû âàëåíòíîñòè 4 èìåþò ñòðóêòóðó
ïðîõîäà�ïåðåõîäà.
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Ñòðàòèôèêàöèÿ òàíãëîâ

Ïðîñòðàíñòâî òàíãëîâ Σ = Σ(F ,Y ) ñòðàòèôèöèðóåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê
ïðîåêöèè p : F × I → F :

Σ = Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ · · ·
ãäå

òàíãëû â Σ0 èìåþò òîëüêî äâîéíûå òî÷êè;
òàíãëû â Σ1 èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó êîðàçìåðíîñòè 1;
òàíãëû â Σ2 èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó êîðàçìåðíîñòè 2 èëè äâå
òî÷êè êîðàçìåðíîñòè 1.

Ðèñ.: Îñîáåííîñòè êîðàçìåðíîñòè 1

Ðèñ.: Îñîáåííîñòè êîðàçìåðíîñòè 2
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Êàòåãîðèÿ äèàãðàìì òàíãëà

êîìáèíàòîðíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ

Ds Ts

æ
å
ñ
ò
ê
à
ÿ Ob = äèàãðàììû òàíãëîâ

Mor = ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé

Ðåéäåìåéñòåðà

Ob = òàíãëû â îáùåì ïîëîæåíèè

Mor = Σ1-òðàíñâåðñàëüíûå èçîòîïèè

òàíãëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè

Dh Th

ãî
ì
î
ò
î
ï
è
÷
å
ñ
ê
à
ÿ

Ob = äèàãðàììû òàíãëîâ

Mor = ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé

Ðåéäåìåéñòåðà ïî ìîäóëþ ñîêðàùåíèé,

ñîîòíîøåíèé êîðàçìåðíîñòè 2 è äàëüíåé

êîììóòàòèâíîñòè

Ob = òàíãëû â îáùåì ïîëîæåíèè

Mor = èçîòîïèè òàíãëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî

ãîìîòîïèè
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Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè 2

Ω3

Ω3

Ω3

Ω3Ω3

Ω3 Ω3

Ω3

Ω3 Ω3

Ω2 Ω2

Ω2

Ω2

Ω2

Ω1

Ω2

Ω1

Ω3

Ω2

Ω1

Ω1

Ðèñ.: Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè 2
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Ýëåìåíòû äèàãðàìì êàê ôóíêòîðû

Ïóñòü D � äèàãðàììà òàíãëà è E = A, SA, C èëè R. Îòîáðàæåíèÿ
D 7→ E(D) îáðàçóþò ôóíêòîð

E : Ds → Rel ,

òàêîé ÷òî

äëÿ èçîòîïèè f : D → D ′, E(f ) : E(D)→ E(D ′) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
äëÿ äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà f : D → D ′, e ′ ∈ E(f )(e) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû e è e ′ èìåþò îáùóþ òî÷êó âíå
îáëàñòè äâèæåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííèå ýëåìåíòû äâèæåíèÿ f íèêóäà íå
îòîáðàæàþòñÿ.
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Ýëåìåíòû äèàãðàìì: ïåðâîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà

r1

r2

a1

a'1 a'2

r'1

r'2

r'3s1

s'2

s'1 s'3

c'1

Ðèñ.: Ïåðâîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà

A(Ω1) :a1 7→ {a′1, a′2}, A(Ω†1) :a
′
1 7→ a1, a

′
2 7→ a1,

SA(Ω1) :s1 7→ {s ′1, s ′3}, SA(Ω†1) :s
′
1 7→ s1, s

′
2 7→ ∅, s ′3 7→ s1,

R(Ω1) :r1 7→ r ′1, r2 7→ r ′2, R(Ω†1) :r
′
1 7→ r1, r

′
2 7→ r2, r

′
3 7→ ∅,

C(Ω†1) :c
′
1 7→ ∅.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèëüíîì è ñëàáîì ñìûñëå

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëèì îòíîøåíèÿ:

(ñðîäñòâî) x1 ≈c x2 ⇔ ∃f : f∗(x1) ∩ f∗(x2) ̸= ∅;
(ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå) ïîðîæäàåòñÿ ïðàâèëîì
∀f : D → D ′ ∀yi ∈ f∗(xi ) x1 ∼s

D x2 ⇒ y1 ∼s
D′ y2;

(ýêâèâàëåíòíîñòü â ñëàáîì ñìûñëå) ïîðîæäàåòñÿ ïðàâèëîì
∀f : D → D ′ ∀y ∈ f∗(x) âåðíî x ∼w y .

1. x1 ≈D x2 =⇒ x1 ∼s
D x2 =⇒ x1 ∼w x2.

2. ≈D ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî, íî íå òðàíçèòèâíî â îáùåì ñëó÷àå.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèëüíîì è ñëàáîì ñìûñëå ýëåìåíòîâ
äèàãðàìì

Ðèñ.: Ýêâèâàëåíòíîñòü â ñèëüíîì è ñëàáîì ñìûñëå
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Óêàçàòåëü äóãè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü äàí òàíãë T ∈ Σ0 è åãî äèàãðàììà D. Îáîçíà÷èì
MT = F × [0, 1] \ N(T ).
Óêàçàòåëü äóãè � ýòî âëîæåíèå γ : ([0, 1]; 0; 1) ↪→ (MT ;F × {1}; ∂N(T )).
Äëÿ äóãè a ∈ A(D) (è òî÷êè x ∈ a) îïðåäåëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûé óêàçàòåëü

äóãè γa.

Ðèñ.: Óêàçàòåëü äóãè
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Òîïîëîãè÷åñêîå ñðîäñòâî äóã

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü a, b ∈ A(D). Òîãäà a ≈ b, åñëè è òîëüêî åñëè ìåæäó
âåðòèêàëüíûìè óêàçàòåëÿìè äóã γa è γb åñòü âëîæåííûé êâàäðàò:

([0, 1]×[0, 1], 0×[0, 1], 1×[0, 1], [0, 1]×0, [0, 1]×1) ↪→ (MT , γa, γb,F×1, ∂N(T )).

a

�

b
F×1

T

Ðèñ.: Âëîæåííûé êâàäðàò ìåæäó γa è γb

Äëÿ óêàçàòåëåé äóã γ, γ′ îáîçíà÷èì γ ≈t γ′, åñëè ìåæäó íèìè åñòü
âëîæåííûé êâàäðàò.
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Íåòðàíçèòèâíîñòü ñðîäñòâà äóã

ab
c

Ðèñ.: a ≈ b, b ≈ c , íî a ̸≈ c
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Íåòðàíçèòèâíîñòü ñðîäñòâà äóã

a
c

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåæäó γa è γc åñòü âëîæåííûé êâàäðàò ∆. Òîãäà
êðàé ∂∆ � òðèâèàëüíûé óçåë.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü äóã â ñèëüíîì ñìûñëå

Ïðåäëîæåíèå

Îáîçíà÷èì òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ ≈t ÷åðåç ∼t . Äëÿ

óêàçàòåëåé äóã γ, γ′ óñëîâèå γ ∼t γ′ ðàâíîñèëüíî èçîòîïíîñòè γ è γ′.

Ñëåäñòâèå

∀a, b ∈ A(D) a ∼s b ⇔ γa èçîòîïåí γb.
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Óíèâåðñàëüíûé êîèíâàðèàíò äóã

Îïðåäåëåíèå

Íàçîâåì ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîòîïèè óêàçàòåëåé äóã ìíîæåñòâîì äóã

òàíãëà T â ñèëüíîì ñìûñëå è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ãs
T .

Òåîðåìà

Ìíîæåñòâî Ãs(T ) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì êîèíâàðèàíòîì äóã.
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Óíèâåðñàëüíûé êîèíâàðèàíò äóã

Îïðåäåëåíèå

Íàçîâåì ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîòîïèè óêàçàòåëåé äóã ìíîæåñòâîì äóã

òàíãëà T â ñèëüíîì ñìûñëå è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ãs
T .

Òåîðåìà

Ìíîæåñòâî Ãs(T ) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì êîèíâàðèàíòîì äóã.
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Ãðóïïà äâèæåíèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü N � ïîäìíîãîîáðàçèå â ìíîãîîáðàçèè M. Äâèæåíèå N â M �
ýòî ïóòü ft , t ∈ [0, 1], â Diff (M), òàêîé ÷òî f0 = id è f1(N) = N.
Äâèæåíèå ft íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, åñëè ft(N) = N äëÿ âñåõ
t ∈ [0, 1].
Äâà äâèæåíèÿ ft è gt ýêâèâàëåíòíû, åñëè äâèæåíèå g−1t ◦ ft ãîìîòîïíî
(ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè) ñòàöèîíàðíîìó äâèæåíèþ. Ìíîæåñòâî
M(M,N) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè äâèæåíèé íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé

äâèæåíèé.

Ðèñ.: Äâèæåíèå è ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå
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Óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò äóã

Òåîðåìà

Ìíîæåñòâî ÂT = Ãs
T/M(F × [0, 1],T ) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

èíâàðèàíòîì äóã.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü K ⊂ F × [0, 1] � êëàññè÷åñêèé óçåë (óçåë â óòîëùåííîé ñôåðå).

Òîãäà ÂT ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.
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ßâíûå è ñêðûòûå äóãè

Ðèñ.: Óêàçàòåëè äóã � ñêðûòûå äóãè äèàãðàììû

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà äóã òàíãëà α â ÂT ñóùåñòâóåò äèàãðàììà D,
òàêàÿ ÷òî α ⊂ A(D).
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Óêàçàòåëü îáëàñòè

F×1

F×0

Ðèñ.: Óêàçàòåëü îáëàñòè
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Óêàçàòåëü ïîëóäóãè

F×1

�
u

�s

�r

�l

s

�
o

F×0

Ðèñ.: Óêàçàòåëü ïîëóäóãè
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Óêàçàòåëü ïåðåêðåñòêà

F×1

F×0

�c

�
u

c

�
m

�
o

�ul

�ol

�or

Ðèñ.: Óêàçàòåëü ïåðåêðåñòêà
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Îñíàùåíèå âåðòèêàëüíîãî óêàçàòåëÿ ïåðåêðåñòêà

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ ïåðåêðåñòêà c ∈ C(D) îïðåäåëèì åãî âåðòèêàëüíûé óêàçàòåëü êàê
òðîéêó γc = (γoc , γ

m
c , γuc ), ãäå γoc , γ

m
c , γuc ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè

c × [0, 1] \ N(T ), à îñíàùåíèå çàäàíî êàê íà ðèñ.

+ -

Ðèñ.: Îñíàùåíèå óêàçàòåëÿ ïåðåêðåñòêà
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Îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè äèàãðàììû

Ïðåäëîæåíèå

Ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ òàíãëà T ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ìîðôèçìàìè.

AT AT

SAT

bb

Rr //

Rl

��

RT SAT

<<

Rloo

Rr

��
RT CTRl
oo

SAul

bb

Ru

OO
SAur

<<

Rr
//

SAdr

""
Rd

��

SAdl

||

RT

SAT

||

Rr

//

Rl

OO

RT SAT

""

Rl

oo

Rr

OO

AT AT
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Ñðåäèííûå ïåðåêðåñòêè

c cc' c'

Ðèñ.: Íèæíåå è âåðõíåå äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà

Ðèñ.: Óêàçàòåëü ñðåäèííîãî ïåðåêðåñòêà
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Ñðåäèííûå ïåðåêðåñòêè è ïðåîáðàçîâàíèÿ óçëîâ

Ðèñ.: Ïðåîáðàçîâàíèÿ óçëà â ñðåäèííîì ïåðåêðåñòêå

Êàæäîå ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàåò îòîáðàæåíèå M̃C â ìíîæåñòâî
êëàññîâ èçîòîïèè òàíãëîâ.
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Êîñìåòè÷åñêèå è ðàçäåëÿþùèå ñðåäèííûå ïåðåêðåñòêè

(Íåîðèåíòèðîâàííûé) ñðåäèííûé ïåðåêðåñòîê γ óçëà K íàçûâàåòñÿ
ðàçäåëÿþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò S , òàêîé ÷òî γ ⊂ S , K ∩ S = ∂γ, à
îñíàùåíèå îðòîãîíàëüíî S . Ìíîæåñòâî ðàçäåëÿþùèõ ñðåäèííûõ
ïåðåêðåñòêîâ â M̃CK êîíå÷íî.

γ

Ðèñ.: Ðàçäåëÿþùèé ñðåäèííûé ïåðåêðåñòîê

(Íåîðèåíòèðîâàííûé) ñðåäèííûé ïåðåêðåñòîê γ óçëà K íàçûâàåòñÿ
êîñìåòè÷åñêèì, åñëè çàìåíà ïåðåêðåñòêà â γ ñîçäàåò óçåë, èçîòîïíûé
K .
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Ëåíòî÷íûå ñðåäèííûå ïåðåêðåñòêè

Óçåë K íàçûâàåòñÿ ëåíòî÷íûì, åñëè îí çàòÿãèâàåòñÿ ïîãðóæåííûì
äèñêîì, èìåþùèì òîëüêî ëåíòî÷íûå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Ðèñ.: Ëåíòî÷íîå ñàìîïåðåñå÷åíèå

Íàáîð ñðåäèííûõ ïåðåêðåñòîâ (γ1, . . . , γk) íàçûâàåòñÿ ëåíòî÷íûì, åñëè
îðèåíòèðîâàííîå ñãëàæèâàíèå âñåõ ñðåäèííûõ ïåðåêðåñòêîâ γi äàåò
òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå.
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Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ óçëîâ ñ ïîìîùüþ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðàôîâ

Ðèñ.: Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ óçëîâ ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðàôîâ
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1 Ââåäåíèå

2 Óíèâåðñàëüíûå ìåòêè ýëåìåíòîâ óçëîâ

3 Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ýëåìåíòîâ óçëîâ
Áèêâàíäëîèä
Êðîññîèäû

4 Êîìïëåêñ ïåðåñå÷åíèé

5 Èíâàðèàíòû
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Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ýëåìåíòîâ óçëîâ

ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ñòðóêòóðà

äóãè êâàíäë
ïîëóäóãè áèêâàíäëîèä
îáëàñòè ÷àñòè÷íàÿ òåðíàðíàÿ êâàçèãðóïïà

ïåðåêðåñòêè êðîññîèä
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Èíâàðèàíòíûå ðàñêðàñêè ýëåìåíòîâ äèàãðàììû

Ðèñ.: 3-ðàñêðàñêè äóã äèàãðàìì òðèëèñòíèêà
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Ïðàâèëî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàñêðàñêè ýëåìåíòîâ
äèàãðàììû

c ϕ(c) c ϕ(c)

Ðèñ.: Ïðàâèëî ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ ñìåæíîé îáëàñòè è ïðîòèâîïîëîæíîé
ïîëóäóãè

x

y x y

y x

a

b

c

[a,b,c]

Ðèñ.: Ïðàâèëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ òðîéíîé ñêîáêè è áèêâàíäëà
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Ïðàâèëî ìíîãîóãîëüíèêà

c0

c1

c2

cn-1

Ðèñ.: Ïðàâèëî ìíîãîóãîëüíèêà c0 = f (c1, . . . , cn−1)
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Áèêâàíäë

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî B ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ◦, ∗ : B × B → B
íàçûâàåòñÿ áèêâàíäëîì, åñëè:

1 x ◦ x = x ∗ x äëÿ âñåõ x ∈ B ;

2 äëÿ âñåõ y ∈ B îïåðàòîðû αy : B → B, x 7→ x ◦ y , è
βy : B → B, x 7→ x ∗ y , îáðàòèìû;

3 îòîáðàæåíèå S : B × B → B × B , (x , y) 7→ (x ◦ y , y ∗ x), åñòü
áèåêöèÿ;

4 äëÿ âñåõ x , y , z ∈ B

(x ◦ z) ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ (z ∗ y),
(x ◦ z) ∗ (y ◦ z) = (x ∗ y) ◦ (z ∗ y),
(x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (z ◦ y).
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Ïðèìåðû áèêâàíäëîâ

Ïðèìåð (Êâàíäëû)

Áèêâàíäë B , â êîòîðîì äëÿ âñåõ x , y ∈ B âûïîëíåíî x ∗ y = x ,
íàçûâàåòñÿ êâàíäëîì.

Ïðèìåð (Ôóíäàìåíòàëüíûé áèêâàíäë)

Ïóñòü D � äèàãðàììà óçëà L. Ôóíäàìåíòàëüíûé áèêâàíäë FB(D) äëÿ
L çàäàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè
äèàãðàììû c ∈ ColB(D) áèêâàíäëîì B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì f : FB(D)→ B , òàêîé ÷òî c = f (cF ), ãäå
cF ∈ ColFB(D)(D) � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ (ôóíäàìåíòàëüíàÿ) ðàñêðàñêà.
Ôóíäàìåíòàëüíûé áèêâàíäë èìååò êîïðåäñòàâëåíèå

FB(D) = ⟨ïîëóäóãè äèàãðàììû D | ïðàâèëà ðàñêðàñêè â ïåðåêðåñòêàõ⟩.
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Òîïîëîãè÷åñêèé áèêâàíäë (Å. Õîðâàò)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü L ⊂ S2 × I � êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå, N(L) � òðóá÷àòàÿ
îêðåñòíîñòü L è EL = (S2 × I ) \ N(L). Âûáåðåì òî÷êè z0 ∈ S2 × 0 è
z1 ∈ S2 × 1. Ïóñòü BL � ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïàð ïóòåé
(a0, a1), òàêèõ ÷òî

a0 : (I , 0, 1)→ (EL, ∂N(L), z0), a1 : (I , 0, 1)→ (EL, ∂N(L), z1),

è a0(0) = a1(0). Îïðåäåëèì ñòðóêòóðó áèêâàíäëà ôîðìóëàìè

(a0, a1) ◦ (b0, b1) = (a0, a1b
−1
1 mb1(0)b1),

(a0, a1) ∗ (b0, b1) = (a0b
−1
0 m−1b0(0)

b0, a1)

ãäå mx , x ∈ ∂N(L) � ìåðèäèàí ∂N(L), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x .
Áèêâàíäë BL íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì áèêâàíäëîì çàöåïëåíèÿ L.
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Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîãî áèêâàíäëà

F×1

�
u

�s

�r

�l

s

�
o

F×0

z1

z0

Ðèñ.: Ýëåìåíòû òîïîëîãè÷åñêîãî áèêâàíäëà
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Ïðèìåíèìîñòü îïåðàöèé áèêâàíäëà

x

y

Ðèñ.: Êîìïîçèöèÿ x ∗ y íå ðåàëèçóåìà íà êëàññè÷åñêèõ äèàãðàììàõ

Ïðàâèëî ñîãëàñîâàííîñòè: äâå ïîëóäóãè ìîãóò îáðàçîâàòü ïåðåêðåñòîê
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èíöèäåíòíû îäíîé îáëàñòè.
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Áèêâàíäëîèä

Îïðåäåëåíèå

Áèêâàíäëîèä åñòü ïàðà ìíîæåñòâ (B,R) ñ îòîáðàæåíèÿìè σl , σr : B → R
(ëåâûì è ïðàâûì îòîáðàæåíèåì èíöèäåíòíîñòè) è ◦, ∗ : B ×R B → B, ãäå
B ×R B = {(a, b) ∈ B × B | σr (a) = σr (b)}, òàêèìè ÷òî

1 äëÿ âñåõ a, b ∈ B, òàêèõ ÷òî σr (a) = σr (b), èìååì
σr (a ◦ b) = σr (a ∗ b) = σl(b) è σl(a ◦ b) = σl(b ∗ a).

2 äëÿ âñåõ b, c ∈ B, òàêèõ ÷òî σl(b) = σr (c), ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå
a′, a′′ ∈ B, òàêèå ÷òî σr (a

′) = σr (a
′′) = σr (b) è c = a′ ◦ b = a′′ ∗ b.

3 äëÿ âñåõ c , d ∈ B, òàêèõ ÷òî σl(c) = σl(d), ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå
a, b ∈ B, òàêèå ÷òî σr (a) = σr (b) è c = a ∗ b, d = b ◦ a.

4 äëÿ âñåõ a ∈ B a ◦ a = a ∗ a.
5 äëÿ âñåõ a, b, c ∈ B, òàêèõ ÷òî σr (a) = σr (b) = σr (c)

(a ◦ b) ◦ (c ◦ b) = (a ◦ c) ◦ (b ∗ c), (a ∗ b) ∗ (c ∗ b) = (a ∗ c) ∗ (b ◦ c),
(a ◦ b) ∗ (c ◦ b) = (a ∗ c) ◦ (b ◦ c).
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Ðàñêðàñêè áèêâàíäëîèäàìè

Ðàñêðàñêà äèàãðàììû D áèêâàíäëîèäîì (B,R) � ýòî îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà ïîëóäóã äèàãðàììû D â B , òàêîå ÷òî îáðàçû äóã
óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëó ðàñêðàñêè.

x

y x◦y

y⁎x x

y x⁎y

y◦x

Ðèñ.: Ïðàâèëî ðàñêðàñêè

Ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê áèêâàíäëîèäîì îáîçíà÷èì êàê Col(B,R)(D).

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáûõ äèàãðàìì D è D ′, ñâÿçàííûõ äâèæåíèåì Ðåéäåìåéñòåðà,

èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó Col(B,R)(D) è Col(B,R)(D
′).
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð (Áèêâàíäëû)

Åñëè R ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî áèêâàíäëîèä óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ áèêâàíäëà.

Ïðèìåð (Òîïîëîãè÷åñêèé áèêâàíäëîèä)

Ïóñòü L � çàöåïëåíèå â S2 × I , à BL � åãî òîïîëîãè÷åñêèé áèêâàíäë.
Ïóñòü RL = [I , 0, 1;EL, z0, z1] � ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïèè ïóòåé èç
z0 â z1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

σr (a0, a1) = a−10 a1, σl(a0, a1) = a−10 ma0(0)a1

è îãðàíè÷èì îïåðàöèè áèêâàíäëà íà BL ×R BL. Ïîëó÷èì
òîïîëîãè÷åñêèé áèêâàíäëîèä çàöåïëåíèÿ L.
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Òîïîëîãè÷åñêèé áèêâàíäëîèä ôóíäàìåíòàëåí

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî áèêâàíäëîèäà (B,R) èìååòñÿ áèåêöèÿ

Col(B,R)(L) ≃ Hom((BL,RL), (B,R)).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü c ∈ Col(B,R)(L). Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì ϕc èç (BL,RL) â (B,R).
Ïóñòü a = (a0, a1) ∈ BL. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ a íà S2. Ïðèòÿíåì
ïåðåõîäû íà a ê z0, à ïðîõîäû � ê z1. Îáðàç óêàçàòåëÿ a åñòü öâåò
äóãè a′ â ïîëó÷èâøåéñÿ äèàãðàììå D ′: ϕc(a) = c(a′).

z0

z1

a1

a0

z0

z1

a'

D D'

Íèêîíîâ È.Ì. (ÌÃÓ) Ïåðåêðåñòêè è äóãè óçëîâ 52 / 74



Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà

Ëåììà

Ðàññìîòðèì ðàñêðàøåííóþ áèêâàíäëîèäîì (B,R) ÷àñòü òàíãëà,
êîòîðàÿ ñîñòîèò èç 2n ïàðàëëåëüíûõ äóã a1, . . . , a2n è äóãè b, òàêèõ
÷òî äóãè ai è a2n+1−i èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ è

îäèíàêîâûé öâåò. Òîãäà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âòîðûõ äâèæåíèé

Ðåéäåìåéñòåðà ìû ïîëó÷èì ðàñêðàøåííûé òàíãë, â êîòîðîì äóãè b′ è
b èìåþò îäèíàêîâûé öâåò, êàê è äóãè ai è a′i , i = 1, . . . , 2n, à òàêæå
äóãè bi è b′i , i = 1, . . . , 2n − 1.

a1

b1
b'

b'1

b2n-1

b'2n-1

an an+1 a2n

a'1 a'n a'n+1 a'2n

b

a1 an an+1 a2n

Ðèñ.: Ðàñêðàøèâàåìûé òàíãë
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Êðîññîèä

Îïðåäåëåíèå

Êðîññîèä � ýòî ïàðà ìíîæåñòâ (C ,A) (C � öâåòà ïåðåêðåñòêîâ è A �
öâåòà äóã) è îòîáðàæåíèÿ:

1 çíàê sgn : C → {−1, 1}. We denote C± = sgn−1(±1);
2 îòîáðàæåíèÿ èíöèäåíòíîñòè Aαβ : C → A, α ∈ {u, d}, β ∈ {l , r}.
3 îòîáðàæåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà Pϵ

o
: C (ϵ̂, o)→ Cϵ0 , ãäå n ≥ 2,

ϵ = (ϵ0, ϵ1, . . . , ϵn−1), ϵ̂ = (ϵ1, . . . , ϵn−1), ϵi ∈ {+,−},
o = (o0, . . . , on−1), oi ∈ {←,→}, è

C (ϵ̂, o) = {(c1, . . . , cn−1) ∈ Cϵ1 × · · · × Cϵn−1 |
Aout(ci , oi−1, oi ) = Ain(ci+1, oi , oi+1), i = 1, . . . , n − 2},

è Pϵ
o : A→ Cϵ, ϵ ∈ {+,−}, o ∈ {←,→}.

Îòîáðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì.

Íèêîíîâ È.Ì. (ÌÃÓ) Ïåðåêðåñòêè è äóãè óçëîâ 54 / 74



Îòîáðàæåíèÿ èíöèäåíòíîñòè è ìíîãîóãîëüíèêà

Aul(c) Aur(c)

c

Adl(c) Adr(c)

Ðèñ.: Îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè ìåæäó ïåðåêðåñòêîì è äóãàìè

c0

c1

c2

cn-1

c0

a

Ðèñ.: Îòîáðàæåíèå ìíîãîóãîëüíèêà c0 = Pϵ
o
(c1, . . . , cn−1) and c0 = Pϵ

o(a)
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Ñîîòíîøåíèÿ êðîññîèäà I

1 èíöèäåíòíîñòè ìíîãîóãîëüíèêà

2 âðàùåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà

3 âíóòðåííèå Ω1-ñîîòíîøåíèÿ

4 âíåøíèå Ω1-ñîîòíîøåíèÿ

5 âíóòðåííèå Ω2-ñîîòíîøåíèÿ

6 âíåøíèå Ω2-ñîîòíîøåíèÿ

7 Ω3-ñîîòíîøåíèÿ
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Ñîîòíîøåíèÿ êðîññîèäà II

c0

c1

c2

cn-1

c0

c1

c2

cn-1

Ðèñ.: Èçìåíåíèå áàçîâîé òî÷êè ìíîãîóãîëüíèêà

c0

c1
c

c2

cn-1Ω1

c0

c1

c2

cn-1

c0

c1 c

c2

cn-1Ω1

c0

c1

c2

cn-1

Ðèñ.: Âíóòðåííåå è âíåøíåå Ω1-äâèæåíèÿ
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Ñîîòíîøåíèÿ êðîññîèäà III

Ω2

c0

c1

ci

ci+1

cn-1

c0

c1

c
c'

ci

ci+1

cn-1
c0

c1

c'
c

c2

cn-1Ω2

c0

c1

c2

cn-1

Ðèñ.: Âíóòðåííåå è âíåøíåå Ω2-äâèæåíèÿ

c0

c1
c
c2

cn-1

c0

c'

cn-13

Ðèñ.: Ω3-äâèæåíèå
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Êðîññîèä ÷åòíîñòè

Example (Êðîññîèä ÷åòíîñòè)

Ïóñòü G � ãðóïïà. Ïîëîæèì C = G × {−1, 1} è A = {1}. Òîãäà
îòîáðàæåíèÿ Aαβ : C → A òðèâèàëüíû. Ïóñòü sgn(g , ϵ) = ϵ. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà ôîðìóëîé Pϵ

o = (1, ϵ) è

P
(ϵ0,...,ϵn−1)
(o0,...,on−1)

((g1, ϵ1), . . . , (gn−1, ϵn−1)) =

(n−1∏
i=1

g
e(oi−1,oi )
i

)−e(on−1,o0)

, ϵ0

 ,

ãäå e(o, o ′) � èíäåêñ èíöèäåíòíîñòè, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

e(o, o ′) =

{
1, o = o ′,
−1, o ̸= o ′.

Ðàñêðàñêà äèàãðàììû êðîññîèäîì (G × {−1,+1}, {1}) íàçûâàåòñÿ
îðèåíòèðóåìîé ÷åòíîñòüþ ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå G .
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Êðîññîèä áèêâàíäëà I

Ïóñòü B � áèêâàíäë. Ïîëîæèì C = (B × B)× {−1,+1} è A = B .
Îïðåäåëèì çíàê êàê sgn(a, b, s) = s è îòîáðàæåíèÿ èíöèäåíòíîñòè

Adr (a, b,+) = a, Aur (a, b,+) = b, Aul(a, b,+) = a ∗ b, Adl(a, b,+) = b ∗ a,
Adr (a, b,−) = a, Aur (a, b,−) = b, Aul(a, b,−) = a ∗ b, Adl(a, b,−) = b ∗ a.

Ïîëîæèì Pϵ
→(a) = (k(a), k(a), ϵ), ãäå k(a) ∗ k(a) = a, Pϵ

←(a) = (a, a, ϵ).
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Êðîññîèä áèêâàíäëà II

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Pϵ
o
(c1, . . . , cn−1), ϵ = (ϵ0, . . . , ϵn−1),

o = (o0, . . . , on−1). Ïóñòü a = Ain(c1) è b = Aout(cn−1). Çíà÷åíèå
îòîáðàæåíèÿ çàäàåòñÿ òàáëèöåé

ϵ0 o0 on−1 Pϵ
o
(c1, . . . , cn−1)

+ → → (c, d ,+) where a = c ∗ d , b = d ∗ c
+ ← → (b, c ,+) where a = c ∗ b
+ → ← (d , a,+) where b = d ∗ a
+ ← ← (a, b,+)
− → → (c, d ,−) where a = c ∗ d , b = d ∗ c
− ← → (b, c ,−) where a = c ∗ b
− → ← (d , a,−) where b = d ∗ a
− ← ← (a, b,−)

Äëÿ äèàãðàììû D îòîáðàæåíèå (χC , χA) 7→ χA åñòü áèåêöèÿ ìåæäó
ðàñêðàñêàìè êðîññîèäîì Col(C ,A)(D) è ðàñêðàñêàìè áèêâàíäëîì
ColB(D).
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Òîïîëîãè÷åñêèé êðîññîèä

Ïóñòü T � òàíãë â S2 × I . Ïóñòü C = C(T ) � ìíîæåñòâî
ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ óêàçàòåëåé ïåðåêðåñòêîâ è A = SA(T ) �
ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ óêàçàòåëåé ïîëóäóã. Íà ïàðå
(C(T ),SA(T )) ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà êðîññîèäà, îáëàäàþùåãî
ñâîéñòâîì ôóíäàìåíòàëüíîñòè.

Òåîðåìà

Ïóñòü D � äèàãðàììà òàíãëà T . Äëÿ ëþáîãî êðîññîèäà (C ,A) èìååòñÿ
áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì ðàñêðàñîê Col(C ,A)(D) è ìíîæåñòâîì

ãîìîìîðôèçìîâ êðîññîèäîâ Hom((C(T ),SA(T )), (C ,A)).
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1 Ââåäåíèå

2 Óíèâåðñàëüíûå ìåòêè ýëåìåíòîâ óçëîâ

3 Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ýëåìåíòîâ óçëîâ
Áèêâàíäëîèä
Êðîññîèäû

4 Êîìïëåêñ ïåðåñå÷åíèé

5 Èíâàðèàíòû
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Êîìïëåêñ ïåðåñå÷åíèé I

Ïóñòü T � òàíãë â óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè F × I . Âîçüìåì òî÷êó
x0 ∈ F è îáîçíà÷èì xu = x0 × 0 è xo = x0 × 1.
Äëÿ n ≥ 0 ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C(T , n) ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ
íàáîðîâ ïóòåé γ = (γ0, . . . , γn)

γ0 : (I , 0, 1)→ (MT , x
u, ∂N(T )),

γi : (I , 0, 1)→ (MT , ∂N(T ), ∂N(T )), i = 1, . . . , n − 1,

γn : (I , 0, 1)→ (MT , ∂N(T ), xo);

òàêèõ ÷òî

γi−1(1) è γi (0) � ðàçíûå òî÷êè îäíîãî ìåðèäèàíà µi , 1 ≤ i ≤ n.
Îáîçíà÷èì ÷àñòü ìåðèäèàíà µi îò γi−1(1) äî γi (0) êàê µi ,l , à
÷àñòü îò γi (0) äî γi−1(1) êàê µi ,r .

ìåðèäèàíû µi , i = 1, . . . , n, âñå ðàçëè÷íû;

ïåòëÿ p(γ0µ1,lγ1 · · · γn−1µn,lγn) òðèâèàëüíà â π1(F , x0).
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Êîìïëåêñ ïåðåñå÷åíèé II

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (C(T , n))n≥0 ñ îòîáðàæåíèÿìè
∂n
i ,l , ∂

n
i ,l : C(T , n)→ C(T , n − 1), i = 1, . . . , n, çàäàííûìè ôîðìóëàìè

∂n
i ,l(γ0, . . . , γn) = (γ0, . . . , γi−2, γi−1µi ,lγi , γi+1, . . . , γn),

∂n
i ,r (γ0, . . . , γn) = (γ0, . . . , γi−2, γi−1(µi ,r )

−1γi , γi+1, . . . , γn),

îáðàçóåò ïîëóêóáè÷åñêîå ìíîæåñòâî.
Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî D(T , n) =

⋃n−1
i=1 Di (T , n) ⊂ C(T , n), ãäå

Di (T , n) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ γ, òàêèõ ÷òî

γαi ...αn−2
α1...αi−1

= ∂33,αn−2
◦ · · · ◦ ∂n−i+1

3,αi
◦ ∂n−i+2

1,αi−1
◦ · · · ∂n

1,α1(γ),

ïåòëåâîé ïåðåêðåñòîê ïðè íåêîòîðûõ αj ∈ {l , r}, j = 1, . . . , n − 2.
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Êîìïëåêñ ïåðåñå÷åíèé III

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû M ãîìîëîãèè H∗(T ,M) êîìïëåêñà

Cn(T ,M) = (C(T , n)⊗M/D(T , n)⊗M)π1(F )

ñ äèôôåðåíöèàëîì

d(γ) =
n∑

i=1

(−1)i (∂n
i ,l(γ)− ∂n

i ,r (γ))

íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè ãîìîëîãèÿìè ïåðåñå÷åíèé òàíãëà T ñ
êîýôôèöèåíòàìè â M. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèå
êîãîìîëîãèè ïåðåñå÷åíèé H∗(T ,M) òàíãëà T ñ êîýôôèöèåíòàìè â M.
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Ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ïåðåêðåñòêîâ

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü D = p(T ) � äèàãðàììà òàíãëà T . Ðàññìîòðèì öåïü

z(D) =
∑

c∈C(D)

sgn(c)γc ∈ C2(T ,Z).

1 öåïü z(D) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì: d(z(D)) = 0;

2 êëàññ ãîìîëîãèé cr(D) = [z(D)] ∈ H2(T ,Z) èíâàðèàíòåí, ò.å. äëÿ
ëþáîé èçîòîïèè f : T → T ′ èìååì f∗(cr(D)) = cr(D ′), ãäå
D = p(T ′) � äèàãðàìì òàíãëà T ′, à f∗ : H∗(T ,Z)→ H∗(T

′,Z) �
ãîìîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé èçîòîïèåé f .

Ýëåìåíò cr(D) ∈ H2(T ,Z) íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì êëàññîì

ïåðåêðåñòêîâ òàíãëà T .
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Ãîìîëîãèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îòâå÷àþùèõ çà
ðàñêðàñêó äèàãðàìì I

Ïóñòü M � àáåëåâà ãðóïïà, è A � ìíîæåñòâî öâåòîâ, èìåþùåå
ñòðóêòóðó êâàíäëà (áèêâàíäëîèäà, êðîññîèäà è ò.ï.). Ïóñòü Cn(A) �
ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê òàíãëà Tn â äèñêå, à Dn(A) ⊂ Cn(A) �
ïîäìíîæåñòâî ðàñêðàñîê, ïðîäîëæàþùèõñÿ äî ðàñêðàñêè òàíãëà ñ
ïåòëåâûì ïåðåêðåñòêîì.

n

i

i+1

1

i-1

n

i

i+1

1

i-1

Ðèñ.: Òàíãë Tn è òàíãë ñ ïåòëåâûì ïåðåêðåñòêîì
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Ãîìîëîãèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îòâå÷àþùèõ çà
ðàñêðàñêó äèàãðàìì II

n

i

i+1

1

i-1

�i,l �i,r

n

i

i+1

1

i-1

n

i

i+1

1

i-1

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû M ãîìîëîãèè H∗(A,M) êîìïëåêñà

Cn(T ,M) = Cn(A)⊗M/Dn(A)⊗M

ñ äèôôåðåíöèàëîì d(γ) =
∑n

i=1(−1)i (∂n
i ,l(γ)− ∂n

i ,r (γ)) íàçûâàþòñÿ
ãîìîëîãèÿìè êâàíäëà (áèêâàíäëîèäà, êðîññîèäà è ò.ï.) A ñ
êîýôôèöèåíòàìè â M.
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Êîöèêëè÷åñêèé èíâàðèàíò ðàñêðàñîê

Ïðåäëîæåíèå

Ëþáàÿ ðàñêðàñêà c ∈ ColA(T ) äèàãðàììû òàíãëà T ìíîæåñòâîì

öâåòîâ A èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå

c∗ : Hn(T ,M)→ Hn(A,M)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü θ ∈ Z 2(A,M) � 2-êîöèêë. Ïóñòü D � äèàãðàììà òàíãëà T .
Ñóììà

Φθ(D) =
∑

c∈ColA(D)

θ(c∗(z(D))) ∈ Z[M]

íàçûâàåòñÿ êîöèêëè÷åñêèì èíâàðèàíòîì òàíãëà T .
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Èíâàðèàíòíûå äèàãðàììíûå ñóììû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü G � èíâàðèàíòíàÿ ðàçìåòêà ýëåìåíòîâ äèàãðàììû. Äëÿ
äèàãðàììû D íàçîâåì ìíîæåñòâî cG (D) ∈ Z[G (D)] ìåòîê âñåõ
ýëåìåíòîâ äèàãðàììû äèàãðàììíîé öåïüþ. Åñëè G (D) � àáåëåâà
ãðóïïà, îáðàç sG (D) ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå
Z[G (D)]→ G (D) íàçîâåì äèàãðàììíîé ñóììîé.
Åñëè äèàãðàììíàÿ ñóììà íå çàâèñèò îò âûáîðà äèàãðàììû óçëà,
íàçîâåì åå èíâàðèàíòíîé äèàãðàììíîé ñóììîé.

Ïðèìåð

Äëÿ ïåðåêðåñòêîâ ïðèìåðàìè èíâàðèàíòíûõ äèàãðàììíûõ ñóìì
ÿâëÿþòñÿ èíäåêñ çàöåïëåíèÿ, èíäåêñíûå ìíîãî÷ëåíû, èíâàðèàíò
êîöèêëà êâàíäëîâ.
Äëÿ äóã è îáëàñòåé âñå èíâàðèàíòíûå äèàãðàììíûå ñóììû
òðèâèàëüíû.
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Èíâàðèàíòíûå ãëîáàëüíûå ñóììû

Ïðèìåð (Èíâàðèàíòíûå ãëîáàëüíûå ñóììû)

Ïóñòü G � èíâàðèàíòíàÿ ðàçìåòêà ýëåìåíòîâ äèàãðàììû. Ïóñòü µ �
ìåðà íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîòîïèè äèàãðàìì òàíãëîâ. Òîãäà
äèàãðàììíûå öåïè èíäóöèðóþò ìåðó µG íà ìíîæåñòâå G (D). Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : G → R îïðåäåëèì èíâàðèàíòíóþ

ãëîáàëüíóþ ñóììó I (D) =
∫
G(D) f (x)dµG .

Ïðèìåð (Ñêåéí-èíâàðèàíòû)

Ïóñòü F : Ds → Rel � íåêîòîðûé ôóíêòîð è (G , h) � åãî èíâàðèàíò.
Ïóñòü èìååòñÿ ñêåéí-îòîáðàæåíèå sk : G (D)→ R[T], ãäå R � êîëüöî.
Îáîçíà÷èì S = R[T]/Imsk . Ïðîåêöèÿ T→ S íàçûâàåòñÿ
ñêåéí-èíâàðèàíòîì.
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Äàëüíåéøèå íàïðàâëåíèÿ

òîïîëîãèçàöèÿ êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòîâ

îáîáùåíèÿ íà äðóãèå òåîðèè óçëîâ

ìíîãîìåðíûå óçëû
óçëû â 3-ìíîãîîáðàçèÿõ
âèðòóàëüíûå óçëû

ãðóïïû ìîíîäðîìèè:

ãðóïïà äâèæåíèé
ìîíîäðîìèÿ ýëåìåíòîâ äèàãðàììû
ìîíîäðîìèÿ ðàñêðàñîê

èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ äèàãðàìì

êîáîðäèçìû óçëîâ

íåðåéäåìåéñòåðñêèå òåîðèè óçëîâ

ïðàâèëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàñêðàñîê

íàáîðû ýëåìåíòîâ äèàãðàììû

óíèâåðñàëüíûå öèêëû â êîìïëåêñå ïåðåñå÷åíèé
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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