
Инвариантное представление

принципа максимума



I. О предистории содержания доклада

1. Моя первоначальная аргументация
в пользу инвариантности:

dx

dt
= X(x, u(t)), X = (X1, . . . , Xn),

ψ = (ψ1, . . . , ψn), H =
∑
α
ψαX

α(x, u).

dx

dt
=

∂

∂ψ
H(ψ, x, u),

dψ

dt
= −

∂

∂x
H(ψ, x, u),

H = max
u

H(ψ, x, u).


2. О полевом подходе к задачам оптими-
зации

D =
∂H

∂p

∂

∂q
−
∂H

∂q

∂

∂p

iDω = −dH.
3. Об инвариантном характере задачи быст-
родействия

dx

dt
= X(x, u), x ∈M, u ∈ U, t ∈ J,

x(t1) 7→ x(t2)⇒ t2 − t1 = min ∀t1, t2 ∈ J



II. Первоначальная формулировка ПМ

• Принцип максимума:
Задача формулируется в Rn:

dx

dt
= X(x, u), u ∈ U, t ∈ J,

x = (x1, . . . , xn), X = (X1, . . . , Xn) ∈ Rn.

Вводим вспомогательные переменные
ψ и гамильтонову функцию H задачи,

ψ = (ψ1, . . . , ψn),

H(ψ, x, u) =
n∑

α=1

ψαX
α(x, u).

Соответствующая гамильтонова систе-
ма:
dx

dt
=
∂H

∂ψ
(ψ, x, u),

dψ

dt
= −

∂H

∂x
(ψ, x, u),

x(t0) = x0, ψ(t0) = ψ0 6= 0, t ∈ J.


Условие максимума:

H(ψ, x, u) = max
v∈U

H(ψ, x, v).



• Обсуждение ПМ

1. Некоторая тяжеловесность форму-
лировки — плата за математическую
строгость.

Интуитивный смысл ПМ - динамиче-
ское исключение параметра u вдоль экс-
тремали с помощью условия максиму-
ма.

2. Производная Понтрягина PX — га-
мильтоново поле на T ∗M , индуцирован-
ное гамильтонианом H:

PX =
∑
α

∂H

∂ψα
·
∂

∂xα
−
∑
α

∂H

∂xα
·
∂

∂ψα
=

∑
α
Xα ∂

∂xα
−
∑
α,β

ψβ
∂Xβ

∂xα
∂

∂ψα
.

3. Формулировка задачи инвариантно-
го представления ПМ: канонический (понт-
рягинский) лифт:

X 7→ HX 7→ PX ∈ V ectM



III. Канонический (понтрягинский) лифт

Z 7→ HZ 7→ DZ ∈ V ect T ∗M, Z ∈ V ectM

• Два основных подмодуля в алгеб-
рах C∞(T ∗M), C∞(TM)

1. Для учета расслоенной структуры

T ∗M
π
−→M (аналогично в TM) удоб-

но R-алгебру C∞(T ∗M) рассматривать
одновременно как C∞(M)-модуль:

aH ′+ bH ′′
def
= π∗a ·H ′+ π∗b ·H ′′,

∀a, b ∈ C∞(M), H ′, H ′′ ∈ C∞(T ∗M),

2. Подмодуль послойно-постоянных функ-
ций:

A∗ =
{
π∗a

∣∣∣∣ a ∈ C∞(M)
}
⊂ C∞(T ∗M)



3. Подмодуль V∗ ⊂ C∞(T ∗M) послойно-
линейных функций:

H ∈ V∗

m
H(λσ′x + µσ′′x) = λH(σ′x) + µH(σ′′x)

∀σ′x, σ′′x ∈ T ∗xM, x ∈M

4. Естественное отождествление моду-
ля V ectM с подмодулем V∗:

Z ∈ V ectM ⇐⇒ HZ ∈ V∗ ⊂ C∞(T ∗M),

HZ(σ) =< σ,Zπσ > ∀σ ∈ T ∗M,

m
V ectM

∼
= V∗ ⊂ C∞(T ∗M).



• Канонический (понтрягинский) лифт:

Z 7→ HZ 7→ DZ, iDZω = −dHZ.

1. Гамильтониан HZ послойно линеен

⇓

гамильтоново поле DZ — лифт в T ∗M
над Z ∈ V ectM , т.е. сохраняет модуль
послойно-линейных функций V∗ и яв-
ляется дифференцированием этого мо-
дуля над Z,

DZ · aH = Za ·H + a ·DZH ∀H ∈ V∗.

Соответственно, поток etDZ — лифт над
etZ, т.е. является послойным отобра-
жением, причем ограничение на про-
извольном слое — линейный изомор-
физм,

etDZ : T ∗xM −→ T ∗
etZx

M ∀x ∈M.



2. Гамильтониан HZ, в силу линейно-
сти на слоях, легко вычисляется в ка-
нонических координатах

HZ =
∑
α
pαZ

α,

(
Z =

∑
α
Zα

∂

∂xα

)
⇓

DZ =
∑
α

(
∂HZ
∂pα

·
∂

∂qα
−
∂HZ
∂qα

·
∂

∂pα

)
=

DZ =
∑
α
Zα

∂

∂qα
−
∑
α,β

pβ
∂Zβ

∂xα
∂

∂pα

Действительно, для ∀σ ∈ T ∗M :

HZ(σ) =< σ,Z(πσ) >=∑
α,β

< pαdx
α, Zβ

∂

∂xβ
>

∣∣∣∣
σ

=
∑
α
pαZ

α
∣∣∣∣
σ
.



• Следствия:

1. Функция (семейство функций) HX
совпадает с гамильтонианом H задачи
быстродействия и первоначально вве-
денные координаты x, ψ фактически яв-
ляются каноническими =⇒ DX = PX.

2. Уравнения

HX(σ, u)
def
=< σ,X(πσ, u) >=

∑
α
pαX

α
∣∣∣∣
σ

iPXω = −dHX , (ω = −
∑
α
dqα ∧ dpα),

дают инвариантное представление прин-
ципа максимума.

3. Производная Понтрягина PX — ка-
нонический лифт в T ∗M над X ∈ V ectM ,
соответственно, поток etPX — лифт в
T ∗M над etX.

4. Гамильтониан для общей оптималь-
ной задачи.



IV. Идентификация поля PX.

• 1. Производная Ли LX:

etLX
def
=

(
etX

)
∗

: TxM −→ TetXxM.

LX — лифт на TM над полем X.

2. Сопряженный поток
(
etLX

)# def
= etL

#
X

— лифт на T ∗M над потоком e−tX

<
(
etLX

)#
θx, Ye−tXx >=< θx, e

tLXYe−tXx >,(
etLX

)#
= etL

#
X : T ∗xM −→ T ∗

e−tXxM.

3. Двойственный поток
(
etLX

)#−1
и двой-

ственое поле L#
−X — лифт на T ∗M над

etX, соответственно, над X:(
etLX

)#−1
= e−tL

#
X = e

tL#
−X ,

e
tL#
−X : T ∗xM −→ T ∗

etXx
M.

4. Наиболее естественная гипотеза:

PX = L#
−X (∗)



• Вычисление поля L#
−X

1. Переход от соотношения между по-

токами диффеоморфизмов etLX , etL
#
X к

соотношению между потоками соответ-
ствующих автоморфизмов обратного сно-
са в модулях C∞(TM), C∞(T ∗M), кото-
рые обозначим exp(tLX), exp(tL#

X ):

< exp(tLX)θ, Y >=

exp(tX) < θ, exp(tL#
X )Y >,

⇓
X < θ, Y >=< LXθ, Y > + < θ,L#

−XY >

∀θ ∈ Λ(1)(M), X, Y ∈ V ectM,

⇓

L#
−X

∣∣∣∣
V∗

= adX , V∗
∼
= V ectM.


2. Мы приходим к неожиданной, одна-
ко легко проверяемой гипотезе:

PX=adX ∀X ∈ V ectM,

PXHY = H[X,Y ] = HadXY ∀X,Y ∈ V ectM.


