
Î ïåðèîäå ðàçëîæåíèÿ
√
D â öåïíóþ äðîáü

Ì.À. Êîðîë¼â*

*Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà (ÌÈÀÍ)

Íàó÷íàÿ ñåññèÿ ÌÈÀÍ, ïîñâÿùåííàÿ ïîäâåäåíèþ èòîãîâ 2025

ãîäà

Ìîñêâà

18 íîÿáðÿ 2025 ãîäà

M.A. Êîðîë¼â Î ïåðèîäå ðàçëîæåíèÿ
√

D â öåïíóþ äðîáü



Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è öåïíûå äðîáè

J.-L. Lagrange, 1770: öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà α ïåðèîäè÷íà (ñ íåêîòîðîãî
ìåñòà) òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.
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Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è öåïíûå äðîáè

Â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − Dy2 = ±1 äëÿ áåñêâàäðàòíûõ
÷èñåë D ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü ÷èñëà

√
D.

Èçâåñòíî, ÷òî îíî èìååò âèä

√
D = [q0; q1, q2, . . . , q2, q1, 2q0].

Íàïðèìåð,

√
21 = [4; 1, 1, 2, 1, 1, 8];

√
37 = [6; 12];

√
45 = [6; 1, 2, 2, 2, 1, 12];

√
109 = [10; 2, 3, 1, 2, 4, 1, 6, 6, 1, 4, 2, 1, 3, 2, 20].
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Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è öåïíûå äðîáè

D p(D)
√
D D p(D)

√
D D p(D)

√
D

3395 4 58.27 6447 8 80, 29 9453 8 97, 23
3397 82 58.28 6449 83 80, 31 9454 106 97, 23
3398 30 58.29 6451 170 80, 32 9455 8 97, 24
3399 6 58.30 6454 48 80, 34 9458 7 97, 25
3401 32 58.32 6455 24 80, 34 9461 119 97, 27
3403 6 58.34 6457 74 80, 36 9462 10 97, 27
3405 18 58.35 6458 27 80, 36 9463 120 97, 28
3406 46 58.36 6459 30 80, 37 9465 58 97, 29
3407 32 58.37 6461 38 80, 38 9466 75 97, 29
3409 86 58.39 6463 36 80, 39 9467 10 97, 30
3410 12 58.40 6465 40 80, 41 9469 84 97, 31
3413 13 58.42 6466 29 80, 41 9470 18 97, 31
3414 18 58.43 6467 20 80, 42 9471 12 97, 32
3415 40 58.44 6469 49 80, 43 9473 73 97, 33

(W. Patz, Tafel Der regelm�assigen Kettenbr�uche und Ihrer Vollst�andigen

Quotienten f�ur Die Quadratwurzeln Aus Den Naturlichen Zahlen Von 1− 10000,
1955).
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Âåðõíèå îöåíêè p(D) äëÿ áåñêâàäðàòíûõ ÷èñåë D

D.R. Hickerson, 1973 :

p(D) <
√

D exp

(
(ln 2 + o(1))

lnD

ln lnD

)
;

K.E. Hirst, 1972 :

p(D) < 2
√

D(lnD + O(1));

R.G. Stanton, H.C. Williams, 1976 :

p(D) < 0.82
√

D lnD, D > 7;

R.G. Stanton, C. Sudler, H.C. Williams, 1976 :

p(D) < 0.72
√

D lnD, D > 7;

J.H.E. Cohn, 1977 :

p(D) < c
√

D lnD + O(
√

D), c =
7

2π2
= 0.3546 . . .

H.W. Liu, 1986 :

p(D) < 0.24
√

D lnD.
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Ñâÿçü p(D) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ

Å.Â. Ïîäñûïàíèí, 1979:

p(D) <
κ
√

∆L(1, χD)

2h(D) lnφ
, φ =

1 +
√

5

2
,

h(D) � ÷èñëî êëàññîâ âåùåñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ Q(
√

D),
∆ � äèñêðèìèíàíò ïîëÿ, ò.å.

∆ =

{
D, åñëè D ≡ 1 (mod 4),

4D, èíà÷å,
χD(n) =

(
∆

n

)
−ñèìâîë Êðîíåêåðà,

ε0 =
1

2
(u0 + v0

√
D) −ôóíäàìåíòàëüíàÿ åäèíèöà â Q(

√
D),

κ = 1 èëè 3 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò ëè ÷¼òíûì u0 èëè íåò.

M.A. Êîðîë¼â Î ïåðèîäå ðàçëîæåíèÿ
√

D â öåïíóþ äðîáü



Äðóãèå óñëîâíûå è áåçóñëîâíûå ðåçóëüòàòû

Åñëè âåðíà ðàñøèðåííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà, òî

p(D) ≪
√

D ln lnD.

J.H.E. Cohn, 1977: áåç êàêèõ áû òî íè áûëî ãèïîòåç

p(D) = Ω

( √
D

ln lnD

)
.

N. Saradha, 2017: äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ áåñêâàäðàòíûõ D âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

p(D) < 6.5(1 + ε)
√

D(lnD)1−ln 2 1 − ln 2 = 0.3068 . . .
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Ìíîæåñòâî ¾èñêëþ÷èòåëüíûõ¿ D

A. Rockett, P. Sz�usz, 1990:
ïóñòü α > 0, X > X0, è ïóñòü E(X;α) � ìíîæåñòâî òåõ áåñêâàäðàòíûõ D
ïðîìåæóòêà

X < D ⩽ 2X,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

p(D) > α
√

D.

Òîãäà

|E(X;α)| ⩽
cX

(lnα)2
, c > 0 - ïîñòîÿííàÿ.
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Ìíîæåñòâî ¾èñêëþ÷èòåëüíûõ¿ D

F. Battistoni L. Greni�e G. Molteni, 2024:

|E(X;α)| ⩽
c1 + o(1)

α
X, |E(X;α)| ⩽

c2 + o(1)

α2
X,

c1 = 1.6898 . . ., c2 = 47.

Ì.Ê., 2025:

|E(X;α)| ⩽
c0 + o(1)

α2
X, c0 = 3.663 . . .
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Îñíîâíûå èíñòðóìåíòû

1) D.R. Hickerson, 1973: ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p(D) ⩽ g(D),

ãäå âåëè÷èíà g(D) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è q ñ
óñëîâèÿìè:

1 ⩽ m <
√

D,
√

D − m < q <
√

D + m, q|D − m2.

2) F. Battistoni L. Greni�e G. Molteni: ïîëó÷åíèå àñèìïòîòèêè ïåðâîãî
ìîìåíòà g(D) è âåðõíåé îöåíêè âòîðîãî ìîìåíòà g(D):∑

D⩽X

g(D) =
4

3
(ln 2)X3/2(1 + o(1)),

∑
D⩽X

g2(D) ⩽ 11.9X2(1 + o(1))

è íåðàâåíñòâî ¾÷åáûøåâñêîãî òèïà¿:(
α
√

X
)2 · |E(X;α)| ⩽

∑
D∈E

p2(D) ⩽
∑

X<D⩽2X

g2(D).
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×òî ïîëó÷èëîñü:

3) Ì.Ê.: âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèêè âòîðîãî ìîìåíòà:∑
D⩽X

g2(D) = c0X
2 + O(X2−δ+ε), c0 = 1.218 . . . , δ =

1

54
.

Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé c0:

c0 =
13

14

ζ(2)

ζ(3)
S,

ïðè÷¼ì âåëè÷èíà S ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì:

S =

∫ 1

0
du1

∫ 1

0
du2

∫ 1+u1

0
dv1

∫ 1+u2

0
φ(u1, u2, v1, v2)dv2,

ãäå φ(u1, u2, v1, v2) =

=
1

v1v2
max

(
0,min (1, (u1 + v1)

2, (u2 + v2)
2)−max (u2

1, u
2
2, (u1 − v1)

2, (u2 − v2)
2)
)

Å¼ òî÷íîå çíà÷åíèå áûëî íàéäåíî F. Battistoni L. Greni�e G. Molteni:

S = 2(ln 2)2 = 0.9609060278 . . .
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Îñíîâíûå èíñòðóìåíòû

Òåîðåìà S. Bettin, V. Chandee (2018) îá îöåíêå ¾ñóììû ñóìì
Êëîîñòåðìàíà¿ âèäà

S =
∑

L<ℓ⩽L1

∑
M<m⩽M1

∑
N<n⩽N1

(m,n)=1

ambncℓ e

(
ϑ

ℓm

n
+ fℓ,ϑ(m,n)

)

ãäå ôóíêöèÿ fℓ,ϑ(x, y) ïðè ëþáîì ℓ ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(R2
+) è

óäîâëåòâîðÿåò â ïðÿìîóãîëüíèêå

M ⩽ x ⩽ M1, N ⩽ y ⩽ N1

íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì íà ðîñò ïåðâûõ äâóõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ,

a = {am},b = {bn}, c = {cℓ} � ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!

M.A. Êîðîë¼â Î ïåðèîäå ðàçëîæåíèÿ
√

D â öåïíóþ äðîáü


