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Îáîçíà÷åíèÿ. D := {z : |z| < 1}, C+ := {z : Re z > 0}
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Øóðà, åñëè

f ∈ H(D) è |f(z)| ⩽ 1.

Àëãîðèòì Øóðà. Ïóñòü f(z) � ôóíêöèÿ Øóðà, a1, a2, . . . � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê, ëåæàùèõ â D,

φan(z) :=
z − an
1− zan

, n = 1, 2, . . . ,

� äðîáíî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå D â D. Òîãäà |γ0| ⩽ 1, ãäå

γ0 := f(a1) , f(z) = γ0+
(1− |γ0|2)φa1

(z)

γ0φa1
(z) +

1

f1(z)

, f1(z) :=
f(z)− γ0

φa1
(z)
(
1− γ0f(z)

) � ô-ÿ Øóðà

γ1 := f1(a2) , f(z) = γ0+
(1− |γ0|2)φa1(z)

γ0φa1
(z) +

1

f1(z)

= γ0+
(1− |γ0|2)φa1(z)

γ0φa1
(z) +

1

γ1 +
(1−|γ1|2)φa2

(z)

γ1φa2
(z)+

1

f2(z)

f(z) ∼ γ0 +
(1− |γ0|2)φa1

(z)

γ0φa1(z) +
1

γ1 +
(1−|γ1|2)φa2

(z)

γ1φa2
(z)+

1

γ2 + . . .

, |γn| ⩽ 1 , n = 0, 1, . . . (1) A1

Îáîçíà÷åíèÿ.

π0(z) ≡ γ0, π1(z) = γ0 +
(1− |γ0|2)φa1(z)

γ0φa1
(z)

, π2(z) = γ0 +
(1− |γ0|2)φa1(z)

γ0φa1
(z) +

1

γ1

, . . .

Òåîðåìà Øóðà. Ïóñòü a1 = a2 = · · · = 0, è ïóñòü |γn| < 1 , n = 0, 1, . . . .

Òîãäà

lim
n→∞

π2n(z) = f(z) , z ∈ D ,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D, f(z) � ôóíêöèÿ Øóðà. Àëãîðèòì Øóðà, ïðèìåíåí-

íûé ê f(z), ïðèâîäèò ê èñõîäíîé íåïðåðûâíîé äðîáè.

Çàìå÷àíèÿ.

1◦. Òåîðåìà Øóðà âåðíà è â ìíîãîòî÷å÷íîì ñëó÷àå, â êîòîðîì a1, a2, . . . �

ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, êîìïàêòíî ëåæàùèå â D.

2◦. π2n+1(z) =
(
π2n(z−1)

)−1

3◦. limn→∞ π2n+1(z) = f̃(z) :=
(
f(z−1)

)−1
, z ∈ D∗ := C \ D
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Îïðåäåëåíèå. F (z) � ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè, åñëè F ∈ H(D) è ReF (z) ⩾ 0.

Ïóñòü F (z) � ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè, a0, a1, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê,

ëåæàùèõ â D. Òîãäà Re γ−1 ⩾ 0, ãäå γ−1 := F (a0),

F (z) = γ−1 +
(γ−1 + γ−1)φa0(z)

−φa0
(z) +

1

f(z)

, f(z) =
F (z)− γ−1

φa(z)(F (z) + γ−1)
� ô-ÿ Øóðà

F (z) ∼ γ−1+
(γ−1 + γ−1)φa0(z)

−φa0(z) +
1

γ0 +
(1− |γ0|2)φa1

(z)

γ0φa1
(z) +

1

γ1 +
(1− |γ1|2)φa2

(z)

γ1φa2(z) +
1

γ2 + . . .

,
Re γ−1 ⩾ 0 ,

|γn| ⩽ 1 , n = 0, 1, . . .

(2) A2

Òåîðåìà Ðèññà�Õåðãëîòöà. Ôóíêöèÿ F (z) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êàðàòåî-

äîðè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà ζ ñ íî-

ñèòåëåì íà îêðóæíîñòè T := {|z| = 1} òàêàÿ, ÷òî

F (z) = i ImF (0) +

∫
T

t+ z

t− z
dζ(t) .

Òåîðåìû Ãåðîíèìóñà. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ äðîáü (
A2

2) òàêîâà ÷òî

a0 = a1 = · · · = 0 è Re γ−1 > 0 , |γn| < 1 , n = 0, 1, . . . .

Òîãäà lim
n→∞

ζ2n(z) = F (z) , z ∈ D ,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D, F (z) � ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè è

1◦. Åñëè ìíîãî÷ëåíû

pn(z) = knz
n + · · ·+ pn(0) , kn ̸= 0 , n = 0, 1, . . . ,

îðòîãîíàëüíû ïî ìåðå, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè, òî

pn(z) =
kn
kn−1

zpn−1(z)−
kn

kn−1

γn−1z
n−1p∗n−1(z) , ãäå p

∗
n(z) := pn(1/z) , n = 1, 2, . . . ,

(ò.å. γn−1 = −pn(0)/p∗n(0))
2◦. Åñëè

limn→∞

n∏
k=0

(1− |γn|2)1/n = 1 ,

òî íîñèòåëü ìåðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè, ñîâïàäàåò ñ T.



Ìíîãîòî÷å÷íûé âàðèàíò ïåðâîé òåîðåìû Ãåðîíèìóñà. Ïóñòü íåïðå-

ðûâíàÿ äðîáü (
A2

2) òàêîâà ÷òî

{an}∞n=0 ⋐ D è Re γ−1 > 0 , |γn| < 1 , n = 0, 1, . . . .

Òîãäà lim
n→∞

ζ2n(z) = F (z) , z ∈ D ,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D, F (z) � ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè è åñëè ðàöèîíàëüíûå

ôóíêöèè rn(z) =
∑n

j=0 cn,jLj(z), cn,n ̸= 0 ïîëó÷åíû ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçà-

öèè ñèñòåìû ôóíêöèé

L0(z) :≡ 1 , L1(z) := φa1
(z) , . . . , Ln(z) :=

n∏
k=1

φak
(z) , . . . .

ïî ìåðå, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè, òî

γn−1 := −rn(an−1)/r
∗
n(an−1) , n = 1, 2, . . . .

Çàìå÷àíèå. ζ2n+1(z) = −ζ2n(z−1) è limn→∞ ζ2n+1(z) = −F (z−1) , z ∈ D∗
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ äðîáü (
A2

2) òàêîâà, ÷òî

Re γ−1 > 0 , |γn| < 1 , n = 0, 1, . . . .

Òîãäà lim
n→∞

ζ2n(z) = F (z) , z ∈ D ,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â D, F (z) � ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè. Ïðè ýòîì

1◦. Åñëè ëåæàùèå â D òî÷êè a0, a1, . . . èìåþò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

òàêîå, ÷òî

ξa0
+ · · ·+ ξan−1

n

∗−→
n→∞

θ , ò.å. lim
n→∞

v(a0) + · · ·+ v(an−1)

n
=

∫
v(z)dθ(z) ∀v(z) ∈ C(C)

ãäå θ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ñ íîñèòåëåì íà êîìïàêòå, ëåæàùåì â D, è

limn→∞

n∏
k=0

(1− |γn|)1/n = 1 ,

òî íîñèòåëü ìåðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè, ñîâïàäàåò ñ T.

2◦. Åñëè ëåæàùèå â D òî÷êè a0, a1, . . . è êîýôôèöèåíòû γ−1, γ0, . . . èìåþò

ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì q ∈ N ïðåäåëû

lim
n→∞

anq+p = ap , ap ∈ D , p = 1, . . . , q ,

lim
n→∞

γnq+p = γp , |γp| < 1 , p = 1, . . . , q ,

òî

lim
n→∞

πn(z) = F(z) = i ImF(0) +

∫
Γ∪Γ̃

t+ z

t− z
dζ(t) , z ∈ C \ Γ ,

ëîê. ðàâíîìåðíî â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå â C \ Γ, ãäå ìåðà ζ òàêîâà, ÷òî

supp ζ = Γ ∪ Γ̃ ⊆ T ,

Γ̃ � ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ôóíêöèè F(z),

Γ � îáúåäèíåíèå íå áîëåå, ÷åì q äóã íà T,

Γ :=
{
z ∈ C :

I2(z)∏q
p=1(z − ap)(1− zap)

∈ [0, 4

n∏
p=1

(1− |γp|2)]
}
,

I(z) � ñëåä ìàòðèöû(
(z − a1) γ0(1− za1)

γ0(z − a1) (1− za1)

)
× · · · ×

(
(z − aq) γq−1(1− zaq)

γq−1(z − aq) (1− zaq)

)
, γ0 := γq



Îïðåäåëåíèå. G � ôóíêöèÿ Íåâàíëèííû, åñëè G ∈ H(C+) è ImG(z) ⩾ 0.

Ïóñòü G(z) � ôóíêöèÿ Íåâàíëèííû, d0, d1, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê,

ëåæàùèõ â C+, ψdn(z) =
z−dn

z−dn
� äðîáíî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå

C+ â D. Òîãäà Im δ−1 ⩾ 0, ãäå δ−1 := G(d0),

G(z) ∼ δ−1+
(δ−1 − δ−1)ψd0

(z)

−ψd0
(z) +

1

δ0 +
(1− |δ0|2)ψd1(z)

δ0ψd1(z) +
1

δ1 +
(1− |δ1|2)ψd2

(z)

δ1ψd2
(z) +

1

δ2 + . . .

,
Im δ−1 ⩾ 0 ,

|δn| ⩽ 1 , n = 0, 1, . . .

(3) A3

Òåîðåìà Ðèññà�Õåðãëîòöà. Ôóíêöèÿ G(z) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Íåâàí-

ëèííû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà σ ñ

íîñèòåëåì íà R òàêàÿ, ÷òî

G(z) = ReG(i) +

∫
R

1 + uz

u− z
dσ(u) .

F (z) � ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè ⇐⇒ G(z) = iF
(
ψ(z)

)
� ôóíêöèÿ Íåâàíëèííû.

Ïðè ýòîì supp ζ = ψ(suppσ) , ãäå ψ(z) =
z − i

z + i
.

Óòâåðæäåíèå.

G(z) = iF
(
ψ(z)

)
è an = ψ(dn) =⇒

{
δ−1 = iγ−1 , δn = t0 . . . tnγn , tn := 1−an

1−an
,

η2n(z) = iζ2n
(
ψ(z)

)
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ äðîáü (
A3

3) òàêîâà, ÷òî

Im δ−1 > 0 , |δn| < 1 , n = 0, 1, . . . .

Òîãäà lim
n→∞

η2n(z) = G(z) , z ∈ C+ ,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â C+, G(z) � ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè. Ïðè ýòîì

1◦. Åñëè ëåæàùèå â C+ òî÷êè d0, d1, . . . èìåþò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

òàêîå, ÷òî
ξd0

+ · · ·+ ξdn−1

n

∗−→
n→∞

θ ,

θ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ñ íîñèòåëåì íà êîìïàêòå, ëåæàùåì â C+, è

limn→∞

n∏
k=0

(1− |δn|)1/n = 1 .

Òîãäà lim
n→∞

η2n(z) = G(z) , z ∈ C+ , ,

ëîê. ðàâíîìåðíî â C+, G(z) � ôóíêöèÿ Íåâàíëèííû òàêàÿ, ÷òî suppσ = R.

2◦. Åñëè ëåæàùèå â C+ òî÷êè d0, d1, . . . è êîýôôèöèåíòû δ−1, δ0, . . . èìåþò

ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì q ∈ N ïðåäåëû

lim
n→∞

dnq+p = dp , dp ∈ C+ , p = 1, . . . , q ,

lim
n→∞

δnq+p = δp , |δp| < 1 , p = 1, . . . , q ,

òî

lim
n→∞

ηn(z) = G(z) = ReG(i) +

∫
∆∪∆̃

1 + uz

u− z
dσ(u) , z ∈ C \∆ ,

ëîê. ðàâíîìåðíî â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå â C \∆, ãäå ìåðà σ òàêîâà, ÷òî

suppσ = ∆ ∪ ∆̃ ⊆ R ,

∆̃ � ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ôóíêöèè G(z),

∆ � îáúåäèíåíèå íå áîëåå, ÷åì q îòðåçêîâ íà R,

∆ :=
{
z ∈ C :

I2(z)∏q
p=1(z − dp)(z − d

p
)
∈ [0, 4

n∏
p=1

(1− |δp|2)]
}
,

I(z) � ñëåä ìàòðèöû(
(z − d1) δ0(z − d

1
)

δ
0
(z − d1) (z − d

1
)

)
× · · · ×

(
(z − dq) δq−1(z − d

q
)

δ
q−1

(z − dq) (z − d
q
)

)
, δ0 := δq



Ëåììà.

πn(z) ⇒ G(z) , n→ ∞ , z ∈ C \∆∗ ,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå â C \ ∆∗, ãäå G(z) � ôóíêöèÿ,

ìåðîìîðôíàÿ â C \ Γ,

∆∗ :=
{
z ∈ C :

I2(z)∏q
p=1(z − dp)(z − d

p
)
∈ [0, 4

n∏
p=1

(1− |δp|2)]
}
,

I(z) � ñëåä ìàòðèöû(
(z − d1) δ0(z − d

1
)

δ
0
(z − d1) (z − d

1
)

)
× · · · ×

(
(z − dq) δq−1(z − d

q
)

δ
q−1

(z − dq) (z − d
q
)

)
, δ0 := δq

Êîìïàêò Γ íå ñîäåðæèò òî÷åê d1, d1, . . . , dq, dq è ñîñòîèò èç íå áîëåå, ÷åì q

àíàëèòè÷åñêèõ äóã â C.

Òåîðåìà Øóðà.

lim
n→∞

π2n(z) = G(z) , z ∈ C+ è lim
n→∞

π2n+1(z) = G(z) , z ∈ C− .

G(z) = ReG(i) +

∫
suppσ

1 + uz

u− z
dσ(u) , z ∈ C \ suppσ .

Ïîëîæèì

suppσ := ∆ ∪ ∆̃ ,

ãäå ∆ � îáúåäèíåíèå âñåõ íå âûðîæäàþùèõñÿ â òî÷êó îòðåçêîâ, ëåæàùèõ â

suppσ, ∆̃ = suppσ \∆.
Äîêàæåì, ÷òî ∆ = ∆∗, ∆̃ � ìíîæåñòâî ïîëþñîâ G(z). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü, ÷òî G(z) íå èìååò ìåðîìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ íè ÷åðåç êàêóþ

ñêîëü-óãîäíî ìàëóþ äóãó íà ∆∗.

Ëåììà. Ïóñòü E � êîìïàêò â C+, ñîäåðæàùèé (ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêèå)

òî÷êè d1, d2, . . . , E := {z : z ∈ E}, E := E ∪ E, f(z) ∈ H(E).

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà K ⊂ C, íå ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ E, ñîñòîÿùåãî èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíòèíóóìîâ è òàêîãî, ÷òî f(z) äîïóñêàåò ìåðîìîðôíîå ïðî-

äîëæåíèå âî âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû C \K, èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå

ñ E, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

limn→∞

∣∣∣∣det(∮
E

f(z)zj+k−2∏n
p=1(z − dp)(z − dp)

dz

)
j,k=1,...,n

∣∣∣∣1/n2

⩽ dφK ,

ãäå

dφK := lim
n→∞

(
max

z1,...,zn⊂K

∏
1⩽q<r⩽n

|zq − zr|e−(φ(zq)+φ(zr))

)2/(n−1)n

� òðàíñôèíèòíûé äèàìåòð êîìïàêòà K âî âíåøíåì ïîëå

φ(z) =
1

2q

q∑
p=1

(log |z − dp|+ log |z − d
p|) .
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Ëåììà.

limn→∞

∣∣∣∣det(∮
E

G(z)zj+k−2∏n
p=1(z − dp)(z − dp)

dz

)
j,k=1,...,n

∣∣∣∣1/n2

=

q∏
p=1

(1− |δp|2)1/2q

|I(dp)|1/q2
.

Ëåììà.

dφΓ =

q∏
p=1

(1− |δp|2)1/2q

|I(dp)|1/q2
.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ G(z) èìååò ìåðîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå ÷åðåç

ñêîëü-óãîäíî ìàëóþ äóãó U = Γ ∩ {|z − z0| < ε}, z0 ∈ Γ, ε > 0, òî ïîëó÷èì

ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê

q∏
p=1

(1− |δp|2)1/2q

|I(dp)|1/q2
= limn→∞

∣∣∣∣det(∮
E

G(z)zj+k−2dz∏n
p=1(z − dp)(z − dp)

)
j,k=1,...,n

∣∣∣∣1/n2

⩽ dφ(Γ \ U) < dφΓ =

q∏
p=1

(1− |δp|2)1/2q

|I(dp)|1/q2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ G(z) ìåðîìîðôíà âíå Γ è íå ìîæåò èìåòü ìåðî-

ìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ íè ÷åðåç êàêóþ ñêîëü-óãîäíî ìàëóþ äóãó, ëåæàùóþ íà

Γ.

Òàê êàê ôóíêöèÿG(z) ìåðîìîðôíà âíå Γ∩∆ è íå ìîæåò èìåòü ìåðîìîðôíî-

ãî ïðîäîëæåíèÿ íè ÷åðåç êàêóþ ñêîëü-óãîäíî ìàëóþ äóãó, ëåæàùóþ íà Γ ∪∆,

òî Γ = ∆ è ∆̃ � ìíîæåñòâî ïîëþñîâ G(z).


