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Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ�Ïðèìà

Σ � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ /C ðîäà g,

τ : Σ→ Σ � ãîëîìîðôíàÿ èíâîëþöèÿ.

Äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà: τ∗ω = −ω.

h = dim{äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà}

τ -èíâàðèàíòíûé áàçèñ öèêëîâ:

aα + τ(aα+h) = bα + τ(bα+h) = 0

aj + τ(aj) = bj + τ(bj) = 0

Íîðìàëèçîâàííûå äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà: ωα, ωj, ò.÷.∮
aβ
ωα = 2πiδα,β ,

∮
ak
ωj = 2πiδk,j,

∮
aj
ωα =

∮
aα
ωj = 0.

Îòîáðàæåíèå Àáåëÿ�Ïðèìà: A(ζ1 + . . .+ ζh) =
h∑

k=1

∫ ζk
(
ωα

ωj

)



Ìíîãîîáðàçèå è θ-ôóíêöèÿ Ïðèìà

Ìàòðèöà Ïðèìà:

Π =

 Παβ Παj

Πiβ Πij

 =


∫
bβ
ωα

1
2

∫
bj
ωα∫

bβ
ωi

1
2

∫
bj
ωi

 .

Ìíîãîîáðàçèå Ïðèìà: Div(Σ)
Abel−Prym map //

Abel map

��

Ch/Z(2πiE,Π)

pr

��
Jac(Σ)

alternation
// Prym(Σ)

θ-ôóíêöèÿ Ïðèìà: θ(z,Π) =
∑
N∈Zh

exp(
1

2
NTΠN+NTz), z ∈ Ch.



Îáðàùåíèå ßêîáè è òåîðåìà Ðèìàíà î íóëÿõ

Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ èçâåñòíà êàê

ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ ßêîáè. Å¼ ðåøåíèå äà¼òñÿ òåîðåìîé

Ðèìàíà: ïðîîáðàç îáùåé òî÷êè φ ∈ Jac(Σ) � ýòî äèâèçîð ζ

íóëåé ôóíêöèè F(P) = θ(A(P)− φ+ ∆), P ∈ Σ, deg ζ = g

(g = genus(Σ), θ � òýòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà).

Òåîðåìà Àáåëÿ�ßêîáè: Symg(Σ) ' Jac(Σ).

Òåîðåìà Ðèìàíà äëÿ ïðèìèàíîâ: ïðîîáðàç îáùåé òî÷êè

φ ∈ Z(2πiE,Π) � ýòî äèâèçîð ζ íóëåé ôóíêöèè

F(P) = θ(A(P)− ε−1(φ−∆)), P ∈ Σ, deg ζ = 2h,

A(ζ) +A(τζ) = 2∆ (h = dim Prym(Σ), θ � òýòà-ôóíêöèÿ

Ïðèìà, A � ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ�Ïðèìà, ε = diag(εα, εj),

εα = id, εj = 2 · id).



Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ è êðèâûå ñ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè

Âîîáùå ãîâîðÿ,

íà ïðèìèàíàõ íåò àíàëîãà îáðàùåíèÿ ßêîáè

Äåéñòâèòåëüíî,

÷èñëî íóëåé ôóíêöèè F(P) = θ(A(P)− ε(φ−∆)) âäâîå

áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðèìèàíà.

Ïóñòü íà Σ èìååòñÿ ïàðà êîììóòèðóþùèõ ãîëîìîðôíûõ

èíâîëþöèé τ1, τ2, òàêèõ ÷òî äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà

îòíîñèòåëüíî τ1 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî τ2. Íàçîâ¼ì

òðîéêó (Σ, τ1, τ2) êðèâîé ñ ïàðîé èíâîëþöèé òèïà 1.



Àíàëîã òåîðåìû Àáåëÿ�ßêîáè äëÿ ïðèìèàíîâ

Òåîðåìà 1 (Sh'25). Ïóñòü (Σ, τ1, τ2) � êðèâàÿ ñ ïàðîé

èíâîëþöèé òèïà 1, Σi = Σ/τi, Prymi(Σ) � ïðèìèàí Σ

îòíîñèòåëüíî τi, hi = dimPrymi(Σ), Πi � ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ìàòðèöà Ïðèìà. Òîãäà

îòîáðàæåíèå Àáåëÿ�Ïðèìà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåñïåöèàëüíûìè

τ2-èíâàðèàíòíûìè äèâèçîðàìè ñòåïåíè 2h1 íà Σ è

îòêðûòûì ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì â Ch1/Z(2πiE,Π1).

â çàâèñèìîñòè îò òèïîâ âåòâëåíèÿ Σ→ Σi (i = 1, 2),

âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

Prym1(Σ) ' Symh1Σ2 èëè Prym1(Σ) ' (Symh1Σ2)/Z2,
ãäå ' îáîçíà÷àåò áèðàöèîíàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.



Òèïû âåòâëåíèÿ è óòî÷íåíèå òåîðåìû 1

Ïóñòü 2n1, 2n2 � ñòåïåíè äèâèçîðîâ âåòâëåíèÿ.

Ëåììà. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 1 âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1◦. n1 = n2 = 1: g(Σ) ÷¼òåí, g1 = g2 = h1 = h2 = g(Σ)/2.

2◦. n1 = 2, n2 = 0: g(Σ) íå÷¼òåí, g1 = g2 − 1, h1 = g2, h2 = g1.

3◦. n1 = 0, n2 = 2: g(Σ) íå÷¼òåí, g1 = g2 + 1, h1 = g2, h2 = g1.

4◦. n1 = n2 = 0: g1 = g2 := g̃, g(Σ) = 2g̃ − 1 (íå÷¼òåí),

h1 = h2 = g̃ − 1.

Â ñëó÷àå 2◦ Prym1(Σ) ' (Symh1Σ2)/Z2, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
Prym1(Σ) ' Symh1Σ2.



Ñîïîñòàâëåíèå ñ òåîðåìîé Â.Â.Øîêóðîâà'83

Òåîðåìà Øîêóðîâà äà¼ò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

òîãî, ÷òî ïðèìèàí, êàê ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîå àáåëåâî

ìíîãîîáðàçèå, èçîìîðôåí ÿêîáèàíó íåêîòîðîé êðèâîé, èëè

ïðÿìîé ñóììå ÿêîáèàíîâ. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêàåò â

ñëó÷àÿõ 1,2 è 3 ëåììû, òàê êàê â íèõ h1 = g2, ñëåäîâàòåëüíî

Symh1Σ2
∼= Jac(Σ2). Â ñëó÷àå 2 èìååòñÿ 4 òî÷êè âåòâëåíèÿ, òî

åñòü ïðèìèàí íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîïîëÿðèçîâàííûì. Ñëó÷àé 1

òîæå îòïàäàåò, òàê êàê òåîðåìà Ø. äîêàçàíà â ïðåäïîëîæå�

íèè, ÷òî îñîáûå òî÷êè êðèâîé � ýòî â òî÷íîñòè íåïîäâèæíûå

òî÷êè èíâîëþöèè, à ó íàñ êðèâàÿ ãëàäêàÿ, à íåïîäâèæíûõ

òî÷åê äâå. Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé 3, â êîòîðîì èç òåîðåìû Ø. ñëå�

äóþò îãðàíè÷åíèÿ íà êðèâóþ Σ1: îíà ëèáî ãèïåðýëëèïòè�

÷åñêàÿ, ëèáî òðèãîíàëüíàÿ, ëèáî ïëîñêàÿ êâèíòèêà.



Ñèñòåìû Õèò÷èíà ñ ãðóïïîé SO(4) íà êðèâûõ ðîäà 2

Áàçîâàÿ êðèâàÿ: y2 = P5(x). Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ:

λ4 + (H0 +H1x+H2x
2)λ2 + (H3 +H4x+H5x

2)2 = 0, y2 = P5(x).

Ïàðà èíâîëþöèé òèïà 1: τ1 : λ→ −λ, y→ y, τ2 : λ→ −λ, y→ −y.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî: äèâèçîðû ñòåïåíè 6 íà ñïåêòðàëüíîé

êðèâîé: ζ = ζ1 + . . .+ ζ6, ζ1 = (λ1, x1, y1), . . . , ζ6 = (λ6, x6, y6).

Ãàìèëüòîíèàíû: ôóíêöèè Hj = Hj(ζ1, . . . , ζ6), íàõîäÿòñÿ èç

óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ñïåêòð. êðèâîé ÷åðåç òî÷êè (λi, xi, yi).

Ñèñòåìà ðàçðåøèìà â ðàäèêàëàõ (Ï.Áîðèñîâà '2020).

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà: ω =
6∑
i=1

dλi ∧
dxi
yi

.

Ðåøåíèÿ: ζ(t) = A−1((c1t + c0)/Z(2πiE,Π1)), c0, c1 ∈ C6.



Âû÷èñëåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé òî÷åê

ïðîîáðàçà â ñëó÷àå íàêðûòèé íàä CP1

Òåîðåìà 2 (Sh'24). Äëÿ φ ∈ Z(2πiE,Π1) ðàçîáü¼ì A−1(φ) íà

h1 ïàð òî÷åê, â êàæäîé èç êîòîðûõ ýëåìåíòû ñâÿçàíû

èíâîëþöèåé τ2. Ïóñòü x1, . . . , xh1 � ïðîåêöèè ýòèõ ïàð íà

CP1. Îïðåäåëèì ôóíêöèè σk(φ) = xk1 + . . .+ xkh1 . Òîãäà

σk(φ) = c−
∑

Q∈π−1(∞)

h1∑
i=1

DiQ ln θ(A(Q)− φ+ ∆),

ãäå DiQ � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî φ, êîýôôèöèåíòû

êîòîðîãî ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ðàçëîæåíèÿ Òýéëîðà

áàçèñíûõ äèôôåðåíöèàëîâ â Q, c ∈ C,∆ ∈ Ch1 � êîíñòàíòû.

Äëÿ ÿêîáèàíîâ è k = 1, 2 � Á.Äóáðîâèí'81.



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå


