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Постановка задачи

Класс нелинейных уравнений в частных производных

ut + a(u)ux = ε[b(u)uxx + c(u)u2
x],

где коэффициенты a(u), b(u), c(u) — гладкие функции, a′(u) 6= 0

Задача Коши с ε–независимыми начальными данными

ut + a(u)ux = ε[b(u)uxx + c(u)u2
x]

u(x, 0; ε) = F(x)

Задача Коши для невзякого уравнения

vt + a(v)vx = 0

v(x, 0) = F(x)
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Постановка задачи

Сравнение решений вязкого и невязкого уравнений

|u(x, t; ε)− v(x, t)| → 0 for ε→ 0+, x ∈ [x1, x2], 0 ≤ t ≤ t1

Решение невязкого уравнения определно на [0, t0]

t0 = min
x∈R

(
− 1
[a (F(x))]x

)
Предел

lim
t→t0, t<t0

v(x0, t) = v0

существует, но производные vx(x, t) vt(x, t) терпят разрыв в точке
(x0, t0)
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Невязкое уравнение

Задача Коши для невзякого уравнения

vt + a(v)vx = 0

v(x, 0) = F(x)

Решение: x = a(v)t + f (v), f (v(x, 0)) ≡ x

Точка градиентной катастрофы (x0, t0)

Значение решения в точке градиентной катастрофы — v0 = v(x0, t0).
Тройка (x0, t0, v0) удовлетворяет системе уравнений

x0 = a0t0 + f0
0 = a′0t0 + f ′0
0 = a′′0 t0 + f ′′0

a0 = a(v0), f0 = f (v0), a′0 =

(
da(v)

dv

)
v=v0

, a′′0 =

(
d2a(v)

dv2

)
v=v0
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Представление решения невязкого уравнения

Лемма
В окрестности точки градиентной катастрофы решение невязкого урав-
нения допускает следующее представление

v(x, t) = v0 + k1/3v̄(x̄, t̄) +O
(

k2/3
)

, k→ 0, t < t0

x̄ =
x− x0 − a0(t− t0)

k
, t̄ =

t− t0

k2/3 , κ := −1
6
(a′′′0 t0 + f ′′′0 ) 6= 0

где функция v̄(x̄, t̄) для t̄ < 0 определяется корнем (единственным)
кубического уравнения

x̄ = a′0v̄ t̄− κ v̄3
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Основное предположение

Асимптотическая формула

u(x, t; ε) = v0 + γ ε1/4U
(

x− x0 − a0(t− t0)

α ε3/4 ,
t− t0

β ε1/2

)
+O

(
ε1/2

)
Здесь

α =

(
κ b3

0

a′0
3

)1/4

, β =

(
κ b0

a′0
3

)1/2

, γ =

(
b0

κ a′0

)1/4

U(X, T) = −2
∂

∂X
log

∫ ∞

−∞
e−

1
8 (z4−2z2T+4z X)dz

В частном случае b(u) ≡ 1, c(u) ≡ 0 асимптотческая формула была
получена А.М. Ильиным
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Обоснование асимптотической формулы

Уравнение

ut + a(u)ux = ε[b(u)uxx + c(u)u2
x]

Замена переменных

x− x0 − a0(t− t0) = ε3/4x̄
t− t0 = ε1/2t̄
u− v0 = ε1/4ū

полученное уравнение

ūt̄ + a′0ū ūx̄ = b0ūx̄x̄ +O
(

ε1/4
)
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Обоснование асимптотической формулы

Еще одна замена переменных

x̄ = α X, t̄ = β T, ū = γ U

приводит к уравнению Бюргерса

UT + U UX = UXX

константы удовлетворяют соотношениям

a′0
β γ

α
= 1, b0

β

α2 = 1
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Обоснование асимптотической формулы

Преобразование Коула-Хопфа

U(X, T) = −2
∂

∂X
log W(X, T)

где W = W(X, T) решение уравнения теплопроводности

WT = WXX

Функция Пирси

W(X, T) =
∫ ∞

−∞
e−

1
8 (z4−2z2T+4z X)dz

Подстановка

ū = −2γ
∂

∂X
W(X, T)

приводит к
x̄ = a′0ū t̄− κū3 +O

(
ε1/4

)
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Обоснование асимптотической формулы

Выражение для ū
Введем

ζ = ε1/4z

тогда

ū = −2α γ ε3/4 ∂

∂x
log

∫ ∞

−∞
e−

S(ζ;x,t)
ε dζ

где

S(ζ; x, t) =
1
8

(
ζ4 − 2ζ2 t− t0

β
+ 4ζ

x− x0 − a0(t− t0)

α

)
S(ζ; x, t) имеет минимум в точке ζ0 = ζ0(x, t), определяемой

x− x0 − a0(t− t0) =
α

β
(t− t0) ζ0 − αζ3

0
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Обоснование асимптотической формулы

Формула Лапласа∫ ∞

−∞
e−

S(ζ;x,t)
ε dζ =

2
√

π ε√
3ζ2

0 − t−t0
β

e−
S(ζ0;x,t)

ε (1 +O (ε))

Выражение для ū

ū = γ ε−1/4ζ0 (1 +O (ε))

Ограничение
Из кубического уравнение

ε3/4(a′0ūt̄− κū3) =
α

β
ε1/2t̄ζ0 − αζ3

0

получаем ограничение
α

γ3 = κ
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Обоснование асимптотической формулы

Выражения для констант
Из ограничений

a′0
β γ

α
= 1, b0

β

α2 = 1,
α

γ3 = κ

получаем

α =

(
κ b3

0

a′0
3

)1/4

, β =

(
κ b0

a′0
3

)1/2

, γ =

(
b0

κ a′0

)1/4

Б.Дубровин (SISSA), М. Елаева (МГУ) () 30 октября – 2 ноября 12 / 29



Численное решение уравнения Бюргерса

Задача Коши для невязкого уравнения

ut + uux = 0

u(x, 0) = F(x)

Уравнение для характеристики и решение имеют вид

x = a + F(a)t, u(x, t) = F(a(x, t))

Из условий опрокидывания

xu = 0, xuu = 0

получим

x0 = a0 + F(a0)t0, t0 =
−1

F′(a0)
, u0 = F(a0), F′′(a0) = 0.
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Численное решение уравнения Бюргерса

Начальные данные

F(x) =
1

1 + x2

Точка градиентной катастрофы

x0 =
√

3, t0 =
8
√

3
9

, u0 =
3
4
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Построение линии разрыва

Линия разрыва

x

t(t0, x0) t∗

x∗
1

x∗
2

x∗
n

x∗
i

x = s(t)
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Построение линии разрыва

Условия Рэнкина-Гюгонио

dx
dt

=
1
2
(F(a1) + F(a2)),

где a1(t) и a2(t) определяются из уравнения характеристик

x(t) = a1 + F(a1)t, x(t) = a2 + F(a2)t

Система дифференциальных уравнений

dx
dt

=
1
2
(F(a1) + F(a2))

da1

dt
=

1
2

F(a2) + F(a1)

1 + F′(a1)t
da2

dt
=

1
2

F(a1)− F(a2)

1 + F′(a2)t

Начальные данные

a1(t0) = a0, a2(t0) = a0, x(t0) = x0
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Построение линии разрыва

Исключаем t

t =
a2 − a1

F(a1)− F(a2)

Система дифференциальных уравнений

dx
dt

=
1
2
(F(a1) + F(a2))

da1

dt
=

1
2

(F(a1)− F(a2))2

F(a1)− F(a2) + F′(a1)(a2 − a1)

da1

dt
=

1
2

(F(a1)− F(a2))2

F(a1)− F(a2) + F′(a2)(a2 − a1)

Начальные данные

a1(t0) = a0, a2(t0) = a0, x(t0) = x0
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Асимптотики функций a1(t), a2(t), x(t) в окрестности t = t0

Асимптотика для характеристик a1(t), a2(t)

Если a1(t) < a0 < a2(t)

a1(t) = a0 −
(

2F′(a0)2

F′′′(a0)
(t− t0)

)1/2

,

a2(t) = a0 +

(
2F′(a0)2

F′′′(a0)
(t− t0)

)1/2

Асимптотика для x(t)

x = x0 + F(a0)(t− t0)
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Построение линии разрыва

Начальные условия — асимптотические значения

a1(t0 + ∆t) = a0 −
(

2F′(a0)2

F′′′(a0)
∆t
)1/2

,

a2(t0 + ∆t) = a0 +

(
2F′(a0)2

F′′′(a0)
∆t
)1/2

,

x(t0 + ∆t) = x0 + F(a0)∆t

Здесь ∆t — шаг по времени.
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Метод конечных элементов

Уравнение Бюргерса

ut + uux = εuxx

2D область — вытянутый прямоугольник

Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly},
где Lx, Ly — размеры прямоугольника и Lx � Ly.

Граничные условия

∂u
∂n

∣∣∣∣
y=0,Ly

= 0
du
dt

∣∣∣∣
x=0,Lx

= 0,

где n — внешняя нормаль к границе ∂Ω, d/dt = ∂/∂t + u∂/∂x

Начальные условия

u|t=0 =
1

1 + x2
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Метод конечных элементов

Вариационная постановка задачи
Для аппроксимации по времени используем неявную схему Эйлера∫∫

Ω

(
um+1 − um

τ
θ + umum+1

x θ

)
dxdy =

∫∫
Ω

εum+1
xx θdxdy

или с учетом краевых условий∫∫
Ω

(
um+1 − um

τ
θ + umum+1

x θ + εum+1
x θx

)
dxdy =

∫
∂Ω

θ
∂u
∂n

ds
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Сравнение численных результатов

Значения параметров: t = 1.54, ε = 0.01

-6 -4 -2 0 2 4 6 x

1

0.8

0.4

0

u(x)

0.2

0.6

1.6 2 2.4 2.8 3.2 x

1

0.8

0.4

0

0.2

0.6

u(x)
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Сравнение численных результатов

Значения параметров: t = 1.54, x∗ = {1.74, 1.75, 1.76, 1.77, 1.78},
ε = {0.0025, 0.005, 0.0075, 0.01, 0.025, 0.05, 0.075, 0.1}

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

-6 -5.5 -5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5

ln(uI − uF )

ln(ε)

x = 1.74
x = 1.75
x = 1.76
x = 1.77
x = 1.78

Средний угол наклона равен 0.5175
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Сравнение численных результатов

Контроль массы в зависимости от времени

21.61.20.80.40
2.7

2.72

2.74

2.76

2.78

2.8 ε = 0.1
ε = 0.01
ε = 0.0025

t

M(u)

Для ε = 0.1 относительная погрешность равна 0.0024, для ε = 0.01 —
0.0006, для ε = 0.0025 — 0.0006
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Метод конечных элементов

Обощенное уравнение Бюргерса

ut + uux = ε(uux)x

∂u
∂n

∣∣∣∣
y=0,Ly

= 0
du
dt

∣∣∣∣
x=0,Lx

= 0

u|t=0 =
1

1 + x2

Вариационная постановка задачи∫∫
Ω

(
um+1 − um

τ
θ + umum+1

x θ + εumum+1
x θx

)
dxdy =

∫
∂Ω

θ
∂u
∂n

ds
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Сравнение численных результатов

Значения параметров: t = 1.54, ε = 0.01

-6 -4 -2 0 2 4 6

1

0.8

0.4

0
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0.6
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1
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Сравнение численных результатов

Значения параметров: t = 1.54, x∗ = {1.74, 1.75, 1.76, 1.77, 1.78},
ε = {0.01, 0.025, 0.05, 0.075, 0.1}

-3.6

-3.4

-3.2

-3

-2.8

-2.6

-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 ln(ε)

ln(uI − uF )

x = 1.74
x = 1.75
x = 1.76
x = 1.77
x = 1.78

Средний угол наклона равен 0.5221
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Сравнение численных результатов

Контроль массы в зависимости от времени

ε = 0.1
ε = 0.01

2.7

2.72

2.74

2.76

2.78

2.8

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 t

M(u)

Для ε = 0.1 относительная погрешность равна 0.0025, для ε = 0.01 —
0.0044
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Спасибо!

Спасибо за внимание!

Б.Дубровин (SISSA), М. Елаева (МГУ) () 30 октября – 2 ноября 29 / 29


	Спасибо!

