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Óðàâíåíèÿ íàä ãðóïïàìè è ïîëóãðóïïàìè

Óðàâíåíèå íàä ãðóïïîé G â ÿçûêå LG = {·,−1 , 1} ∪ {g|g ∈ G} ýòî
ðàâåíñòâî âèäà:

xg1y
−2x2g2y = 1,

Óðàâíåíèå íàä ïîëóãðóïïîé S â ÿçûêå LS = {·} ∪ {s|s ∈ S} ýòî
ðàâåíñòâî âèäà:

xs1yx
2s2 = s3x

3s4y.

Ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.



Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå

Ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, åñëè ëþáîå
êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä S ñíîâà
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Äëÿ ãðóïï îïðåäåëåíèå
àíàëîãè÷íîå.

Óòâåðæäåíèå

Êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ëþáîå ìíîæåñòâî
M ⊆ Sn ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.



Êðèòåðèè

Òåîðåìà [DMR]

Ãðóïïà G â ÿçûêå LG ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâîMgr = {(x, y)|x = 1 èëè y = 1}
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

Òåîðåìà [DMR]

Ïîëóãðóïïà S â ÿçûêå LS ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî
Msem = {(x1, x2, x3, x4)|x1 = x2 èëè x3 = x4} ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì.



Ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè ñðåäè ãðóïï:

1 ïðîñòûå ãðóïïû;

2 ñâîáîäíûå íåêîììóòàòèâíûå ãðóïïû;

3 ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï (êðîìå ñëó÷àÿ Z2 ∗ Z2).



Ýêâàöèîíàëüíûå îáëàñòè ñðåäè ïîëóãðóïï? Íå, íå

ñëûøàëè

Â ñëåäóþùèõ êëàññàõ ïîëóãðóïï ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé íåò:

1 êîììóòàòèâíûå ïîëóãðóïïû;

2 èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè;

3 â ÷àñòíîñòè, ïîëóðåø¼òêè;

4 ñâîáîäíûé ìîíîèä;

5 ïîëóãðóïïû ñ íóë¼ì.



Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà

Íàéòè ïîëóãðóïïó S òàêóþ, ÷òî

1 S � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü,

2 S íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (ñóùåñòâåííî!!!).



Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èññëåäîâàòü ïðîñòûå êîíå÷íûå

ïîëóãðóïïû

Ìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà ïîëóãðóïïû s ∈ S âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ sI ⊆ I,
Is ⊆ I. Ïîëóãðóïïà S, èìåþùàÿ åäèíñòâåííûé èäåàë I = S
íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.



Òåîðåìà (Ðèñ-Ñóøêåâè÷)

Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïðîñòîé ïîëóãðóïïû S ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ãðóïïà G è êîíå÷íûå ìíîæåñòâà I,Λ òàêèå ÷òî, ïîëóãðóïïà S
èçîìîðôíà ìíîæåñòâó òðîåê [g;λ, i], ãäå g ∈ G, i ∈ I, λ ∈ Λ.
Óìíîæåíèå íà òðîéêàõ [g;λ, i] îïðåäåëÿåòñÿ êàê

[g;λ, i][h;µ, j] = [gpiµh;λ, j],

ãäå piµ ∈ G � ýëåìåíò ìàòðèöû P ñî ñâîéñòâàìè

1 ìàòðèöà P ñîñòîèò èç |I| ñòðîê è |Λ| ñòîëáöîâ;
2 ýëåìåíòû ìàòðèöû P ñóòü ýëåìåíòû ãðóïïû G;

3 ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû 1.

Êîíå÷íóþ ïðîñòóþ ïîëóãðóïïó S áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìîùüþ
÷åòâ¼ðêè (G,P,Λ, I).



Ïðàâûå è ëåâûå èäåàëû

Ìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì)
èäåàëîì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ s ∈ S, a ∈ I âûïîëíåíî sa ∈ I
(as ∈ I). Ëåâûé (ïðàâûé) èäåàë ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò â ñåáå äðóãèõ ëåâûõ (ïðàâûõ)
èäåàëîâ ïîëóãðóïïû S.
×èñëî |Λ| (|I|) � ýòî êîëè÷åñòâî ìèíèìàëüíûõ ïðàâûõ (ëåâûõ)
èäåàëîâ ïîëóãðóïïû S.



Íà÷èíàåì èññëåäîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

Óòâåðæäåíèå

Åñëè äëÿ êîíå÷íîé ïðîñòîé ïîëóãðóïïû S = (G,P,Λ, I) âûïîëíåíî
|Λ| = 1 èëè |I| = 1, òî S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Ïî÷òè âñå óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþùåå òî÷êå [1; 1, 1] óäîâëåòâîðÿþò
òàêæå è [1; 1, 2].



Ïðîäîëæàåì èññëåäîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

Óòâåðæäåíèå

Åñëè êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ
ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, òî ãðóïïà G òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå LG.

Ìíîæåñòâî ïàðM = {(x, y)|x = [1; 1, 1] èëè y = [1; 1, 1]} ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû ïîëóãðóïïîâûõ óðàâíåíèþ S. Çàìåíèì âñå
êîíñòàíòû ñèñòåìû S ïî ïðàâèëó [g;λ, i]→ g è ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé íàä ãðóïïîé G ñ ðåøåíèåì {(x, y)|x = 1 èëè y = 1}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü.



Ïðîäîëæàåì èññëåäîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
Ìàòðèöà P íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè â íåé åñòü îäèíàêîâûå
ñòðîêè (ñòîëáöû).

Óòâåðæäåíèå

Åñëè äëÿ êîíå÷íîé ïðîñòîé ïîëóãðóïïû S = (G,P,Λ, I) ìàòðèöà P
âûðîæäåíà, òî S íå ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Åñëè â ìàòðèöå P ñòîëáöû ñ íîìåðàìè λ, µ îäèíàêîâû, òî ýëåìåíòû
[1;λ, 1], [1;µ, 1] íå ðàçëè÷èìû íèêàêèì òåðìîì t(x), íå
íà÷èíàþùèìñÿ íà ïåðåìåííóþ. Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêà â òåðì
[g; ν1, i]x[h; ν2, j] äà¼ò

[g; ν1; i][1;λ, 1][h; ν2, j] = [gpiλ1; ν1, 1][h; ν2, j] =

[gpiλ1p1ν2h; ν1, j] = [gpiλh; ν1, j]

[g; ν1; i][1;µ, 1][h; ν2, j] = [gpiµh; ν1, j].

Ïîñêîëüêó piλ = piµ, òî çíà÷åíèÿ òåðìà t(x) îäèíàêîâû.



Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

Åñëè êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé
îáëàñòüþ, òî

1 |G||Λ|−1 < |I|;
2 |G||I|−1 < |Λ|;



Êðèòåðèé

Òåîðåìà

Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà S = (G,P,Λ, I) ÿâëÿåòñÿ
ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1 ìàòðèöà P íåâûðîæäåíà;

2 ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ (â ãðóïïîâîì
ÿçûêå LG).



Ïðèìåð ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòè

Ïóñòü ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà ED240 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ÷åòâ¼ðêîé
(G,P,Λ, I): G = A5 (çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 5),
Λ = I = {1, 2},

P =

(
1 1
1 g

)
,

ãäå g � ïðîèçâîëüíûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû A5. Ïîðÿäîê
ïîëóãðóïïû ED240 ðàâåí |A5| · 2 · 2 = 240. Ïîñêîëüêó ãðóïïà A5

ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ è ìàòðèöà P íåâûðîæäåíà, òî ïî
êðèòåðèþ ïîëóãðóïïà ED240 ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.



Ïåðåõîäèì ê íåïðîñòûì ïîëóãðóïïàì

Åñëè â ïîëóãðóïïå S ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé äâóñòîðîííèé èäåàë,
òî îí åäèíñòâåííûé è íàçûâàåòñÿ ÿäðîì (îáîçíà÷àåòñÿ Ker(S)).
ßäðî âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïîëóãðóïïîé. Â êîíå÷íûõ ïîëóãðóïïàõ
ÿäðî âñåãäà ñóùåñòâóåò.
Åñëè S = Ker(S), òî S � ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà.
Åñëè ÿäðî ïîëóãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òî S íàçûâàåòñÿ
ãîìîãðóïïîé.



À ÷òî íàñ÷åò íåïðîñòûõ ïîëóãðóïï?

Ïóñòü S = (G,P, I,Λ) � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ïîëóãðóïïà. Åñëè ýòî íå
ãðóïïà, òî â íåé íåò åäèíèöû (ýëåìåíò [1; 1, 1] åäèíèöåé íå
ÿâëÿåòñÿ!). Ïóñòü S∗ = S ∪ {1} � ìîíîèä, ïîëó÷åííûé èç
ïîëóãðóïïû S. Ïîëóãðóïïà S∗ èìååò èäåàë S, òî åñòü îíà íå ïðîñòà.

Òåîðåìà

Åñëè ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå LS ,
òî ïîëóãðóïïà S∗ � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü â ÿçûêå LS∗ .



Öåíòð ïîëóãðóïïû

Öåíòð ïîëóãðóïïû S � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ z ∈ S, êîòîðûå
êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ïîëóãðóïïû.

Òåîðåìà

Ïóñòü I � ëåâûé (ïðàâûé) èäåàë ïîëóãðóïïû S, ýëåìåíò e ∈ S
êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èäåàëà I, è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
a ∈ I äëÿ êîòîðîãî ea 6= a. Òîãäà ïîëóãðóïïà S íå ìîæåò áûòü
ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå LS .

Òåîðåìà

Ëþáàÿ ïîëóãðóïïà S ñ íååäèíè÷íûì öåíòðîì (òî åñòü â S
ñóùåñòâóþò öåíòðàëüíûé ýëåìåíò e è a ∈ S òàêèå, ÷òî ae 6= a) íå
ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå LS .



Ñëåäñòâèå

Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîëóãðóïïà S ñ íóëåì íå ÿâëÿåòñÿ
ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ;

2 ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà S íå ÿâëÿåòñÿ
ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ;

3 åñëè ãîìîãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ, òî S �
ãðóïïà (èíûìè ñëîâàìè S = Ker(S)).



Òåîðåìà

Åñëè ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå LS ,
òî ÿäðî K ⊆ S, ÿâëÿåòñÿ ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ â ÿçûêå LK .

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S � ýêâàöèîíàëüíàÿ îáëàñòü è íå
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òîãäà |S| ≥ 240.



Ñëåäóþùèå ïðîáëåìû îñòàþòñÿ îòêðûòûìè:

Ãèïîòåçà

Ïóñòü K � ïðîñòàÿ êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî n(K), ÷òî ëþáàÿ ïîëóãðóïïà S ïðè |S| > n(K) è ÿäðîì
èçîìîðôíûì K íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Èç ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû áóäåò ñëåäîâàòü îòñóòñòâèå
ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé ñðåäè áåñêîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ñ êîíå÷íûì
èäåàëîì.



Ñëåäóþùèå ïðîáëåìû îñòàþòñÿ îòêðûòûìè:

Ãèïîòåçà

Ïóñòü K � ïðîñòàÿ êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî n(K), ÷òî ëþáàÿ ïîëóãðóïïà S ïðè |S| > n(K) è ÿäðîì
èçîìîðôíûì K íå ìîæåò áûòü ýêâàöèîíàëüíîé îáëàñòüþ.

Èç ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû áóäåò ñëåäîâàòü îòñóòñòâèå
ýêâàöèîíàëüíûõ îáëàñòåé ñðåäè áåñêîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ñ êîíå÷íûì
èäåàëîì.


