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Ââåäåíèå

Îñíîâíàÿ çàäà÷à íàóêè è ðåàëüíîé æèçíè � ïîëó÷åíèå ïðà-
âèëüíûõ ïðåäñêàçàíèé î áóäóùåì ïîâåäåíèè ñëîæíûõ ñèñòåì íà
îñíîâàíèè èõ ïðîøëîãî ïîâåäåíèÿ.

Ìíîãèå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ðåàëüíîé æèçíè, íå ìîãóò áûòü
ðåøåíû çàðàíåå èçâåñòíûìè ìåòîäàìè èëè àëãîðèòìàìè. Ýòî ïðî-
èñõîäèò ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî íàì çàðàíåå íå èçâåñòíû ìåõàíèçìû
ïîðîæäåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ èëè æå èçâåñòíàÿ íàì èíôîðìàöèÿ
íåäîñòàòî÷íà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïîñòóïàþùèõ ê íàì äàííûõ.
Êàê ãîâîðÿò, ìû ïîëó÷àåì äàííûå èç ¾÷åðíîãî ÿùèêà¿. Â ýòèõ
óñëîâèÿõ íè÷åãî íå îñòàåòñÿ, êàê òîëüêî èçó÷àòü äîñòóïíóþ íàì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ è ïûòàòüñÿ ñòðîèòü ïðåä-
ñêàçàíèÿ, ñîâåðøåíñòâóÿ íàøó ñõåìó â ïðîöåññå ïðåäñêàçàíèÿ.
Ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ïðîøëûå äàííûå èëè ïðèìåðû èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ôîðìèðîâàíèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñõå-
ìû ïðåäñêàçàíèÿ, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (Ma-

chine Learning).
Îòìåòèì äâà òèïà ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ïðè ïåðâîì

ìåòîäå ÷àñòü ñîâîêóïíîñòè äàííûõ � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà � âûäå-
ëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ îáó÷åíèÿ. Ïîñëå òîãî êàê ìåòîä ïðåäñêàçàíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå, áîëåå îí íå èçìåíÿåòñÿ è â
äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñêàçàíèÿ.

Ïðè âòîðîì ìåòîäå îáó÷åíèå íèêîãäà íå ïðåêðàùàåòñÿ, êàê
ãîâîðèòñÿ, îíî ïðîèñõîäèò â ðåæèìå îíëàéí, ò.å. ïðåäñêàçàíèÿ è
îáó÷åíèå ïðîèñõîäÿò ïîñòîÿííî â ïðîöåññå ïîñòóïëåíèÿ äàííûõ.

Ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïåðâîãî òèïà áóäóò ðàññìîòðåíû
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â ãëàâå 1, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ìàøèííî-
ãî îáó÷åíèÿ, ìåòîäû âòîðîãî òèïà áóäóò èçó÷àòüñÿ â ãëàâå 2 â òåî-
ðèè õîðîøî êàëèáðóåìûõ ïðåäñêàçàíèé (Calibration) è â ãëàâàõ 3
è 5, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà òåîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåäñêà-
çàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñêàçàíèé ýêñïåðòîâ (Prediction with
Expert Advice).

Â ãëàâå 4 èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì óñèëåíèÿ ñëàáûõ êëàññèôèêà-
òîðîâ � áóñòèíã (Boosting). Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì AdaBoost, ðå-
øàþùèé ýòó çàäà÷ó.

Â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è ðåãðåññèè. Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè èëè ðåãðåññèè èç
çàðàíåå çàäàííîãî øèðîêîãî êëàññà òàêèõ ôóíêöèé.

Ïîñëå òîãî êàê ñõåìà ïðåäñêàçàíèÿ îïðåäåëåíà, íàì íåîáõîäè-
ìî îöåíèòü åå âîçìîæíîñòè, ò.å. êà÷åñòâî åå ïðåäñêàçàíèé.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, êàê îöåíèâàþòñÿ ìîäåëè ïðåäñêà-
çàíèÿ â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè. Â êëàññè÷åñêîé ñòà-
òèñòè÷åñêîé òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåäñêàçàíèÿ ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ (èëè èñõîäîâ)
ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé íåêîòîðîãî ñòàöèîíàðíîãî ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà. Ïàðàìåòðû ýòîãî ïðîöåññà îöåíèâàþòñÿ íà îñíîâà-
íèè ïðîøëûõ íàáëþäåíèé, à íà îñíîâàíèè óòî÷íåííîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ïðîöåññà ñòðîèòñÿ ïðàâèëî ïðåäñêàçàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ ðèñêà äàííîãî ïðàâèëà ïðåäñêàçàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè ïîòåðü, èçìåðÿþùåé ðàçëè-
÷èå ìåæäó ïðåäñêàçàíèÿìè è èñõîäàìè. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ¾èñòèííîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ¿, êîòîðîå
ëåæèò â îñíîâå ìîäåëè ãåíåðàöèè äàííûõ. Ðàçëè÷íûå ïðàâèëà
ïðåäñêàçàíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ñâîèõ ôóíêöèé ðèñêà.

Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ òàêæå èñïîëü-
çóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãåíåðàöèè äàííûõ, à èìåííî, èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîñòóïàþùèå äàííûå íåçà-
âèñèìî è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ïåðâûé øàã â ñòîðîíó îò êëàñ-
ñè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå, ãåíå-
ðèðóþùåå äàííûå, íàì ìîæåò áûòü íåèçâåñòíî è ìû íå ìîæåì è
íå áóäåì îöåíèâàòü åãî ïàðàìåòðû, òàê êàê îíè íå èñïîëüçóþòñÿ
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â îöåíêàõ îøèáîê êëàññèôèêàöèè èëè ðåãðåññèè. Îöåíêè îøèáîê
êëàññèôèêàöèè èëè ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè ïî âñåì
òàêèì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ñõåìû êëàññèôèêàöèè èëè ðåãðåññèè ñëó-
æèò òåîðèÿ îáîáùåíèÿ. Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè äàþòñÿ îöåíêè âå-
ðîÿòíîñòè îøèáêè êëàññèôèêàöèè áóäóùèõ äàííûõ ïðè óñëîâèè,
÷òî îáó÷åíèå ïðîâåäåíî íà ñëó÷àéíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå äîñòà-
òî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà è â åãî ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ êëàññèôè-
êàöèè ñîãëàñîâàíà ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé. Âàæíåéøèì ïàðàìåò-
ðîì òàêîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ¾ñëîæíîñòü¿ � ðàçìåðíîñòü êëàññà
ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè. Îáû÷íî â îöåíêå âåðîÿòíîñòè îøèáêè
êîíêóðèðóþò äëèíà âûáîðêè è ñëîæíîñòü êëàññà ãèïîòåç � ïðè çà-
äàííîé âåëè÷èíå îøèáêè, ÷åì áîëüøå äëèíà îáó÷àþùåé âûáîðêè,
òåì áîëüøèé ïî ñëîæíîñòè êëàññ ãèïîòåç ìîæíî èñïîëüçîâàòü.

Òåîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåäñêàçàíèÿ (ãëàâà 2) èäåò íåñêîëü-
êî äàëüøå. Îíà âîîáùå íå èñïîëüçóåò ãèïîòåç î ñòîõàñòè÷åñêèõ
ìåõàíèçìàõ, ãåíåðèðóþùèõ äàííûå. Íàáëþäàåìûå èñõîäû ìîãóò
ãåíåðèðîâàòüñÿ ñîâåðøåííî íåèçâåñòíûì íàì ìåõàíèçìîì, êîòî-
ðûé ìîæåò áûòü êàê äåòåðìèíèñòè÷åñêèì òàê è ñòîõàñòè÷åñêèì,
èëè äàæå, àäàïòèâíî ¾âðàæäåáíûì¿ ê íàøèì ïðåäñêàçàíèÿì (ò.å.,
ìîæåò èñïîëüçîâàòü íàøè ïðîøëûå ïðåäñêàçàíèÿ ïðè ãåíåðàöèè
î÷åðåäíîãî èñõîäà).

Ïðè ýòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ � êàê â ýòîì ñëó-
÷àå îöåíèâàòü êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèé. Â îòñóòñòâèå âåðîÿòíîñò-
íîé ìîäåëè ôóíêöèÿ ðèñêà â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà. Åå çàìåíÿþò êîíêðåòíûå òåñòû, îöåíèâà-
þùèå ðàññîãëàñîâàííîñòü ìåæäó ïðåäñêàçàíèÿìè è ñîîòâåòñòâó-
þùèìè èñõîäàìè. Îäèí èç âèäîâ òàêèõ òåñòîâ � ñåðèÿ òåñòîâ íà
êàëèáðóåìîñòü. Öåëü àëãîðèòìà � âûäàâàòü òàêèå ïðåäñêàçàíèÿ,
êîòîðûå âûäåðæèâàþò âñå òåñòû íà êàëèáðóåìîñòü.

Îñíîâíûå ïðèíöèïû ñðàâíèòåëüíîé òåîðèè ïðåäñêàçàíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â ãëàâå 3. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ïðåäñêàçà-
íèÿ îöåíèâàåòñÿ â ôîðìå ñðàâíåíèÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè íåêîòîðî-
ãî íàáîðà ýêñïåðòíûõ ìåòîäîâ, èëè ïðîñòî ýêñïåðòîâ. Â òåîðèè
ïðåäñêàçàíèé ñ ó÷åòîì ýêñïåðòîâ, ââîäèòñÿ êëàññ ïðåäñêàçàòåëåé
� ýêñïåðòîâ. Êëàññ ýêñïåðòîâ ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷-
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íûì, ìîæåò èìåòü ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Â êà÷åñòâå ýêñïåðòîâ
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïðåäñêàçàíèÿ, ñòîõà-
ñòè÷åñêèå òåîðèè, ìåòîäû ðåãðåññèè è ò.ä. Ýêñïåðòû ïðåäîñòàâ-
ëÿþò ñâîè ïðîãíîçû, ïðåæäå ÷åì áóäåò ïðåäñòàâëåí ñîîòâåòñòâó-
þùèé èñõîä. Íàø àëãîðèòì ïðåäñêàçàíèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòü ýòè
ïðîãíîçû, à òàêæå êóìóëÿòèâíûå ïîòåðè ýêñïåðòîâ. Êà÷åñòâî íà-
øåãî ïðåäñêàçàòåëÿ îöåíèâàåòñÿ â íàèõóäøåì ñëó÷àå, à èìåííî
â âèäå ðàçíîñòè ìåæäó êóìóëÿòèâíûìè ïîòåðÿìè ïðåäñêàçàòå-
ëÿ è êóìóëÿòèâíûìè ïîòåðÿìè ýêñïåðòîâ. Îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ
(ðåãðåò � regret) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå òàêîé
ðàçíîñòè.

Áóäåò ðàññìîòðåí ìåòîä ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü â ðåæèìå îí-
ëàéí, ïðèìåíèìûé â íàèáîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Îñíîâíîé ìåòîä,
èñïîëüçîâàííûé â ãëàâå 3, � ýòî ìåòîä ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñìåøè-
âàíèÿ ýêñïåðòíûõ ïðîãíîçîâ.

Â ãëàâå 4 ìåòîä ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü â ðåæèìå îíëàéí áóäåò
ïðèìåíåí äëÿ óñèëåíèÿ ñëàáûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè. Ñëà-
áûé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè äåëàåò ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ìåíü-
øåå ÷èñëî îøèáîê, ÷åì ïðîñòîå ñëó÷àéíîå óãàäûâàíèå. Àëãîðèòì
AdaBoost, ïðèâîäèìûé â ýòîé ãëàâå, óñèëèâàåò ñëàáûé àëãîðèòì
êëàññèôèêàöèè äî àëãîðèòìà, êîòîðûé ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà â
ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íà÷èíàåò äåëàòü êàê óãîäíî ìàëîå ÷èñëî îøè-
áîê.

Ïðåäñêàçàíèÿ â ðåæèìå îíëàéí òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé èãð.
Òåîðèÿ èãð ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãëàâå 5. Ìû ðàññìîòðèì ìàòðè÷-
íóþ èãðó äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé è äîêàæåì äëÿ íåå ìèíè-
ìàêñíóþ òåîðåìó Äæ. ôîí Íåéìàíà. Äîêàçàòåëüñòâî ìèíèìàêñ-
íîé òåîðåìû ïðîâåäåíî â ñòèëå òåîðèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñìåøèâàíèÿ.

Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿþùèåñÿ èã-
ðû ñ íåñêîëüêèìè èãðîêàìè. Âûÿñíèëîñü, ÷òî íàèáîëåå ïðîñòûì è
åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäà÷à óíèâåðñàëüíîãî ïðåäñêàçàíèÿ ôîð-
ìóëèðóåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè èãð. Ïðîöåññ ïðåäñêàçàíèÿ ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà ìåæäó Ïðåäñêàçàòå-

ëåì è Ïðèðîäîé, ãåíåðèðóþùåé èñõîäû; ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàê-
æå äðóãèå ó÷àñòíèêè èãðû. Ïðàâèëà èãðû ðåãóëèðóþòñÿ ïðîòîêî-

10



ëîì èãðû. Îñíîâíûå ó÷àñòíèêè èãðû âû÷èñëÿþò ñâîé âûèãðûø.
Âûèãðûâàåò òîò ó÷àñòíèê, âûèãðûø êîòîðîãî íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàåò â ïðîöåññå èãðû, ëèáî åãî ñòðàòåãèÿ íå ïîçâîëÿåò äðóãèì
ó÷àñòíèêàì èãðû íåîãðàíè÷åííî íàðàùèâàòü ñâîé âûèãðûø.

Ñïåöèàëüíûé ó÷àñòíèê èãðû çàäàåò öåëü èãðû. Ïðèñîåäèíÿ-
ÿñü ê Ïðèðîäå, îí ìîæåò âûíóæäàòü Ïðåäñêàçàòåëÿ âûäàâàòü
ïðîãíîçû, óäîâëåòâîðÿþùèå êðèòåðèþ, êîòîðûé îí çàäàë. Íàïðè-
ìåð, ýòîò ó÷àñòíèê ìîæåò âûíóæäàòü Ïðåäñêàçàòåëÿ âûäàâàòü
òàêèå ïðîãíîçû, êîòîðûå îáðàçóþò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì òåñòàì íà êàëèáðóåìîñòü ïðîãíîçîâ íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ, âûäàâàåìîé Ïðèðîäîé. Óíèâåðñàëüíàÿ
ñòðàòåãèÿ Ïðåäñêàçàòåëÿ áóäåò ñòðîèòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìè-
íèìàêñíîé òåîðåìû.

Â ãëàâå 5 ìû âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ïðåäñêàçàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé. Áóäåò ðàññìîòðåí àãðåãèðóþùèé àëãî-
ðèòì Âîâêà, êîòîðûé èìååò çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ îøèáêó ïðåä-
ñêàçàíèÿ äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé, êâàäðàòè÷íîé è íåêîòîðûõ äðó-
ãèõ ôóíêöèé ïîòåðü, ÷åì ìåòîä ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñìåøèâàíèÿ,
èñïîëüçîâàííûé â ãëàâå 3. Áóäåò òàêæå ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé àëãîðèòì ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè â ðåæèìå îíëàéí, îñíîâàí-
íûé íà ïðèìåíåíèè àãðåãèðóþùåãî àëãîðèòìà.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîñòàâëåíî íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé,
ïðî÷èòàííîãî àâòîðîì â ÌÔÒÈ â ðàìêàõ ñïåöèàëèçàöèè ¾Ìàòå-
ìàòè÷åñêèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ â ïåðâîì ñåìåñòðå
2008 ãîäà. Àâòîð áëàãîäàðåí ñòóäåíòàì ÌÔÒÈ Ï.Ä. Åðîôååâó,
È.À. Æàðîâó, À.À. Êðåùóêó, À.Ä. Øèøêèíó çà ñäåëàííûå èìè
çàìå÷àíèÿ.

Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí Âëàäèìèðó Âîâêó è Þðèþ Êàëíèø-
êàíó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû ïî ïîâîäó èçëîæåíèÿ ìàòåðè-
àëà äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.

Ïðè ñîñòàâëåíèè ýòîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû
ìîíîãðàôèè: Â.Í. Âàïíèê è À.ß. ×åðâîíåíêèñ [2], Vladimir Vap-
nik [15], Nello Cristianini, John Shawe-Taylor [7], Gabor Lugosi, Ni-
colo Cesa-Bianchi [13], Glenn Shafer, Vladimir Vovk [14], à òàêæå
ó÷åáíîå ïîñîáèå Å.Â. Øèêèí, Ã.Å. Øèêèíà [4].

11



Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû òåîðèè

êëàññèôèêàöèè

è ðåãðåññèè

1.1. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè

1.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàññèôèêàöèè

Êàê áûëî çàìå÷åíî âî ââåäåíèè, òåîðèÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ðå-
øàåò çàäà÷è ïðåäñêàçàíèÿ áóäóùåãî ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì
â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóþò òî÷íûå ãèïîòåçû î ìåõàíèçìàõ,
óïðàâëÿþùèõ ïîâåäåíèåì òàêèõ ñèñòåì.

Ìû ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ êëàññà çàäà÷ òåîðèè ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ: çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è çàäà÷è ðåãðåññèè.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè.
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X è ìíîæåñòâî D êëàññîâ ýòèõ
îáúåêòîâ. Â äàëüíåéøåì X ⊆ Rn, ãäåR � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, à D � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ. Ðàçìåðíîñòü n åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn îáû÷íî
âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì êëàññîâ.

Äàëåå ýëåìåíòû Rn áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè (òî÷êàìè) è
îáîçíà÷àòü ïîä÷åðêíóòûìè ñâåðõó áóêâàìè: x̄, ȳ, . . . ∈ Rn; â êî-
îðäèíàòàõ � x̄ = (x1, . . . , xn). Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ îïåðàöèè
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ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ

x̄+ ȳ =


x1 + y1

x2 + y2

. . .
xn + yn


óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî

αx̄ =


αx1

αx2

. . .
αxn

 ,

ãäå x̄ = (x1, . . . , xn)′ è ȳ = (y1, . . . , yn)′. 1

Íà âåêòîðàõ èç Rn òàêæå îïðåäåëåíî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå (x̄ · ȳ) = x1y1 + · · ·+ xnyn. Íîðìà (äëèíà) âåêòîðà x̄ îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

|x̄| =
√

(x̄ · x̄) =

√√√√ n∑
i=1

x2
i .

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ìû èñõîäèì èç îáó÷àþùåé
âûáîðêè S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)), ãäå x̄i ∈ X � âåêòîð åâêëè-
äîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn áîëüøîé ðàçìåðíîñòè n (íàïðèìåð, ýòî
ìîæåò áûòü öèôðîâîé îáðàç êàêîãî-ëèáî èçîáðàæåíèÿ), yi � ýòî
ýëåìåíò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà D ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ
(ìåòêà êëàññà), íàïðèìåð, yi ∈ {−1, 1}. Ýëåìåíòû yi ∈ D îïðåäå-
ëÿþò êëàññû îáúåêòîâ x̄i.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè òàêæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)), ïðè
ýòîì ýëåìåíòû yi îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ò.å.
D = R. Çàäà÷à ðåãðåññèè áóäåò ðàññìîòðåíà â ðàçäåëàõ 1.5, 1.6,
1.6.2, à òàêæå â ðàçäåëå 6.9.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)) ãåíå-
ðèðóåòñÿ (ïîðîæäàåòñÿ) íåêîòîðûì èñòî÷íèêîì. Îñíîâíîå ïðåä-
ïîëîæåíèå îá èñòî÷íèêå, ïîðîæäàþùåì âûáîðêó S, çàêëþ÷àåòñÿ

1Ñ ïîìîùüþ øòðèõà ìû óòî÷íÿåì ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà â âèäå
ìàòðèöû � ïðîñòóþ èëè òðàíñïîíèðîâàííóþ, íî òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ êîãäà
ýòî èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå.
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â òîì, ÷òî íà ïàðàõ (x̄, y), ò.å. íà ïðîñòðàíñòâå X ×D çàäàíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P , à ïàðû (x̄i, yi), îáðàçóþùèå âûáîðêó
S, îäèíàêîâî è íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû.

Ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæåñòâå (X ×D)l çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé P l = P × P · · · × P .

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïàðû (x̄, y) ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû (X̄, Y ), êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
P . Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ P áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ òàê æå êàê
P (x̄, y).

Ïðàâèëî èëè ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè � ýòî ôóíêöèÿ òèïà
h : X → D, êîòîðàÿ ðàçáèâàåò ýëåìåíòû x̄i ∈ X íà íåñêîëüêî
êëàññîâ. Ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ôóíêöèþ h êëàññèôèêàòîðîì,
èëè ðåøàþùèì ïðàâèëîì.

Â äàëüíåéøåì ó íàñ âñåãäà áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àé áè-
íàðíîé êëàññèôèêàöèè D = {−1, 1}, à ôóíêöèÿ h : X → D áóäåò
íàçûâàòüñÿ èíäèêàòîðíîé.

Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ âûáîðêà S ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäâûáîðêè:
S+ = ((x̄i, yi) : yi = 1) � ïîëîæèòåëüíûå ïðèìåðû (èëè ïåðâûé
êëàññ) è S− = ((x̄i, yi) : yi = −1) � îòðèöàòåëüíûå ïðèìåðû (èëè
âòîðîé êëàññ).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè
h çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f è ÷èñëà
r ∈ R :

h(x̄) =
{

1, åñëè f(x̄) > r,
−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êà÷åñòâî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè h áóäåò îöå-
íèâàòüñÿ ïî îøèáêå êëàññèôèêàöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê âå-
ðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè

errP (h) = P{h(X̄) 6= Y } = P{(x̄, y) : h(x̄) 6= y}.

Çäåñü h(X) � ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ {h(X̄) 6= Y }.

Ôóíêöèÿ errP (h) òàêæå íàçûâàåòñÿ ðèñê-ôóíêöèîíàëîì.
Îñíîâíàÿ öåëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè � äëÿ çà-

äàííîãî êëàññà ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè H ïîñòðîèòü îïòèìàëü-
íûé êëàññèôèêàòîð, ò.å. òàêóþ ôóíêöèþ êëàññèôèêàöèè h ∈ H,
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ïðè êîòîðîé îøèáêà êëàññèôèêàöèè errP (h) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé
â êëàññå H.

1.1.2. Áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì îäèí ïðîñòåéøèé ìåòîä êëàññèôèêà-
öèè. Ëåãêî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé êëàññèôèêàòîð, åñëè ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P , ãåíåðèðóþùåå ïàðû (x̄i, yi), èçâåñòíî.

Ðàññìîòðèì ïàðû ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (X̄, Y ), ïðèíèìàþ-
ùèõ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå òèïà X × {−1, 1}. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
íà ýòèì ïàðàì ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P è
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (x̄, y). Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ñóùåñòâóþò óñëîâíûå ïëîòíîñòè P (x̄|Y = 1) � ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ïåðâîãî êëàññà, à òàêæå P (x̄|Y = −1)
� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ âòîðîãî êëàññà. Âåëè÷èíû
P{Y = 1} è P{Y = −1} îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ âåê-
òîðîâ ïåðâîãî è âòîðîãî êëàññîâ ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ýòè âåðîÿò-
íîñòè è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïëîòíî-
ñòè âåðîÿòíîñòè P (x̄, y). Íàïðèìåð, P{Y = 1} =

∫
X
P (x̄, 1)dx̄, à

P (x̄|Y = 1) = P (x̄, 1)/P{Y = 1}. 2
Èñïîëüçóÿ ýòè âåðîÿòíîñòè, ìîæíî ïî ôîðìóëå Áàéåñà îïðå-

äåëèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà x̄ ê
ïåðâîìó è âòîðîìó êëàññó

P{Y = 1|X̄ = x̄} = cP (x̄|Y = 1)P{Y = 1),
P{Y = −1|X̄ = x̄} = cP (x̄|Y = −1)P{Y = −1),

ãäå

c =
1

P (x̄|Y = 1)P{Y = 1}+ P (x̄|Y = −1)P{Y = −1}
,

Ðàññìîòðèì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåêòîð x̄ ïðèíàä-
ëåæèò ïåðâîìó êëàññó

η(x) = P{Y = 1|X̄ = x̄}.
2Çäåñü è äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî P{Y = 1} > 0 è P{Y = −1} > 0, à

òàêæå P (x̄|Y = 1) > 0 è P (x̄|Y = −1) > 0.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññèôèêàòîðà g : X → {−1, 1} âåðîÿòíîñòü
îøèáêè êëàññèôèêàöèè ðàâíà

errP (h) = P{g(X̄) 6= Y }.

Áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê

h(x̄) =
{

1, åñëè η(x̄) > 1
2 ,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð
ìèíèìèçèðóåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè errP (h), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó-
÷àå, íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêîé îøèáêîé.

Ëåììà 1.1. Äëÿ ëþáîãî êëàññèôèêàòîðà g : X → {−1, 1}

P{h(X̄) 6= Y } 6 P{g(X̄) 6= Y }.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññèôèêàòîðà g óñëîâ-
íàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè êëàññèôèêàöèè ïðè X̄ = x̄ âûðàæàåòñÿ
â âèäå

P{g(X̄) 6= Y |X̄ = x̄} =
= 1− P{g(X̄) = Y |X̄ = x̄} =

= 1− (P{Y = 1, g(X̄) = 1|X̄ = x̄}+
+P{Y = −1, g(X̄) = −1|X̄ = x̄}) =

= 1− (1g(x̄)=1P{Y = 1|X̄ = x̄}+
+1g(x̄)=−1P{Y = 0|X̄ = x̄}) =

= 1− (1g(x̄)=1η(x̄) + 1g(x̄)=−1(1− η(x̄))}),

ãäå äëÿ ëþáîãî óñëîâèÿ R(x̄) áóäåò 1R(x̄)(x̄) = 1, åñëè R(x̄) âûïîë-
íåíî, è 1R(x̄)(x̄) = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ êëàññèôèêàòîðà h(x̄).
Çàìåòèì, ÷òî 1g(x̄)=−1 = 1− 1g(x̄)=1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè êëàñ-

ñèôèêàöèè g. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî x̄ ∈ X

P{g(X̄) 6= Y |X̄ = x̄} − P{h(X̄) 6= Y |X̄ = x̄} =
= η(x̄)(1h(x̄)=1 − 1g(x̄)=1) +

+(1− η(x̄))(1h(x̄)=−1 − 1g(x̄)=−1) =
= (2η(x̄)− 1)(1h(x̄)=1 − 1g(x̄)=1) > 0
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ïî îïðåäåëåíèþ áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà h.
Èíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïî x̄. Ïîëó÷èì íåðà-

âåíñòâî ëåììû. 4
Íåäîñòàòêîì áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí

èñïîëüçóåò äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè h(x̄) âåðîÿòíîñò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå P , ãåíåðèðóþùåå ïàðû (x̄, y). Ïðåæäå ÷åì èñ-
ïîëüçîâàòü áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð, íàäî ðåøèòü çàäà÷ó âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P ïî åãî ðåàëèçàöè-
ÿì. Íà ïðàêòèêå òàêîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî íåèç-
âåñòíî è åãî òðóäíî âîññòàíîâèòü. Îáû÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòî-
âåðíîãî ðåçóëüòàòà òðåáóåòñÿ äîâîëüíî ìíîãî ðåàëèçàöèé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû (X̄, Y ).

Îñíîâíûå ïðîáëåìû ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè êëàññèôèêàöèè
ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êëàññèôèêàòîðîâ h(x̄) ìû íå
ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ãåíåðèðóþùèå
ïàðû (x̄, y).

Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êëàññè-
ôèêàòîðû, íå çàâèñÿùèå îò âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãåíå-
ðèðóþùåãî äàííûå.

1.1.3. Ëèíåéíûå êëàññèôèêàòîðû: ïåðñåïòðîí

Ïåðñåïòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ òåõíè÷åñêóþ ìîäåëü
âîñïðèÿòèÿ. Ìîäåëü èìååò äâà ñëîÿ. Ïåðâûé � ðåöåïòîðíûé ñëîé
ïîäàåò ñèãíàë íà âõîäû ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ � íåéðîíîâ ïðåîá-
ðàçóþùåãî ñëîÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðñåïòðîíà áóäåò çàäàâàòüñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Çàäàíî ïðîñòðàíñòâî X èñõîäíûõ îïèñàíèé îáúåê-
òà. Ïðåîáðàçîâàíèå ȳ = ϕ̄(x̄), êîòîðîå â êîîðäèíàòíîì âèäå çàïè-
ñûâàåòñÿ êàê yi = ϕi(x̄), i = 1, . . . , n, ñòàâèò èñõîäíîìó îïèñàíèþ
x̄ = (x1, . . . , xm) ∈ X îáúåêòà ïðåîáðàçîâàííîå îïèñàíèå îáúåêòà
ȳ = (y1, . . . , yn) ∈ Y. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X ⊆ Rm è Y ⊆ Rn äëÿ
íåêîòîðûõ m, n.

Ïåðñåïòðîí çàäàåòñÿ îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ôóíêöèåé

L(x̄) = (Λ · ϕ̄(x̄)) =
n∑
i=1

λiϕi(x̄) =
n∑
i=1

λiyi,
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ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà λi èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âåñà, ïðèïè-
ñûâàåìûå ïðåîáðàçîâàííûì ïðèçíàêàì yi. Çäåñü (Λ · ϕ̄(x̄)) îáîçíà-
÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ Λ = (λ1, . . . , λn) è
ϕ̄(x̄) = (ϕ1(x̄), . . . , ϕn(x̄)) â åâêëèäîâîì â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Â íåêîòîðûõ ïåðñåïòðîíàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàííûå
ïðèçíàêè, êîòîðûå ïðèíèìàþò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ (áèíàðíûå ïðè-
çíàêè), íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé Y = {−1, 1}.

Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðñåïòðîí ðàçëè÷àåò äâà ïîíÿ-
òèÿ èëè êëàññà îáúåêòîâ. Ïåðñåïòðîí îòíîñèò âåêòîð x̄ ê ïåðâîìó
êëàññó, åñëè

n∑
i=1

λiϕi(x̄) > 0,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðñåïòðîí îòíîñèò âåêòîð x̄ êî âòîðîìó
êëàññó.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ X
çàäàíà ãèïåðïîâåðõíîñòü

n∑
i=1

λiϕi(x̄) = 0, (1.1)

êîòîðàÿ äåëèò ïðîñòðàíñòâî X íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà. Îáúåêòû
ïåðâîãî êëàññà îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó, îáúåêòû
âòîðîãî êëàññà îòíîñÿòñÿ êî âòîðîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó. Ïîäîáíàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùåé.

Êàæäîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïîâåðõíîñòè (1.1) ñîîòâåòñòâóåò
ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü

n∑
i=1

λiyi = 0

â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàííûõ ïðèçíàêîâ Y. Ïðîñòðàíñòâî Y
òàêæå íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿþùèì.

Ïóñòü çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà â ñïðÿìëÿþ-
ùåì ïðîñòðàíñòâå

S = ((ȳ1, ε1), (ȳ2, ε2), . . . ),
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ãäå εi îáîçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòà ȳi = ϕ̄(x̄i) êëàññó
εi ∈ {−1, 1}, i = 1, 2, . . .

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ âû-
áîðêó S. Ïóñòü Λ = (λ1, . . . , λn) � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ýòîé
ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðïëîñêîñòü
ðàçäåëÿåò âûáîðêó, åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

εi(Λ · ȳi) > 0 (1.2)

äëÿ âñåõ i.
Äëÿ óäîáñòâà ïðåîáðàçóåì îáó÷àþùóþ âûáîðêó ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ỹ1, y2, . . . , ãäå

ỹi =
{
ȳi, åñëè εi = 1,
−ȳi, åñëè εi = −1,

äëÿ âñåõ i. Òîãäà óñëîâèå ðàçäåëåíèÿ (1.2) çàïèøåòñÿ â âèäå

(Λ · ỹi) > 0

äëÿ âñåõ i.
Îáîçíà÷èì

ρ(Λ) = min
i

(Λ · ỹi)
|Λ|

,

ρ0 = sup
Λ6=0̄

ρ(Λ), (1.3)

ãäå |Λ| =
√

n∑
i=1

λ2
i � äëèíà âåêòîðà Λ â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Óñëîâèå ðàçäåëèìîñòè âûáîðêè S ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ρ0 > 0.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà Ðîçåíáëàòòà ïîñòðî-
åíèÿ ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

(ȳ1, ε1), (ȳ2, ε2), . . .

è ïóñòü ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò (Λ∗ · ȳ) = 0, ðàçäåëÿþùàÿ ýòó âûáîðêó, ò.å. òàêàÿ, ÷òî

(Λ∗ · ỹi) > 0 (1.4)
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äëÿ âñåõ i. Ñ÷èòàåì, ÷òî |Λ∗| = 1. Óñëîâèå (1.4) ìîæíî òàêæå
çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû (1.3) â âèäå

(Λ∗ · ỹi) > ρ0 (1.5)

äëÿ âñåõ i. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåêòîðû ȳi ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíû ïî ìîäóëþ

sup
i
|ȳi| = D <∞.

Àëãîðèòì Ðîçåíáëàòòà ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùåé

ãèïåðïëîñêîñòè

Îáó÷åíèå ïåðñåïòðîíà çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè êîîðäèíàò
âåêòîðà âåñîâ Λ íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà.

Ïóñòü Λt = (λ1,t, . . . , λn,t) � òåêóùèé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ
ãèïåðïëîñêîñòè, âû÷èñëåííûé íà øàãå t àëãîðèòìà, t = 1, 2, . . . .

Àëãîðèòì èñïîëüçóåò ïðåîáðàçîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåê-
òîðîâ ỹ1, ỹ2, . . . .

Ïîëàãàåì Λ0 = (0, . . . , 0).
FOR t = 1, 2, . . .
Åñëè (Λt−1 · ỹt) > 0, òî ïîëàãàåì Λt = Λt−1.
(ò.å. åñëè î÷åðåäíîé âåêòîð êëàññèôèöèðóåòñÿ ïðàâèëüíî, òî òå-
êóùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü íå èçìåíÿåòñÿ).
Åñëè (Λt−1 · ỹt) 6 0 (î÷åðåäíîé âåêòîð êëàññèôèöèðóåòñÿ íåïðà-
âèëüíî), òî ïðîèçâîäèì êîððåêòèðîâêó âåêòîðà ãèïåðïëîñêîñòè
Λt = Λt−1 + ỹt, íàçîâåì ýòó îïåðàöèþ òàêæå èñïðàâëåíèåì îøèá-

êè.
ENDFOR

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèíàäëåæàùàÿ À.À. Íîâèêîâó, óòâåð-
æäàåò, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ñó-
ùåñòâóåò, àëãîðèòì Ðîçåíáëàòòà ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïðåäúÿâëå-
íèÿ îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ
âûáîðêè, ïîñòðîèò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùóþ âñþ êîíå÷íóþ
èëè áåñêîíå÷íóþ âûáîðêó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ

áåñêîíå÷íóþ âûáîðêó

(ȳ1, ε1), (ȳ1, ε1), . . . ,
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òî â àëãîðèòìå Ðîçåíáëàòòà èñïðàâëåíèå îøèáêè ïðîèñõîäèò

íå áîëåå ÷åì [
D2

ρ2
0

]
ðàç. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåðàâåíñòâî Λt 6= Λt−1 âûïîëíåíî äëÿ íå

áîëåå ÷åì
[
D2

ρ20

]
ðàçëè÷íûõ t. 3 Ïîñëå ýòîãî ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåð-

ïëîñêîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ è áóäåò áåçîøèáî÷íî äåëèòü âñþ

áåñêîíå÷íóþ îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà øàãå t ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå âåêòî-
ðà Λt, òî

|Λt|2 = |Λt−1|2 + 2(Λt−1 · ỹt) + |ỹt|2.

Òàê êàê (Λt−1 ·ỹt) 6 0 (êëàññèôèêàöèÿ t-ãî âåêòîðà íåïðàâèëüíàÿ)
è |ỹt| 6 D, ïîëó÷àåì

|Λt|2 6 |Λt−1|2 +D2.

Åñëè äî øàãà T âêëþ÷èòåëüíî ïðîèçîøëî k òàêèõ èñïðàâëåíèé,
òî ïîëó÷àåì

|Λt|2 6 kD2. (1.6)

Ïî óñëîâèþ ðàçäåëèìîñòè (1.5) ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé âåêòîð Λ∗

òàêîé, ÷òî

εi(Λ∗ · ỹi) > ρ0

äëÿ âñåõ i.
Îöåíèì âåëè÷èíó (Λt ·Λ∗). Ïî îïðåäåëåíèþ (Λ0 ·Λ∗) = 0. Åñëè

íà øàãå t àëãîðèòì ïðîèçâîäèò èñïðàâëåíèå, òî

(Λt · Λ∗) = (Λt−1 · Λ∗) + (Λ∗ · ỹt) > (Λt−1 · Λ∗) + ρ0.

Åñëè íà øàãå t èñïðàâëåíèÿ íå ïðîèñõîäèò, òî

(Λt · Λ∗) = (Λt−1 · Λ∗).
3[r] � öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà r.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ê øàãó t àëãîðèòì ïðîèçâåë k èñïðàâëåíèé,
òî

(Λt · Λ∗) > kρ0.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

(Λt · Λ∗) 6 |Λt| · |Λ∗| = |Λt|.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|Λt| > kρ0. (1.7)

Îáúåäèíÿåì íåðàâåíñòâà (1.6) è (1.7), ïîëó÷àåì

k 6
D2

ρ2
0

.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî èñïðàâëåíèé íå ïðåâîñõîäèò

k 6

[
D2

ρ2
0

]
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Ïî òåîðåìå 1.1, êàêîâà áû íè áûëà áåñêîíå÷íàÿ ðàçäåëèìàÿ

âûáîðêà, àëãîðèòì Ðîçåíáëàòòà, ñäåëàâ êîíå÷íîå ÷èñëî èñïðàâëå-

íèé, íå ïðåâîñõîäÿùåå
[
D2

ρ20

]
, íàéäåò êàêóþ-ëèáî ãèïåðïëîñêîñòü,

ðàçäåëÿþùóþ âñþ âûáîðêó.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â ïåðñåïòðîíå ðàññìàòðèâàåòñÿ áèíàðíîå

ñïðÿìëÿþùåå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. Y = {−1, 1}n.
Â ýòîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî D2 6 n. Òîãäà îöåíêà òåîðåìû 1.1

èìååò âèä

k 6

[
n

ρ2
0

]
,

ò.å. ÷èñëî êîððåêöèé àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà ðàñòåò ëè-
íåéíî ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà.

Â ýòîì ðàçäåëå áûëà ðàññìîòðåíà äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü ïåð-
ñåïòðîíà. Íà ïåðâîì óðîâíå îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ȳ = φ̄(x̄)
èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà îïèñàíèé îáúåêòîâ X â ñïðÿìëÿþùåå
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ïðîñòðàíñòâî Y. Íà âòîðîì óðîâíå ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòì îáó÷å-
íèÿ � ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå Y
íà îñíîâå îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê
îòîáðàæåíèþ φ̄ äèêòóåò âòîðàÿ ÷àñòü ìîäåëè, à èìåííî, ìíîæå-
ñòâà âåêòîðîâ � îáðàçîâ ȳ, ïðèíàäëåæàùèõ ê ðàçëè÷íûì êëàññàì
äîëæíû áûòü ðàçäåëèìû ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò òàêîå
îòîáðàæåíèå ȳ = φ̄(x̄), ïðè êîòîðîì îáðàçû ëþáûõ äâóõ íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå X ìíîæåñòâ áûëè áû ðàçäå-
ëåíû â ñïðÿìëÿþùåì ïðîñòðàíñòâå Y ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî X áèíàðíîå,
òî òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, áîëåå òîãî, îíî ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ôóíêöèé (ñì. [2]). Íåäîñòàò-
êîì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñïðÿìëÿþùåãî
ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàåòñÿ î÷åíü áîëüøîé. Äëÿ áîëüøèíñòâà ïàð
ìíîæåñòâ îòíîøåíèå D2

ρ20
ñëèøêîì âåëèêî è ïîýòîìó îáó÷åíèå ïåð-

ñåïòðîíà ìîæåò ïîòðåáîâàòü çíà÷èòåëüíî áîëüøîãî âðåìåíè.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå, îáû÷íî îòîáðàæåíèå ȳ = φ̄(x̄) âûáèðàåòñÿ

íà îñíîâàíèè çíàíèÿ êîíêðåòíîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.

1.2. Òåîðèÿ îáîáùåíèÿ

1.2.1. Âåðõíèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè

êëàññèôèêàöèè

Â òåîðèè îáîáùåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè êëàññèôè-
êàöèè íà òåñòîâîé âûáîðêå, ïîñëå òîãî êàê ôóíêöèÿ êëàññèôè-
êàöèè îïðåäåëåíà ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå, ò.å. ïðîâåäåíî îáó÷åíèå
àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêîé òåîðèè îáîáùåíèÿ.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ èñïîëüçóåò ãèïî-
òåçó î òîì, ÷òî ïàðû (xi, yi) ãåíåðèðóþòñÿ íåêîòîðûì íåèçâåñò-

íûì íàì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî,
ðàññìàòðèâàåòñÿ î÷åíü øèðîêèé êëàññ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî äàííûå íåçàâèñèìî
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è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.
Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ èñõîäÿò èç îáó-

÷àþùåé âûáîðêè, ïî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ êëàññèôè-
êàöèè èëè ðåãðåññèè, íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàþùàÿ ýòó âû-
áîðêó. Êëàññ ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè ìîæåò áûòü î÷åíü øèðîê
� îò ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äî
ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ÿäåðíûõ ìåòîäîâ â ãèïåðïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííûå â ïðîñòðàí-
ñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè m > n. Íèêàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé íå èñïîëüçóþòñÿ â àëãîðèòìàõ, âû÷èñëÿþùèõ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè.

Ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè ïðîâåðÿåòñÿ íà òåñòîâîé âûáîðêå.
Çàäà÷åé òåîðèè îáîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè
êëàññèôèêàöèè íà ïðîèçâîëüíîé òåñòîâîé âûáîðêå.

Òåîðèÿ îáîáùåíèÿ Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè êëàññèôèêàöèè èëè ðåãðåññèè (îòíîñè-
òåëüíî, âîçìîæíî íåèçâåñòíîãî íàì, ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
ãåíåðèðóþùåãî äàííûå) äëÿ ñîãëàñîâàííîé ïî îáó÷àþùåé âûáîð-
êå ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè èëè ðåãðåññèè íà ëþáûõ áóäóùèõ äàí-
íûõ.

Òàêàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò îò ðàçìåðà îáó÷àþùåé âûáîðêè è
ðàçìåðíîñòè èëè åìêîñòè êëàññà ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ äàííûå.
Ýòî ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ îáó÷åíèÿ
è âåðîÿòíîñòè îøèáêè â áóäóùåì.

Åìêîñòü êëàññà ôóíêöèé íå çàâèñèò îò ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ýòèõ
ôóíêöèé èëè îò àíàëèòè÷åñêîãî ñïîñîáà èõ çàäàíèÿ. Îíà çàâèñèò
îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êëàññà � ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ïðî-
åêöèé ôóíêöèé ýòîãî êëàññà íà âûáîðêè çàäàííîé äëèíû.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò äàíû ðàâíîìåðíûå âåðõíèå îöåíêè âå-
ðîÿòíîñòè îøèáêè â çàâèñèìîñòè îò äëèíû îáó÷àþùåé âûáîðêè
è ðàçìåðíîñòè êëàññà ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè.

Êðèòåðèé âûáîðà ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè îñíîâàí íà ìèíè-
ìèçàöèè âåðõíåé îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ.

Ïóñòü S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)) � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Çäåñü
x̄i ∈ X è yi ∈ {−1, 1} ïðè 1 6 i 6 l. Â äàëüíåéøåì X ⊆ Rn �
n-ìåðíîå åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Â äàííîì ðàçäåëå ïðè âåðîÿòíîñòíîì àíàëèçå ìû ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî âûáîðêà S � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñîñòîÿùàÿ èç ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (x̄i, yi), i = 1, . . . l. Äëÿ óäîáñòâà (â îòëè÷èå îò
ðàçäåëà 1.1.2) ìû îáîçíà÷àåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (x̄i, yi) ìàëåíü-
êèìè áóêâàìè.

Ïóñòü çàäàíî ïðàâèëî (èëè ôóíêöèÿ) h : X → {−1, 1}. Ðèñê
ôóíêöèîíàë (èëè îøèáêà êëàññèôèêàöèè) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

errP (h) = P{(x̄, y) : h(x̄) 6= y}.

Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà âåðîÿòíîñòè íåïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè.
Ãèïîòåçà êëàññèôèêàöèè h ñîãëàñîâàíà ñ âûáîðêîé

S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)),

åñëè h(x̄i) = yi äëÿ âñåõ 1 6 i 6 l. Îáîçíà÷èì

errS(h) =
1
l
|{i : h(x̄i) 6= yi, 1 6 i 6 l}|

� îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî îøèáîê êëàññèôèêàöèè h íà âûáîðêå S.
Çäåñü |A| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Òîãäà ãèïîòåçà êëàñ-
ñèôèêàöèè h ñîãëàñîâàíà ñ âûáîðêîé S, åñëè errS(h) = 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãèïîòåçû êëàññèôèêàöèè h è ε > 0 èìååì

P l{S : errS(h) = 0&errP (h) > ε} = (1− errP (h))l 6 e−lε. (1.8)

Ïóñòü H � íåêîòîðûé êëàññ ãèïîòåç êëàññèôèêàöèè. Åñëè êëàññ
H êîíå÷íûé, òî èç (1.8) ïîëó÷àåì îöåíêó

P l{S : (∃h ∈ H)(errS(h) = 0&errP (h) > ε)} 6 |H|e−lε. (1.9)

Èíòåðïðåòàöèÿ (1.9) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü çàäàí êðèòè÷åñêèé óðîâåíü δ > 0 ïðèíÿòèÿ îøèáî÷-

íîé ãèïîòåçû êëàññèôèêàöèè h ∈ H, ñîãëàñîâàííûé ñ îáó÷àþùåé
âûáîðêîé S. Òîãäà ïî (1.9) ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ > 1 − δ ãèïîòåçà êëàññèôèêàöèè hS ∈ H, ïîñòðîåííàÿ
ïî ñëó÷àéíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå S è ñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé, áóäåò
èìåòü îøèáêó êëàññèôèêàöèè errP (h) 6 ε = 1

l ln |H|δ .
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Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêàÿ ãèïîòåçà êëàññèôèêàöèè h, èìåþ-
ùàÿ îøèáêó errP (h) > ε, ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1 − |H|e−lε íå áóäåò
ñîãëàñîâàíà ñî ñëó÷àéíîé âûáîðêîé äëèíû l.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé H àíàëîãè÷íûå
îöåíêè íà îøèáêó êëàññèôèêàöèè äàåò òåîðèÿ îáîáùåíèÿ
Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà. Ñëîæíîñòü êëàññà H îöåíèâàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèè ðîñòà

BH(l) = max
(x̄1,x̄2, ..., x̄l)

|{(h(x̄1), h(x̄2), . . . , h(x̄l)) : h ∈ H}|.

Ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè áóäóò èçó÷àòüñÿ äàëåå.
Èìååò ìåñòî òåîðåìà � àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (1.9) äëÿ áåñêî-

íå÷íîãî H.

Òåîðåìà 1.2. Ïðè l > 2/ε èìååò ìåñòî îöåíêà

P l{S : (∃ h ∈ H)(errS(h) = 0&errP (h) > ε)} 6 2BH(2l)e−εl/4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïóñòü 1A(x̄) = 1, åñëè x̄ ∈ A, è 1A(x̄) = 0, åñëè x̄ 6∈ A.
Àíàëîãè÷íî 1h(x̄)6=y(x̄, y) åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ 1, åñëè
h(x̄) 6= y è ðàâíàÿ 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà

E1h(x̄) 6=y = errP (h),

ãäå E � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ìåðå P . Ïî îïðåäåëåíèþ

errS(h) =
1
l

l∑
i=1

1h(x̄i) 6=yi

� ÷àñòîòà îøèáîê êëàññèôèêàöèè íà âûáîðêå S.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñëåäîâàòü èç ñëåäóþùèõ äâóõ

ëåìì.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü çàäàí êëàññ H ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè. Ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âûáîðêè S, S′ äëèíû l. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ïðè l > 2/ε èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P l{S : (∃ h ∈ H)(errS(h) = 0&errP (h) > ε)} 6

6 2P 2l{SS′ : (∃h ∈ H)(errS(h) = 0&errS′(h) >
1
2
ε)}. (1.10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.10) ýêâè-
âàëåíòíî íåðàâåíñòâó

P l{S : sup
h:errS(h)=0

errP (h) > ε} 6

6 2P 2l{SS′ : sup
h:errS(h)=0

errS′(h) >
1
2
ε}. (1.11)

Äîêàæåì (1.11). Äëÿ êàæäîé âûáîðêè S îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì
hS òó ôóíêöèþ èç êëàññà H, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî â ëåâîé ÷àñòè (1.11), à èìåííî, errS(hS) = 0 è errP (hS) > ε.
Ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðêè.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè 4

1errS(hS) = 0&errP (hS) > ε1errP (hS) − errS′ (hS) 6 1
2
ε 6

6 1errS(hS) = 0&errS′ (hS)> 1
2
ε. (1.12)

Âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî âòîðîé âûáîðêå S′ îò îáåèõ
÷àñòåé íåðàâåíñòâà (1.12). Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò ïåðâîé âûáîðêè S :

1errS(hS) = 0&errP (hS) > εP
l{S′ : errP (hS)− errS′(hS) 6

1
2
ε} 6

6 P l{S′ : errS(hS) = 0&errS′(hS) >
1
2
ε}. (1.13)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì

P l{S′ : errP (hS)− errS′(hS) 6
1
2
ε} =

= P l{S′ : errS′(hS) > errP (hS)− 1
2
ε} =

=
∑

{k:k/l>p−ε/2}

(
l

k

)
pk(1− p)n−k > 1

2
(1.14)

4Çäåñü 1errS(hS)=0&errP (hS)>ε(S) = 1, åñëè errS(hS) = 0&errP (hS) > ε, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ýòî çíà÷åíèå ðàâíî 0. Òàêæå
1errS(hS)=0&errS′ (hS)> 1

2 ε
(SS′) = 1, åñëè errS(hS) = 0&errS′(hS) > 1

2
ε, â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå ýòî çíà÷åíèå ðàâíî 0.
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ïðè l > 2/ε. Çäåñü p = errP (hS).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè l > 2/ε áóäåò p − ε/2 < p − 1/l. Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî∑
{k:k/l>p−1/l}

(
l

k

)
pk(1− p)n−k =

∑
{k:k>lp−1}

(
l

k

)
pk(1− p)n−k > 1

2
.

Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó∑
{k:k<lp−1}

(
l

k

)
pk(1− p)n−k < 1

2
.

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ýòîé ñóììå:∑
{k:k<lp−1}

(
l

k

)
pk(1− p)n−k =

=
∑

{k:l−k>l(1−p)+1}

(
l

k

)
pk(1− p)n−k =

=
∑

{k:k>lp+1}

(
l

k

)
pk(1− p)n−k. (1.15)

Ñóììà ïåðâîé è òðåòüåé ñóìì èç (1.15) ìåíüøå 1. Ïîýòîìó êàæäàÿ
èç íèõ ìåíüøå 1/2.

Ïîäñòàâëÿÿ íåðàâåíñòâî (1.14) â (1.13), ïîëó÷èì

1errS(hS)=0&errP (hS)>ε 6

6 2P l{S′ : errS(hS) = 0&errS′(hS) >
1
2
ε}. (1.16)

Âîçüìåì ñðåäíåå ïî S è ïîëó÷èì

P l{S : errS(hS) = 0&errP (hS) > ε} 6

6 2P 2l{SS′ : errS(hS) = 0&errS′(hS) >
1
2
ε} 6

6 2P 2l{SS′ : sup
h:errS(h)=0

errS′(h) >
1
2
ε}. (1.17)

Îòñþäà ïîëó÷àåì (1.11). Ëåììà äîêàçàíà. 4
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Ëåììà 1.3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà äâóõ ñëó÷àéíûõ âûáîð-

êàõ S è S′ äëèíû l íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè h ∈ H ñî-

ãëàñîâàíà ñ ïåðâîé èç íèõ è ñîâåðøàåò áîëåå εl îøèáîê íà âòîðîé
âûáîðêå îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé

P 2l{SS′ : (∃h ∈ H)(errS(h) = 0&errS′(h) > ε)} 6 BH(2l)e−εl/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ η, êîòîðàÿ ïî ïðîèç-
âîëüíîé âûáîðêå SS′ = ((x̄1, y1), . . . , (x̄2l, y2l)) äëèíû 2l âûäàåò
åå ñîñòàâ Υ, ò.å. ìíîæåñòâî ïàð åå ñîñòàâëÿþùèõ âìåñòå ñ êðàò-
íîñòÿìè

η(SS′) = Υ = {((x̄1, y1), k1), . . . , ((x̄L, yL), kL)},

ãäå ki � ÷èñëî âõîæäåíèé ïàðû (x̄i, yi) â âûáîðêó SS′, i = 1, . . . , L,
L � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïàð (x̄i, yi) â âûáîðêå SS′; ïî îïðåäåëåíèþ
k1 + · · ·+ kL = 2l.

Â îòëè÷èå îò âûáîðêè åå ñîñòàâ � íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Ìåðà P 2l íà âûáîðêàõ äëèíû 2l èíäóöèðóåò ìåðó P̂ íà èõ ñîñòà-
âàõ:

P̂ (Ξ) = P 2l{SS′ : η(SS′) ∈ Ξ},
ãäå Ξ � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñîñòàâîâ òèïà Υ.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ñîñòàâ Υ äëÿ âûáîðîê äëèíû 2l. Ïðåä-
âàðèòåëüíî òàêæå ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ êëàññèôèêà-
öèè h.

Äëÿ êàæäîé äâîéíîé âûáîðêè SS′ = ((x̄1, y1), . . . , (x̄2l, y2l))
îïðåäåëèì áèíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε1, . . . , ε2l îøèáîê êëàñ-
ñèôèêàöèè, ãäå

εi =
{

1, åñëè h(x̄i) 6= yi,
−1, åñëè h(x̄i) = yi,

ãäå i = 1, . . . , 2l.
Ïîñêîëüêó îøèáêè êëàññèôèêàöèè îïèñûâàþòñÿ áåðíóëëèåâ-

ñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè P{h(x̄) 6= y}, ëþáûå
äâà íàáîðà îøèáîê ε1, . . . , ε2l è ε′1, . . . , ε

′
2l íà äâóõ âûáîðêàõ ñ

îäíèì è òåì æå ñîñòàâîì Υ ðàâíîâåðîÿòíû. 5

5Ýòè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ðàâíû(
2l
k

)
pk(1 − p)2l−k, ãäå p = P{h(x̄) 6= y} è k � ÷èñëî åäèíèö (÷èñëî îøèáîê) â

âûáîðêå.
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Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííî-
ãî ñîñòàâà Υ íà íåêîòîðîé äâîéíîé âûáîðêå SS′, èìåþùåé ñîñòàâ
Υ (ò.å. òàêîé, ÷òî η(SS′) = Υ), ôóíêöèÿ h äåëàåò m îøèáîê è âñå
îíè ñîñðåäîòî÷åíû íà âòîðîé ïîëîâèíå ýòîé âûáîðêè, îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó ïðè m > εl :(

l
m

)(
2l
m

) =
l!

(l −m)!m!
· (2l −m)!m!

(2l)!
=

=
(2l −m) . . . (l −m+ 1)

2l . . . (l + 1)
6

6
(

1− m

2l

)l
6
(

1− ε

2

)l
< e−εl/2.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè h ïðèíèìàåò ëþáîå çíà-
÷åíèå èç êëàññà H. ×èñëî âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ îãðàíè÷åíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé èç H íà ìíî-
æåñòâî âñåõ îáúåêòîâ {x̄1, . . . , x̄2l} èç âûáîðîê SS′ äàííîãî ñî-
ñòàâà η(SS′) = Υ, íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
{(h(x̄1), h(x̄2), . . . , h(x̄2l) : h ∈ H}, ñîñòîÿùåãî èç áèíàðíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 2l.

Îöåíêó ÷èñëà òàêèõ ôóíêöèé äàåò ôóíêöèÿ ðîñòà ñåìåéñòâà
èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé H :

BH(l) = max
(x̄1,x̄2,...,x̄l)

|{(h(x̄1), h(x̄2), . . . , h(x̄l)) : h ∈ H}|.

ßñíî, ÷òî BH(l) 6 2l. Òî÷íûå îöåíêè ôóíêöèè ðîñòà ðàçëè÷íûõ
ñåìåéñòâ êëàññèôèêàòîðîâ áóäóò äàíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðîñòà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âñåõ îãðà-
íè÷åíèé ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè èç H íà âûáîðêàõ äëèíû 2l íå
ïðåâîñõîäèò BH(2l).

Ïîýòîìó óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
êëàññèôèêàöèè èç êëàññà H äåëàåò áîëåå εl îøèáîê íà äâîéíîé
âûáîðêå ñ äàííûì ñîñòàâîì Υ è âñå îíè ñîñðåäîòî÷åíû íà âòîðîé
ïîëîâèíå ýòîé âûáîðêè, îãðàíè÷åíà ñâåðõó

P 2l{SS′ : (∃ h ∈ H)(errS(h) = 0&errS′(h) > ε|η(SS′) = Υ} 6

6 BH(2l)e−εl/2.
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Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âå-
ëè÷èíó (ôóíêöèþ îò ñîñòàâà Υ). Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå
çàâèñèò îò ñîñòàâà Υ.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ìåðå P̂ íà ñîñòàâàõ Υ, ïîëó÷èì
áåçóñëîâíîå íåðàâåíñòâî

P 2l{SS′ : (∃ h ∈ H)(errS(h) = 0&errS′(h) > ε} 6

6 BH(2l)e−εl/2.

Ëåììà 1.3 äîêàçàíà. 4
Òåîðåìà 1.2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì 1.2 è 1.3.
Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ãèïîòåçà êëàññèôèêàöèè h,

èìåþùàÿ îøèáêó errP (h) > ε, ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1− 2BH(2l)e−εl/4

íå áóäåò ñîãëàñîâàíà ñî ñëó÷àéíîé âûáîðêîé äëèíû l > 2/ε, ò.å.
áóäåò îòâåðãíóòà êàê îøèáî÷íàÿ.

Îáîçíà÷èì δ = 2BH(2l)e−εl/4. Òîãäà ïðè 0 < δ < 1 áóäåò âû-
ïîëíåíî lε > 2, ò.å. óñëîâèå òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíî. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå

Ñëåäñòâèå 1.1. Äîïóñòèì, ÷òî êëàññ H ôóíêöèé êëàññèôèêà-

öèè èìååò êîíå÷íóþ VC-ðàçìåðíîñòü d. 6

Ïóñòü çàäàí êðèòè÷åñêèé óðîâåíü 0 < δ < 1 ïðèíÿòèÿ îøè-

áî÷íîé ãèïîòåçû êëàññèôèêàöèè h ∈ H, ñîãëàñîâàííîé ñ îáó÷àþ-

ùåé âûáîðêîé S.
Òîãäà ñ P l-âåðîÿòíîñòüþ > 1 − δ ãèïîòåçà êëàññèôèêàöèè

hS ∈ H, ïîñòðîåííàÿ ïî ñëó÷àéíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå S è ñî-

ãëàñîâàííàÿ ñ íåé, áóäåò èìåòü îøèáêó êëàññèôèêàöèè

errP (hS) 6
4
l

(
d ln

2el
d

+ ln
2
δ

)
ïðè l > d.

Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî óñèëèòü íà ñëó÷àé îáó÷åíèÿ ñ îøèá-
êàìè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâå ëåì-
ìû 1.4 è 1.5, à òàêæå èõ ñëåäñòâèå � òåîðåìà 1.3.

6Îïðåäåëåíèå VC-ðàçìåðíîñòè äàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå 1.2.2. Òàì æå

ïîëó÷åíà îöåíêà BH(l) 6
(
el
d

)d
ïðè l > d.
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Ëåììà 1.4. Ïóñòü çàäàí êëàññ H ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè. Ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âûáîðêè S, S′ äëèíû l. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ïðè l > 2/ε èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P l{S : (∃ h ∈ H)(errP (h)− errS(h) > ε)} 6

6 2P 2l{SS′ : (∃ h ∈ H)(errS′(h)− errS(h) >
1
2
ε)}.

Ëåììà 1.5. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà äâóõ ñëó÷àéíûõ âûáîð-

êàõ S è S′ äëèíû l ÷àñòîòû îøèáîê íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàñ-

ñèôèêàöèè h ∈ H ðàçëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì íà ε > 0, îãðàíè÷åíà
âåëè÷èíîé

P 2l{SS′ : (∃h ∈ H)(errS′(h)− errS(h) > ε)} 6 2BH(2l)e−2ε2l.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåì-
ìû 1.3. Ïðè ýòîì óäîáíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâà ×åðíîâà (ñì.
ñëåäñòâèå 3.4 èç ðàçäåëà 3.6 íèæå).

Çàäà÷à. Ïðîâåñòè ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 1.4 è 1.5.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îöåíêó âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ ðèñê

ôóíêöèîíàëà îò ñðåäíåãî ÷èñëà îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Òåîðåìà 1.3. Èìååò ìåñòî îöåíêà

P l{S : (∃ h ∈ H)(errP (h)− errS(h) > ε)} 6 4BH(2l)e−ε
2l/2

ïðè l > 2/ε.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå, ñâÿçûâàþùåå âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè îáîáùåíèÿ è ñðåäíåå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé
âûáîðêå.

Ñëåäñòâèå 1.2. Äîïóñòèì, ÷òî êëàññ H ôóíêöèé êëàññèôèêà-

öèè èìååò êîíå÷íóþ VC-ðàçìåðíîñòü d, 0 < δ < 1. Òîãäà äëÿ

h ∈ H ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1− δ âûïîëíåíî

errP (h) 6 errS(h) +

√
2
l

(
d ln

2el
d

+ ln
4
δ

)
ïðè l > d.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îöåíêè òåîðåì 1.2 è 1.3, à òàêæå ñëåä-
ñòâèé 1.1 è 1.2, èìåþò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òàê êàê
íà ïðàêòèêå VC-ðàçìåðíîñòü d ìîæåò áûòü ñðàâíèìîé ñ äëèíîé
âûáîðêè l. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè íå çà-
âèñÿùèå îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà (ñì. òåîðåìû 1.9, 1.14, 1.18,
ñëåäñòâèå 1.7 äàëåå).

1.2.2. VC-ðàçìåðíîñòü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðàçìåð-
íîñòè Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà � VC-ðàçìåðíîñòè, êîòîðàÿ õàðàê-
òåðèçóåò ¾ñëîæíîñòü¿ áåñêîíå÷íîãî êëàññà ôóíêöèé êëàññèôèêà-
öèè.

ÏóñòüH � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè, ôóíê-
öèÿ h ∈ H. Áèíàðíûé íàáîð (h(x̄1), . . . , h(x̄l)), ñîñòîÿùèé èç
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {−1, 1}, îïðåäåëÿåò ðàçäåëåíèå ìíîæåñòâà
{x̄1, . . . , x̄l} íà äâà ïîäìíîæåñòâà {x̄i : h(x̄i) = 1} � ïîëîæèòåëü-
íûå ïðèìåðû è {x̄i : h(x̄i) = −1} � îòðèöàòåëüíûå ïðèìåðû.

Ìíîæåñòâî {x̄1, . . . , x̄l} ïîëíîñòüþ ðàçäåëåíî ôóíêöèÿìè èç
H (shattered by H), åñëè

{(h(x̄1), . . . , h(x̄l)) : h ∈ H} = {−1, 1}l.

Ôóíêöèÿ ðîñòà ñåìåéñòâà êëàññèôèêàòîðîâ H îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé âûáîðîê äëèíû l íà
äâà ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèé èç êëàññà H

BH(l) = max
(x̄1,x̄2, ..., x̄l)

|{(h(x̄1), h(x̄2), . . . , h(x̄l) : h ∈ H}|.

ßñíî, ÷òî BH(l) 6 2l, à åñëè ñóùåñòâóåò ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìîå
(ôóíêöèÿìè èç êëàññà H) ìíîæåñòâî (âûáîðêà) èç l ýëåìåíòîâ,
òî BH(l) = 2l.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè VC-ðàçìåðíîñòè (ëåììà Ñàóýðà):

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ ëþáîãî êëàññà èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé H ðåà-

ëèçóåòñÿ îäíà èç äâóõ âîçìîæíîñòåé:
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1) BH(l) = 2l äëÿ âñåõ l, ò.å. äëÿ ëþáîãî l ñóùåñòâóåò ïîëíî-

ñòüþ ðàçäåëèìàÿ âûáîðêà ðàçìåðà l.
2) Ñóùåñòâóåò ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìàÿ âûáîðêà ìàêñèìàëü-

íîãî ðàçìåðà d; â ýòîì ñëó÷àå BH(l) = 2l ïðè l 6 d è

BH(l) 6
d∑
i=0

(
l

i

)
6

(
el

d

)d
(1.18)

ïðè l > d.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ GH(l) = lnBH(l) � ëèíåéíàÿ èëè,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ, îãðàíè÷åíà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíê-

öèåé O(d ln l) (Íàïðèìåð, îíà íå ìîæåò èìåòü âèä O(
√
l)).

×èñëî d íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà èëè

VC-ðàçìåðíîñòüþ êëàññà ôóíêöèé H. Åñëè ðåàëèçóåòñÿ ïåðâûé

ñëó÷àé, òî VC-ðàçìåðíîñòü êëàññà H áåñêîíå÷íàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî VC-ðàçìåðíîñòü íåêîòîðîãî
êëàññà èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé H ðàâíà d. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
BH(l) = 2l ïðè âñåõ l 6 d.

Ìû äîêàæåì íåðàâåíñòâî (1.18) ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî
âåëè÷èíå l + d. Äëÿ l = d = 1 ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê îáå
åãî ÷àñòè ðàâíû 2.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîé ñóììû < l+d,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ l− 1 è d, à òàêæå äëÿ l− 1 è d− 1. Äîêàæåì åãî
äëÿ ñëó÷àÿ l è d.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

h(l, d) =
d∑
i=0

(
l

i

)
.

Òîãäà íàøå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âè-
äå: äëÿ ëþáîãî êëàññà ôóíêöèé H ñ VC-ðàçìåðíîñòüþ 6 d áóäåò
BH(l) 6 h(l, d) äëÿ âñåõ l.

Èç ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ(
l

i

)
=
(
l − 1
i

)
+
(
l − 1
i− 1

)
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ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî, ñâÿçûâàþùåå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè h :

h(l, d) = h(l − 1, d) + h(l − 1, d− 1).

Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ôóíêöèé ñ VC-ðàçìåðíîñòüþ d è
ïóñòü X1 = {x1, x2, . . . , xl} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ
ìîùüíîñòè l, X2 = {x2, . . . , xl} � îíî æå, íî áåç ïåðâîãî ýëåìåíòà.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ H1 = H|X1
ôóíêöèé èç êëàññà H íà

ìíîæåñòâî X1 è H2 = H|X2
� îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèé èç êëàññà H

íà ìíîæåñòâà X2.
Ïóñòü òàêæå êëàññ ôóíêöèé H3 ñîñòîèò ôóíêöèé f èç êëàññà

H2, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ′ ∈ H òàêàÿ, ÷òî
f ′(x1) = −f(x1).

Çàìåòèì, ÷òî |H1| = |H2|+|H3| ïîñêîëüêó êëàññH2 îòëè÷àåòñÿ
îò êëàññà H1 òåì, ÷òî äâóì èíäèêàòîðíûì ôóíêöèÿì f è f ′ èç
êëàññà H1, ðàçëè÷àþùèìñÿ íà îáúåêòå x1 (åñëè òàêèå ôóíêöèè
ñóùåñòâóþò), ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ èç êëàññà H2.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî VC-ðàçìåðíîñòü êëàññàH2 íå ïðåâîñõîäèò
d, ïîñêîëüêó ýòî ïîäêëàññ êëàññà H1.

VC-ðàçìåðíîñòü êëàññà H3 íå ïðåâîñõîäèò d − 1, ïîñêîëüêó,
åñëè êëàññ ôóíêöèé ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ, òî îí ïîëíîñòüþ ðàçäåëèò ýòî æå ìíîæåñòâî ñ äîáàâ-
ëåííûì ê íåìó ýëåìåíòîì x1 (òàê êàê äëÿ x1 íàéäóòñÿ äâå ôóíê-
öèè èç êëàññà H3 ïðèíèìàþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ ýòîì
ýëåìåíòå). Â ýòî ñëó÷àå, êëàññ H1 òàêæå ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿåò ýòî
ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî, à åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà d.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

|H2| 6 h(l − 1, d) è |H3| 6 h(l − 1, d− 1).

Ïîýòîìó

|H1| = |H2|+ |H3| 6 h(l − 1, d) + h(l − 1, d− 1) = h(l, d).

Òàê ìíîæåñòâî X ïðîèçâîëüíîå, ïîëó÷àåì

BH(l) 6 h(l, d) =
d∑
i=0

(
l

i

)
.
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Íåðàâåíñòâî (1.18) äîêàçàíî. Îöåíêà

BH(l) 6
d∑
i=0

(
l

i

)
6

(
el

d

)d
ïðè l > d, ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

d∑
i=0

(
l

i

)
6

(
l

d

)d d∑
i=0

(
l

i

)(
d

l

)i
6

6

(
l

d

)d l∑
i=0

(
l

i

)(
d

l

)i
=

=
(
l

n

)d(
1 +

d

l

)l
<

(
l

d

)d
ed =

(
el

d

)d
. (1.19)

Òåîðåìà äîêàçàíà 4
Ìû ïðèâåäåì îöåíêó VC-ðàçìåðíîñòè äëÿ êëàññà L âñåõ ëè-

íåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ íà Rn, ò.å. âñåõ èíäèêàòîðíûõ ôóíê-
öèé âèäà h(x̄) = sign(L(x̄)), ãäå L(x̄) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Çäåñü
sign(r) = 1, åñëè r > 0, sign(r) = −1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èíî-
ãäà êëàññèôèêàòîðîì áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíê-
öèþ L(x̄).

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ âèäà L(x̄) = (ā · x̄) + b, ãäå
x̄ ∈ Rn � ïåðåìåííàÿ, ā ∈ Rn � âåêòîð âåñîâ, b � êîíñòàíòà.

Åñëè b = 0, òî ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð sign(L(x̄)) = sign(ā·x̄)
íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

Òåîðåìà 1.5. 1) VC-ðàçìåðíîñòü êëàññà âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé
êëàññèôèêàöèè íàä Rn ðàâíà n+ 1.

2) VC-ðàçìåðíîñòü êëàññà âñåõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ êëàññè-

ôèêàòîðîâ íàä Rn ðàâíà n.
3) Äëÿ êëàññà âñåõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé êëàññèôè-

êàöèè íàä Rn âûïîëíåíî

GL(l) = lnHL(l) = ln

(
2
n−1∑
i=0

(
l − 1
i

))
<

< (n− 1)(ln(l − 1)− ln(n− 1) + 1) + ln 2 (1.20)
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ïðè l > n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäå-
íèå. Íàáîð n âåêòîðîâ ē1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ēn = (0, 0, . . . , 1)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìûì, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ēi1 , . . . , ēik ýòîãî íàáîðà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îäíîðîäíûé
êëàññèôèêàòîð h(x̄) = sign(L(x̄)), ãäå L(x̄) = a1x1 + · · ·+anxn, êî-
òîðûé îòäåëÿåò âåêòîðû ýòîãî ïîäìíîæåñòâà îò îñòàëüíûõ âåêòî-
ðîâ íàáîðà. Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû ãèïåðïëîñêîñòè L(x̄), ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ñëåäóþùèì îáðàçîì: aij = 1 ïðè
1 6 j 6 k è ai = −1 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i. Òîãäà L(ēij ) = 1 ïðè
1 6 j 6 k è L(ēij ) = −1 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ j.

Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðûå n+ 1 âåêòîðîâ ū1, . . . , ūn, ūn+1 ìî-
ãóò áûòü ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìûìè. Òîãäà ñóùåñòâóþò 2n+1 âåñî-
âûõ âåêòîðîâ ā1, . . . , ā2n+1 òàêèõ, ÷òî â ìàòðèöå Z, îáðàçîâàííîé
÷èñëàìè zi,j = (āj · ūi), i = 1, . . . , n+ 1, j = 1, . . . , 2n+1,

Z =


z1,1, . . . , z1,j, . . . , z1,2n+1

. . .
zi,1, . . . , zi,j, . . . , zi,2n+1

. . .
zn+1,1, . . . , zn+1,j, . . . , zn+1,2n+1


çíàêè ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà (âûäåëåííûõ ÷åðíûì öâåòîì) ñîîò-
âåòñòâóþò j-ìó êëàññèôèêàöèîííîìó êëàññó, ïîýòîìó çíàêè ýëå-
ìåíòîâ ñòîëáöîâ îáðàçóþò âñå 2n+1 áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé äëèíû n+ 1.

Âåêòîðû ū1, . . . , ūn, ūn+1 ðàñïîëîæåíû â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå è ïîýòîìó ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å. äëÿ íåêîòîðîé èõ íåòðèâè-
àëüíîé (λi 6= 0 õîòÿ äëÿ îäíîãî i) ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

λ1ū1 + · · ·+ λnūn + λn+1ūn+1 = 0.

Äîìíîæàåì ýòî ðàâåíñòâî íà āj , j = 1, . . . , 2n+1, è ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî íóëþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè λ1, . . . , λn+1 ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî j-ãî ñòîëáöà,

λ1(āj · ū1) + · · ·+ λn+1(āj · ūn+1) = 0.
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Ñðåäè ñòîëáöîâ èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí, çíàêè ýëåìåíòîâ êîòî-
ðîãî ñîâïàäàþò ñî çíàêàìè íàáîðà λ1, . . . , λn+1. Îäíî èç ÷èñåë
λi íå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ñóììà ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé äëÿ
îäíîãî èç ñòîëáöîâ ïîëîæèòåëüíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äî-
êàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî íàáîð èç
n+ 1 âåêòîðîâ

ē0 = (0, 0, . . . , 0)′, ē1 = (1, 0, . . . , 0)′, . . . , ēn = (0, 0, . . . , 1)′

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìûì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ êëàññè-
ôèêàòîðîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, äëÿ ëþáîãî
ïîäìíîæåñòâà {ēi1 , . . . , ēik} äàííîãî íàáîðà ðàññìîòðèì ëèíåé-
íûé êëàññèôèêàòîð h(x̄) = sign(L(x̄)), ãäå

L(x̄) = a1x1 + · · ·+ anxn + b, x̄ = (x1, . . . , xn).

Êîýôôèöèåíòû ãèïåðïëîñêîñòè, îòäåëÿþùåé ýòî ïîäìíîæåñòâî
îò âñåõ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ íàáîðà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: aij = 1 ïðè 1 6 j 6 k, è ai = −1 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i,
b = 1

2 , åñëè âåêòîð ē0 âõîäèò â ïîäìíîæåñòâî è b = −1
2 â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå. Òîãäà âûïîëíåíî L(ēij ) > 0 ïðè 1 6 j 6 k è L(ēij ) < 0
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ j.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âûáîðêà èç n+2 âåêòîðîâ n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìàÿ ëèíåéíûìè êëàññèôèêàòî-
ðàìè. Ïóñòü ýòî âåêòîðû

x̄1 = (x1,1, . . . , x1,n)′, . . . , x̄n+2 = (xn+2,1, . . . , xn+2,n)′.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç n+ 2 âåê-
òîðîâ

x̄′1 = (x1,1, . . . , x1,n, 1)′, . . . , x̄′n+2 = (xn+2,1, . . . , xn+2,n, 1)′,

ëåæàùèõ â n+1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìà îäíî-
ðîäíûìè êëàññèôèêàòîðàìè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-
æåñòâî âûáîðêè x̄′i1 , . . . , x̄

′
ik
, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíî-

æåñòâî x̄i1 , . . . , x̄ik èñõîäíîé âûáîðêè. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü

L(x̄) = a1x1 + · · ·+ anxn + b
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îòäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî x̄i1 , . . . , x̄ik îò îñòàëüíûõ âåêòîðîâ èñ-
õîäíîãî íàáîðà, ò.å. L(x̄ij ) > 0 ïðè j = 1, . . . , k è L(x̄i) < 0 äëÿ
îñòàëüíûõ i.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûé îäíîðîäíûé êëàññè-
ôèêàòîð â n+ 1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

L′(x̄) = a1x1 + · · ·+ anxn + bxn+1.

Òîãäà L′(x̄′i) = L(x̄i) ïðè i = 1, . . . , n + 2. Ïîýòîìó ëèíåéíûé
îäíîðîäíûé êëàññèôèêàòîð L′(x̄′) îòäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ïîä-
ìíîæåñòâî x̄′i1 , . . . , x̄

′
ik
îò âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè

x̄′1 = (x1,1, . . . , x1,n, 1)′, . . . , x̄′n+2 = (xn+2,1, . . . , xn+2,n, 1)′.

Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðàÿ âûáîðêà n + 1-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ñîñòîÿùàÿ èç n+2 âåêòîðîâ, îêàçàëàñü ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìîé îä-
íîðîäíûìè êëàññèôèêàòîðàìè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó óòâåð-
æäåíèþ òåîðåìû. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû.

Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü äàíû l âåêòîðîâ
x̄1, . . . , x̄l. Ìû ðàññìàòðèâàåì âñå âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ýòèõ âåê-
òîðîâ íà äâà ïîäêëàññà. Òàêèå ðàçáèåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ
ãèïåðïëîñêîñòåé L(ū) = (ū · x̄), ãäå ū � âåñîâîé âåêòîð, çàäàþùèé
ãèïåðïëîñêîñòü, à x̄ � ïåðåìåííûé âåêòîð.

Ïî îïðåäåëåíèþ Rn(u) = Rn(x) = Rn. Äëÿ óäîáñòâà ìû âû-
äåëÿåì ïåðåìåííóþ, ïðîáåãàþùóþ ïî ýòîìó ìíîæåñòâó.

Êàæäîìó âåêòîðó ū ∈ Rn(u) ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü
L(x̄) = (ū · x̄) â Rn(x).

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéñòâåííûé âàðèàíò. Âåê-
òîðó x̄ ∈ Rn(x) ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü L(ū) = (x̄ · ū) â
Rn(u), à l âåêòîðàì x̄1, . . . , x̄l èç Rn(x) ñîîòâåòñòâóþò l ãèïåð-
ïëîñêîñòåé X1, . . . , Xl â ïðîñòðàíñòâå Rn(u), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïóñòü ū ∈ Rn(u) � âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè L(ū) = (ū · x̄) â Rn(x), ðàçäåëÿþùåé x̄1, . . . , x̄l.

Åñëè íåïðåðûâíî äâèãàòü ýòó ãèïåðïëîñêîñòü â Rn(x), òàê ÷òî
ðàçäåëåíèå âåêòîðîâ x̄1, . . . , x̄l íå íàðóøàåòñÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé
âåêòîð ū çàìåòàåò êîìïîíåíòó â ïðîñòðàíñòâå Rn(u). Êîìïîíåíòà
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� ýòî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (òî÷åê) ïðîñòðàíñòâàRn(u), îãðàíè÷åí-
íîå ãèïåðïëîñêîñòÿìè X1, . . . , Xl, îáðàçîâàííûìè â Rn(u) âåêòî-
ðàìè x̄1, . . . , x̄l, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
âåñîâûå. Çàìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì êàæäàÿ òàêàÿ êîìïîíåíòà
ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó âàðèàíòó ðàçáèåíèÿ âåêòîðîâ x̄1, . . . , x̄l íà
äâà êëàññà.

Òîãäà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàçáèåíèÿ âåêòîðîâ
x̄1, . . . , x̄l íà äâà êëàññà ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò â Rn(x), ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó êîìïî-
íåíò, íà êîòîðûå l ãèïåðïëîñêîñòåé X1, . . . , Xl äåëÿò n-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî Rn(u).

Ïóñòü Φ(n, l) � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîìïîíåíò, íà êîòîðûå
l ãèïåðïëîñêîñòåé X1, . . . , Xl ðàçäåëÿþò n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
Rn(u).

Èìååì Φ(1, l) = 2, òàê êàê íà ïðÿìîé ìîæíî ðàçäåëèòü òîëüêî
äâå òî÷êè. Òàêæå Φ(n, 1) = 2, òàê êàê îäíà ãèïåðïëîñêîñòü ìîæåò
ðàçäåëèòü òî÷êè òîëüêî íà äâå êîìïîíåíòû.

Ïóñòü òåïåðü çàäàíû l − 1 âåêòîðîâ x̄1, . . . , x̄l−1 â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn(x). Èì ñîîòâåòñòâóþò l−1 ãèïåðïëîñêîñòåé X1, . . . , Xl−1

â ïðîñòðàíñòâå Rn(u), êîòîðûå ðàçäåëÿþò ýòî ïðîñòðàíñòâî êàê
ìàêñèìóì íà Φ(n, l − 1) êîìïîíåíò.

Äîáàâèì íîâûé âåêòîð x̄l ê ðàíåå ðàññìîòðåííûì âåêòîðàì
x̄1, . . . , x̄l−1 â ïðîñòðàíñòâå Rn(x). Åìó ñîîòâåòñòâóåò íîâàÿ ãè-
ïåðïëîñêîñòü Xl â ïðîñòðàíñòâå Rn(u).

Åñëè ýòà ãèïåðïëîñêîñòü Xl ïåðåñåêàåò îäíó èç êîìïîíåíò, îíà
äåëèò åå íà äâå ÷àñòè. Ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ êîìïîíåíòà.

Â òî æå âðåìÿ ýòà íîâàÿ êîìïîíåíòà äîáàâëÿåò íîâîå ðàçäåëå-
íèå ãèïåðïëîñêîñòè Xl � íîâóþ êîìïîíåíòó âíóòðè ãèïåðïëîñêî-
ñòè Xl.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íîâûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå îáðàçóåò ãè-
ïåðïëîñêîñòü Xl, ðàâíî ÷èñëó íîâûõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå ãèïåð-
ïëîñêîñòè X1, . . . , Xl−1 äåëÿò ãèïåðïëîñêîñòü Xl.

Òàê êàê ðàçìåðíîñòü Xl ðàâíà n − 1, ÷èñëî ýòèõ äåëåíèé íå
ïðåâîñõîäèò Φ(n− 1, l − 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ìàêñèìóì ÷èñ-
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ëà êîìïîíåíò

Φ(n, l) = Φ(n, l − 1) + Φ(n− 1, l − 1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Φ(1, l) = 2, Φ(n, 1) = 2.
Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî

Φ(n, l) =


2l åñëè l 6 n

2
n−1∑
i=1

(
l−1
i

)
åñëè l > n.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èç (1.20) (à òàêæå èç

íåðàâåíñòâà (1.18)) ìû èñïîëüçóåì îöåíêó
n∑
i=0

(
l
i

)
6
(
el
n

)n
, êîòîðàÿ

èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì n 6 l. Ýòà îöåíêà ñëåäóåò èç öåïî÷êè
íåðàâåíñòâ (1.19). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî. 4

Çàäà÷à. Ïóñòü Z � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

Pk(Z) = {A : A ⊆ Z&|A| 6 k}

� ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå k ýëå-
ìåíòîâ, fA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîäìíîæåñòâà A, ò.å.
ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 1 íà ýëåìåíòàõ A, è 0 íà ýëåìåíòàõ åãî äîïîë-
íåíèÿ. Ïóñòü HZ � êëàññ âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äî-
êàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðîñòà BHZ (l) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

BHZ (l) = 2l

ïðè l 6 k, è

BHZ (l) =
k∑
i=0

(
l

i

)
ïðè l > k.

Çàäà÷à. Íàéòè BH(3), BH(4), BH(5), . . . , ãäå
a) H � êëàññ âñåõ îäíîðîäíûõ êëàññèôèêàòîðîâ;
b) H � êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ;
c) H � êëàññ âñåõ êëàññèôèêàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ ìíîãî÷ëå-

íàìè 2-ãî ïîðÿäêà, 3-ãî ïîðÿäêà è ò.ä.
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Çàäà÷à. Ïðèâåñòè ïðèìåðû êëàññîâ ôóíêöèé � êëàññèôèêà-
òîðîâ, äëÿ êîòîðûõ V C-ðàçìåðíîñòü ðàâíà∞. Ðàññìîòðåòü êëàññ
ôóíêöèé F = {sign(sin(tx)) : t ∈ R}.

Çàäà÷à. Ïîëó÷èòü îöåíêó 3) èç òåîðåìû 1.5 äëÿ êëàññà âñåõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè.

1.3. Òåîðèÿ îáîáùåíèÿ äëÿ çàäà÷ êëàññèôè-
êàöèè ñ ïîìîùüþ ïîðîãîâûõ ðåøàþùèõ
ïðàâèë

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî VC-ðàçìåðíîñòü êëàññà âñåõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèé êëàññèôèêàöèè çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà îáúåêòîâ. Íà ïðàêòèêå äëèíà âûáîðêè ìîæåò áûòü
ìåíüøå ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó îöåíêè òåîðå-
ìû 1.2 è ñëåäñòâèÿ 1.1, çàâèñÿùèå îò VC-ðàçìåðíîñòè, èìåþò â
îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ïîäîáíûå íåäîñòàòêè VC-ðàçìåðíîñòè ïðîèñòåêàþò èç òîãî,
÷òî ïðè ðàçäåëåíèè âûáîðêè ñ ïîìîùüþ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì êëàññàì, ìîãóò áûòü ðàçäå-
ëåíû ñ êàê óãîäíî ìàëûì ïîðîãîì. Êðîìå ýòîãî, ìû íå îãðàíè÷è-
âàåì ðàñïðåäåëåíèå òàêèõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû âåêòîðû èç ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ ðàçäåëÿëèñü ôóíêöèÿìè ñ çàðàíåå çàäàííûì ïîëî-
æèòåëüíûì ïîðîãîì. Ìû òàêæå îãðàíè÷èì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ëèíåéíûõ êëàññèôèêàöèîííûõ ôóíêöèé. Áóäåò ðàññìîòðåíî ïî-
íÿòèå ðàçìåðíîñòè êëàññà ôóíêöèé íå çàâèñÿùåå îò ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà. Âñå ýòî ïðèâåäåò ê îöåíêàì âåðîÿòíîñòè îøèáêè
îáîáùåíèÿ, êîòîðûå óæå ìîãóò èìåòü ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå.

1.3.1. Ïîðîãîâàÿ ðàçìåðíîñòü è åå ïðèëîæåíèÿ

Ïóñòü F � êëàññ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
Rn, S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)) � âûáîðêà äëèíû l, ε > 0.

Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ F ñîïîñòàâèì èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ
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êëàññèôèêàöèè

hf (x̄) =
{

1, åñëè f(x̄) > 0,
−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ãðàíèöåé îøèáêè ïðè êëàññèôèêàöèè ïðèìåðà (x̄i, yi) ñ ïîìî-
ùüþ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà γi = yif(x̄i).
Çàìåòèì, ÷òî γi > 0 îçíà÷àåò, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ ñ ïîìîùüþ f
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Êðîìå ýòîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷è-
íó

mS(f) = min
i=1,..., l

γi

� ãðàíèöó îøèáêè êëàññèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f íà âû-
áîðêå S. Ïî îïðåäåëåíèþ mS(f) > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèÿ f êëàññèôèöèðóåò S áåç îøèáîê.

Íàçîâåì ε-ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé F îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà X = {x̄1, . . . , x̄l} ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé B òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ F ñóùåñòâóåò g ∈ B òàêàÿ, ÷òî
|f(x̄i)− g(x̄i)| < ε ïðè i = 1, . . . , l.

Ïóñòü N (F , X, ε) � ðàçìåð ïîêðûòèÿ B, èìåþùåãî íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå âåëè÷èíû |B| (ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå).

Ìàêñèìóì ýòèõ âåëè÷èí ïî âñåì ìíîæåñòâàì X ìîùíîñòè l

N (F , l, ε) = max
|X|=l

N (F , X, ε)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ïîêðûòèÿ êëàññà F .
Ïî îïðåäåëåíèþ errS(f) � äîëÿ îøèáîê êëàññèôèêàöèè ñ ïî-

ìîùüþ ôóíêöèè f íà âûáîðêå S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)). Ýòà
âåëè÷èíà ðàâíà äîëå âåêòîðîâ x̄i òàêèõ, ÷òî yif(x̄i) 6 0.

Ïóñòü P � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà R×{−1, 1} ãåíåðè-
ðóþùåå ýëåìåíòû âûáîðêè S. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü îøèáî÷-
íîé êëàññèôèêàöèè ïðèìåðà (x̄, y) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f :

errP (f) = P{yf(x̄) 6 0}.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà � àíàëîã òåîðåìû 1.2.
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Òåîðåìà 1.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ε > 0 è γ > 0

P l{S : (∃ f ∈ F)(errS(f) = 0&mS(f) > γ&errP (f) > ε)} 6

6 2N (F , 2l, γ/2)e−εl/4

ïðè l > 2/ε.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.6 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 1.2. Íàäî òîëüêî ê ðàâåíñòâó errS(f) = 0 äîáàâèòü óñëîâèå
mS(f) > γ (â ïðàâîé ÷àñòè óñëîâèÿ (1.10) ëåììû 1.2). Àíàëîãè÷-
íàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî

P l{S : (∃ f ∈ F)(errS(f) = 0&mS(f) > γ&errP (f) > ε)} 6

6 2P 2l{SŜ : (∃ f ∈ F)(errS(f) = 0&mS(f) > γ&errŜ(f) >
ε

2
)}.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 1.2.

Ðàññìîòðèì γ/2-ïîêðûòèå B ìíîæåñòâà F îòíîñèòåëüíî äâîé-
íîé âûáîðêè SŜ. Ïóñòü g ∈ B ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ f ∈ F ñ
òî÷íîñòüþ äî γ/2. Åñëè mS(f) > γ, òî mS(g) > γ/2. Êðîìå ýòîãî,
åñëè errS(f) = 0 è mS(f) > γ, òî errS(g) = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ f îøèáî÷íî êëàññèôèöèðóåò âåêòîð x̄i, ò.å.
yif(x̄i) 6 0, òî yig(x̄i) < γ/2. Ïóñòü âðåìåííî errŜ(g) îáîçíà÷à-
åò äîëþ òåõ i, äëÿ êîòîðûõ yig(x̄i) < γ/2. Òîãäà

2P 2l{SŜ : (∃ f ∈ F)(errS(f) = 0&mS(f) > γ&errŜ(f) >
ε

2
)} 6

6 2P 2l{SŜ : (∃ g ∈ B)(errS(g) = 0&mS(g) >
γ

2
&errŜ(g) >

ε

2
)} 6

6 2|B|e−εl/4 6 2N (F , 2l, γ/2)e−εl/4.

Äàëåå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 1.2. 4

Èç òåîðåìû 1.6 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.3. Çàäàíû êëàññ F âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé è ÷èñ-

ëà γ > 0, δ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P íà Rn × {−1, 1} ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− δ íà ñëó÷àéíîé âûáîðêå S
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äëèíû l ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ F , êîòîðàÿ êëàññèôèöèðóåò S ñ ãðà-

íèöåé îøèáêè mS(f) > γ, èìååò âåðõíþþ ãðàíèöó âåðîÿòíîñòè

îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè

errP (f) 6
4
l

(
lnN (F , 2l, γ/2) + ln

2
δ

)
ïðè âñåõ l.

Êàæäûé êëàññ ôóíêöèé F ïîðîæäàåò òàê íàçûâàåìóþ ïî-
ðîãîâóþ ðàçìåðíîñòü èëè fat-ðàçìåðíîñòü (fat-shattered dimen-
sion). Ïóñòü γ > 0. Ìíîæåñòâî X = {x̄1, . . . , x̄l} íàçûâàåòñÿ
γ-ðàçäåëèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà r1, . . . , rl
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊆ X ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
fE ∈ F òàêàÿ, ÷òî fE(x̄i) > ri + γ, åñëè x̄i ∈ E, è fE(x̄i) < ri − γ,
åñëè x̄i 6∈ E.

ÌíîæåñòâîX íàçûâàåòñÿ γ-ðàçäåëèìûì íà îäíîì óðîâíå, åñëè
ri = r äëÿ âñåõ i.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êëàññà F âñåõ ëèíåéíûõ (îäíîðîä-
íûõ) ôóíêöèé ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ γ-ðàçäåëèìûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî γ-ðàçäåëèìî (ìîæåò áûòü äëÿ äðóãîãî γ) íà îä-
íîì óðîâíå, ïðè÷åì r = 0.

Ïîðîãîâàÿ ðàçìåðíîñòü fatγ(F) êëàññà F ðàâíà ðàçìåðó ñàìî-
ãî áîëüøîãî ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ γ-ðàçäåëèìîãî ìíîæåñòâà
X. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîðîãîâàÿ ðàçìåðíîñòü êëàññà F çàâèñèò îò
ïàðàìåòðà γ > 0. Êëàññ F èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîðîãîâóþ ðàçìåð-
íîñòü, åñëè ñóùåñòâóþò êàê óãîäíî áîëüøèå γ-ðàçäåëèìûå âûáîð-
êè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè îáîáùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðàçäåëåíèÿ
ñ ïîðîãîì � àíàëîã ëåììû Ñàóýðà (òåîðåìà 1.4) äàåò âåðõíþþ
îöåíêó ÷èñëà ïîêðûòèÿ â òåðìèíàõ ïîðîãîâîé ðàçìåðíîñòè. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Àëîíó, Áåí-Äàâèäó, Ñåçà-Áüÿíêè è Õàóñ-
ñëåðó.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü F � êëàññ ôóíêöèé òèïà Rn → [a, b], ãäå
a < b. Âûáåðåì 0 < γ < 1 è îáîçíà÷èì d = fatγ/4(F). Òîãäà

lnN (F , l, γ) 6 1 + d ln
2el(b− a)

dγ
ln

4l(b− a)2

γ2
.

45



Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.10 èç ðàçäåëà 1.3.2.
Òåîðåìà 1.7 âìåñòå ñî ñëåäñòâèåì 1.3 âëå÷åò ñëåäóþùåå ñëåä-

ñòâèå

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü F � êëàññ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé ñî çíà-

÷åíèÿìè â îòðåçêå [−1, 1], γ > 0, δ > 0 è P � ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé, ãåíåðèðóþùåå âûáîðêó S. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− δ
ëþáàÿ ãèïîòåçà f ∈ F , äëÿ êîòîðîé mS(f) > γ, èìååò âåðõíþþ

ãðàíèöó âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè

errP (f) 6
4
l

(
d ln

8el
dγ

ln
32l
γ2

+ ln
4
δ

)
ïðè l > d, ãäå d = fatγ/8(F).

Äëÿ êëàññà âñåõ (îäíîðîäíûõ) ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èìååò ìåñòî íå çàâèñÿùàÿ îò ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ âåðõíÿÿ îöåíêà ïîðîãîâîé ðàç-
ìåðíîñòè.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü X � øàð ðàäèóñà R â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå: X = {x̄ : |x| 6 R}, è F � êëàññ ëèíåéíûõ îäíîðîä-

íûõ ôóíêöèé f(x̄) = (w̄ · x̄), ãäå |w̄| 6 1 è x̄ ∈ X. Òîãäà

fatγ(F) 6

(
R

γ

)2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Y = {x̄1, . . . , x̄l}
ÿâëÿåòñÿ γ-ðàçäåëèìûì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ôóíê-
öèé èç êëàññà F . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Ŷ ⊆ Y
íàéäåòñÿ âåñîâîé âåêòîð w̄, |w̄| 6 1, òàêîé ÷òî (w̄ · x̄i) > γ äëÿ
x̄i ∈ Ŷ è (w̄ · x̄i) 6 −γ äëÿ x̄i 6∈ Ŷ . Èìååì∑

xi∈Ŷ

(w̄ · x̄i)−
∑
xi 6∈Ŷ

(w̄ · x̄i) > γl.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû ïîëó-
÷àåì ∣∣∣∣∣∣

∑
xi∈Ŷ

x̄i −
∑
xi 6∈Ŷ

x̄i

∣∣∣∣∣∣ > γl. (1.21)
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Ïóñòü ξ̄ = (ξ1, . . . , ξl) � ñëó÷àéíûé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé
áèíàðíûé âåêòîð äëèíû l; ξi ∈ {−1, 1} ïðè i = 1 , . . . , l.

Âåêòîð ξ̄ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà Y íà äâà ïîäìíîæåñòâà Ŷ è Y \Ŷ . Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå êâàäðàòà íîðìû ðàçíîñòè (1.21) îòíîñèòåëüíî ñëó÷àé-
íîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Y îïðåäåëÿåìîãî âåêòîðîì ξ̄. Èìååì

E

∣∣∣∣∣∣
∑
xi∈Ŷ

x̄i −
∑
xi 6∈Ŷ

x̄i

∣∣∣∣∣∣
2

= E

∣∣∣∣∣
l∑

i=1

ξix̄i

∣∣∣∣∣
2

=

= E
l∑

i=1

ξ2
i |x̄i|2 + 2E

l∑
i,j=1,i 6=j

ξiξj(x̄i · x̄j) =

= E
l∑

i=1

|x̄i|2 6 R2l.

Íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ïîäìíîæåñòâî Ŷ , äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå
íîðìû ðàçíîñòè ìåíüøå èëè ðàâíî åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:∣∣∣∣∣∣

∑
xi∈Ŷ

x̄i −
∑
xi 6∈Ŷ

x̄i

∣∣∣∣∣∣ 6 R
√
l.

Âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (1.21) ýòî âëå÷åò R
√
l > γl. Îòñþäà ïîëó-

÷àåì l 6 (R/γ)2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fatγ(F) 6 (R/γ)2. 4
Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó òåîðåìû 1.8 â îöåíêó ñëåäñòâèÿ 1.4 è ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùóþ èòîãîâóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.9. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ ëè-

íåéíûõ ôóíêöèé f(x̄) = (w̄ · x̄)+b ∈ L, ãäå x̄ ∈ Rn, |w̄| = 1. Çàäàíî
÷èñëî γ > 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P , ñêîíöåí-
òðèðîâàííîãî â øàðå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ãå-

íåðèðóþùåãî âûáîðêó S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)), ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− δ ïðîèçâîëüíàÿ ãèïîòåçà f ∈ L ñ ãðàíèöåé îøèáêè mS(f) > γ
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èìååò âåðõíþþ îöåíêó îøèáêè êëàññèôèêàöèè

errP (f) = P{yf(x̄) 6 0} 6

6
4
l

(
64R2

γ2
ln
elγ

8R2
ln

32l
γ2

+ ln
4
δ

)
ïðè l > 64R2

γ2 .

Îöåíêè òåîðåì 1.8 è 1.9 ïîñëóæàò îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íå çàâèñÿùèõ îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà îöåíîê âåðîÿòíîñòè
îøèáêè îáîáùåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ SVM â òåîðåìå 1.14 èç ðàçäå-
ëà 1.4.5 è â òåîðåìàõ 1.17 è 1.18 èç ðàçäåëà 1.6.1.

1.3.2. Ïîêðûòèÿ è óïàêîâêè

Ñîäåðæàíèå äàííîãî ðàçäåëà îñíîâàíî íà ëåêöèÿõ Êàêàäå è Òå-
âàðè http://ttic.uchicago.edu/ tewari/lectures/lecture11.pdf

Ïóñòü (X , d) � íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, d(x, y) �
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè x, y ∈ X .

Ïóñòü A ⊆ X è B ⊆ A è α > 0. Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî B ÿâ-
ëÿåòñÿ α-ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùå-
ñòâóåò b ∈ B òàêîå, ÷òî d(a, b) < α. ×èñëîì ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà
A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Nd(α,A) = min{|B| : B ÿâëÿåòñÿ α-ïîêðûòèåì A}. (1.22)

Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî B ⊆ X ÿâëÿåòñÿ α−îòäåëèìûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ B òàêèõ, ÷òî a 6= b, áóäåò d(a, b) > α. ×èñëîì
óïàêîâêè ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Md(α,A) = max{|B| : B ⊆ A ÿâëÿåòñÿ α-îòäåëèìûì}. (1.23)

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëîì ïîêðûòèÿ è ÷èñëîì óïà-
êîâêè äàþòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1.6. Äëÿ ëþáûõ A ⊆ X è α > 0

Md(2α,A) 6 Nd(α,A) 6Md(α,A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � 2α-îòäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî A è
N � α-ïîêðûòèå A. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà N äëÿ êàæäîãî
a ∈ M íàéäåòñÿ b ∈ N òàêîå, ÷òî d(a, b) < α. Åñëè a, a′ ∈ M
ðàçëè÷íûå è b, b′ ∈ N èì òàêèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò, òî b è
b′ òàêæå ðàçëè÷íûå, òàê êàê èíà÷å áûëî áû b = b′ è d(a, a′) 6
d(a, b) + d(b, a′) < 2α. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ëþáûå äâà ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòàM íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëüøåì α. Îòñþäà
çàêëþ÷àåì, ÷òî |M | 6 |N |. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ëîêàçàíî.

Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ α-îòäåëèìîå ïîäìíî-
æåñòâî A. Äîêàæåì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ α-ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A.
Äîïóñòèì, ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ A òàêîé, ÷òî
íåò íè îäíîãî ýëåìåíòà èçM â îêðåñòíîñòè x ðàäèóñà α. Äîáàâèì
x ê M è ïîëó÷èì ñòðîãî áîëüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî
M ∪{x} ìíîæåñòâà A, êîòîðîå òàêæå α-îòäåëèìî. Ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå ñ âûáîðîìM . Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò âòîðîå
íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ ëåììû. 4

Îñíîâíàÿ öåëü äàíîãî ðàçäåëà � äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.7.
Äëÿ åãî ïðîâåäåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè ðàçìåðíî-
ñòè äëÿ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è B = {0, 1, . . . , b} � êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé êëàññ F ⊆ BX , îïðåäåëåííûõ
íà ìíîæåñòâå X è ïðèíèìàþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé èç ìíî-
æåñòâà B. Ðàññìîòðèì ìåòðèêó íà F

l∞(f, g) = sup
x∈X
|f(x)− g(x)|.

Äâå ôóíêöèè f, g ∈ F îòäåëåíû (2-îòäåëåíû), åñëè l∞(f, g) > 2.
Èíûìè ñëîâàìè ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîå, ÷òî |f(x) − g(x)| > 2.
Êëàññ F îòäåëèì, åñëè ëþáûå äâå ôóíêöèè f, g ∈ F îòäåëåíû.

Ïóñòü X = {x1, . . . , xn} ⊆ X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñ çàäàí-
íûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà åãî ýëåìåíòàõ (âûáîðêà) è F ⊆ BX .
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññ F ñòðîãî ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî X, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íàáîð s = (s1, . . . , sn} ýëåìåíòîâ B òàêîé, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî E ⊆ X ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fE ∈ F òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
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i

xi ∈ E =⇒ fE(xi) > si + 1
xi 6∈ E =⇒ fE(xi) 6 si − 1.

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî F ñòðîãî ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî X îòíîñèòåëü-
íî íàáîðà s. Ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà X ñòðîãî ðàçäåëè-
ìîãî ñ ïîìîùüþ êëàññà ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé ðàçìåð-
íîñòüþ F è îáîçíà÷àåòñÿ Sdim(F).

Ðàññìîðèì ïðîñòóþ äèñêðåòèçàöèþ, ïåðåâîäÿùóþ ïðîèçâîëü-
íóþ âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f : X → [0, 1] â ôóíêöèþ,
ïðèíèìàþùóþ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âå-
ùåñòâåííîãî α > 0 îïðåäåëèì

fα(x) =
⌊
f(x)
α

⌋
äëÿ âñåõ x, à òàêæå Fα = {fα : f ∈ F}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ fα ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå
{0, 1, . . . , 1/α}.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó êîìáèíàòîðíûìè ðàçìåðíî-
ñòÿìè è ÷èñëàìè ïîêðûòèÿ êëàññîâ ôóíêöèé F è Fα.

×èñëî ïîêðûòèÿ Nd(α,A) è ÷èñëî óïàêîâêè Md(α,A) áûëè
îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (1.22) è (1.23).

Îïðåäåëèì ñïåöèàëüíóþ ìåòðèêó íà F , ñâÿçàííóþ ñ ìíîæå-
ñòâîì X = {x1, . . . , xn}, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l∞X (f, g) = max
16i6n

|f(xi)− g(xi)|.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà ïîêðûòèÿ è óïàêîâêè:

N∞(α,F , X) = Nl∞X (α,F),
M∞(α,F , X) =Ml∞X

(α,F).

Ñâÿçü ìåæäó ñòðîãîé ðàçìåðíîñòüþ äèñêðåòèçèðîâàííîãî êëàñ-
ñà ôóíêöèé è ïîðîãîâîé ðàçìåðíîñòüþ èñõîäíîãî êëàññà ïðåäñòàâ-
ëåíà â ñëåäóþùåé ëåììå.

50



Ëåììà 1.7. Ïóñòü F ⊆ BX è α > 0. Òîãäà

Sdim(Fα) 6 fatα/2(F), (1.24)

M∞(α,F , X) 6M∞(2,Fα/2, X) (1.25)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîäåðæèò îñíîâíóþ òåõíè÷åñêóþ ÷àñòü îñ-

íîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü |X | = n è B = {0, 1, . . . , b}. Ïóñòü òàêæå

F ⊆ BX è d = Sdim(F). Òîãäà

Ml∞(2,F) 6 2(n(b+ 1)2)dlog ye,

ãäå y =
d∑
i=1

(
n
i

)
bi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî b > 2 è îïðåäåëèì ôóíêöèþ
t(h, n). Çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå îòäåëèìûå ïîäêëàññû F êëàññà ôóíê-
öèé F , ñîäåðæàùèå ïî h ýëåìåíòîâ. Ïîíÿòèå îòäåëèìîñòè êëàñ-
ñà ôóíêöèé áûëî îïðåäåëåíî ðàíåå â ýòîì ðàçäåëå. Ïóñòü Sh �
ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ F . Êàæäûé òàêîé êëàññ ôóíêöèé F ìî-
æåò ñòðîãî ðàçäåëÿòü íåêîòîðûå ìíîæåñòâà X ⊆ X îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s. Ïóñòü kF � ÷èñëî âñåõ òàêèõ
âîçìîæíûõ ïàð (X, s) ñòðîãî ðàçäåëèìûõ êëàññîì F . Ïîëàãàåì
t(h, n) = minF∈Sh kF .

Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ôóíêöèþ t(h, n) ìîæíî çàäàåòü ôîð-
ìàëüíûì óñëîâèåì:

t(h, n) = max{k : ∀F ⊆ F , |F | = n, F îòäåëèì

⇒ F ñòðîãî ðàçäåëÿåò íå ìåíåå k (X, s) ïàð}.

Êîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî F ñòðîãî ðàçäåëÿåò ïàðó (X, s), ìû èìååì
ââèäó, ÷òî F ñòðîãî ðàçäåëÿåò ïàðó X îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè s.

Ëåììà 1.9. Åñëè t(h, n) > y è Sdim(F) 6 d, òî Ml∞(2,F) < h,

ãäå y =
d∑
i=0

(
n
i

)
bi.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî Ml∞(2,F) > h. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ñóùåñòâóåò îòäåëèìîå ìíîæåñòâî F ⊆ F ðàçìåðà > h. Òàê
êàê t(h, n) > y, F ñòðîãî ðàçäåëÿåò ïî-êðàéíåé ìåðå y (X, s) ïàð.

Òàê êàê Sdim(F) 6 d, åñëè F ñòðîãî ðàçäåëÿåò ïàðó (X, s),
òî |X| 6 d. Ïîäìíîæåñòâî X ðàçìåðà i ìîæíî âûáðàòü

(
n
i

)
ñïî-

ñîáàìè, êðîìå òîãî èìååòñÿ < bi âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
s äëèíû i (èç-çà ñòðîãîé ðàçäåëèìîñòè X ýëåìåíòàìè s íå ìîãóò
áûòü 0 èëè b). Òàêèì îáðàçîì, F ñòðîãî ðàçäåëÿåò ìåíåå ÷åì

d∑
i=0

(
n

i

)
bi = y

(X, s) ïàð. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. 4
Èç ëåììû 1.9 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ëåììó 1.8,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

t
(

2(n(b+ 1)2)dlog ye
)

> y, (1.26)

ãäå y =
d∑
i=0

(
n
i

)
bi.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (1.26) ïðåäâàðèòåëüíî
äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.10.

t(2, n) > 1 ïðè n > 1, (1.27)

t(2mn(b+ 1)2, n) > 2t(2m,n− 1) ïðè n > 2,m > 1. (1.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ äâóõ îòäåëèìûõ ôóíêöèé f è g,
|f(x)−g(x)| > 2 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî x, ò.å., ýòè ôóíêöèè ðàçäåëÿþò
îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {x}. Òàêèì îáðàçîì, t(2, n) > 1, ò.å.,
íåðàâåíñòâî (1.27) âûïîëíåíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.28) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F , ñîäåðæà-
ùåå ïî-êðàéíåé ìåðå 2mn(b + 1)2 ïîïàðíî îòäåëèìûõ ôóíêöèé.
Åñëè òàêîãî ìíîæåñòâà íå ñóùåñòâóåò, òî t(2mn(b + 1)2, n) = ∞
è íåðàâåíñòâî (1.28) àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî. Ðàçäåëèì ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì ôóíêöèè èç F íà ïàðû {f, g}. Âñåãî òàêèõ ïàð
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íå ìåíåå ÷åì mn(b+ 1)2. Ïóñòü P îáîçíà÷àåò ýòî ìíîæåñòâî ïàð.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû {f, g} ∈ P ïóñòü χ(f, g) ðàâíî îäíîìó èç
òåõ x, äëÿ êîòîðûõ |f(x)− g(x)| > 2.

Äëÿ x ∈ X , i, j ∈ B, j > i+ 2, îïðåäåëèì

bin(x, i, j) = {{f, g} ∈ P : χ(f, g) = x, {f(x), g(x)} = {i, j}}.

Îáùåå ÷èñëî òàêèõ ìíîæåñòâ íå ïðåâîñõîäèò

n

(
b+ 2

2

)
< n(b+ 1)2/2.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî óñëîâèþ ëåììû 1.8 âûïîëíåíî |X | = n.
×èñëî âñå ïàð ðàâíîmn(b+1)2. Îòñþäà äîëæíû ñóùåñòâîâàòü

x∗, i∗ è j∗, j∗ > i∗ + 1 òàêèå, ÷òî

|bin(x∗, i∗, j∗)| > 2m.

Îïðåäåëèì äâà ìíîæåñòâà ôóíêöèé

F1 = {f ∈ ∪bin(x∗, i∗, j∗) : f(x∗) = i∗} ,
F2 = {g ∈ ∪bin(x∗, i∗, j∗) : g(x∗) = j∗} .

Çäåñü ∪A, ãäå ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ïàð, åñòü ìíîæåñòâî ñîñòî-
ÿùåå èç ýëåìåíòîâ âñåõ òàêèõ ïàð.

ßñíî, ÷òî |F1| = |F2| > 2m. Êëàññ ôóíêöèé F1 îòäåëèì, åñëè
ðàññìàòðèâàòü ýòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X \{x∗}. Äåéñòâèòåëü-
íî, êëàññ F , à çíà÷èò è êëàññ F1 îòäåëèì íà X , ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ
äâóõ ôóíêöèé f, f ′ ∈ F1 áóäåò |f(x′)− f ′(x′)| > 2 äëÿ íåêîòîðîãî
x′, ïðè÷åì x′ ∈ X \{x∗}, òàê êàê íà x∗ çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñîâ-
ïàäàþò. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êëàññ ôóíêöèé F2 òàêæå îòäåëèì
íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X \ {x∗}.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâà ìíîæåñòâà U è V
ðàçìåðà > t(2m,n − 1), ñîñòîÿùèå èç ïàð (X, s) òàêèå, ÷òî F1

ñòðîãî ðàçäåëÿåò ïàðû èç U è F2 ñòðîãî ðàçäåëÿåò ïàðû èç V .
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà èç U ∪ V ñòðîãî ðàçäåëÿåòñÿ êëàñ-

ñîì F . Ïóñòü (X, s) ∈ U ∩ V . Òîãäà ïàðà ({x∗} ∪X, b i
∗+j∗

2 c, s) òàê-
æå ñòðîãî ðàçäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì F . Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ëþáûå
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ôóíêöèè f ∈ F1 è g ∈ F2, ñòðîãî ðàçäåëÿþùèå X, óäîâëåòâîðÿþò
òàêæå óñëîâèÿì f(x∗) = i∗ è g(x∗) = j∗, ïðè÷åì j∗ > i∗+2. Ïîýòî-
ìó g(x∗) = j∗ > i∗+j∗

2 + 1 è f(x∗) = i∗ 6 i∗+j∗

2 − 1. Ïîýòîìó îäíà
èç ýòèõ ôóíêöèé ñòðîãî ðàçäåëÿåò âûáðàííîå ïîäèíîæåñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E ⊆ X è f(x) > si + 1 ïðè x ∈ E,
f(x) 6 si − 1 ïðè x 6∈ E äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà s = (s1, . . . , sn−1).
Àíàëîãè÷íî, ïóñòü g(x) > s′i + 1 ïðè x ∈ E, f(x) 6 s′i − 1 ïðè
x 6∈ E äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà s′ = (s′1, . . . , s′n−1). Ïðè ýòîì
f ∈ F1 è g ∈ F2. Òîãäà f ðàçäåëÿåò E îòíîñèòåëüíî íàáîðà
s1 = (b i

∗+j∗

2 c, s1, . . . , sn−1), åñëè x∗ 6∈ E, èëè g ðàçäåëÿåò E îòíî-

ñèòåëüíî íàáîðà s2 = (b i
∗+j∗

2 c, s′1, . . . , s′n−1), åñëè x∗ ∈ E.
Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ F ñòðîãî ðàçäåëÿåò

|U ∪ V |+ |U ∩ V | = |U |+ |V | > 2t(2m,n− 1)

ïàð (X, s). Íåðàâåíñòâî (1.28) è ëåììà 1.10 äîêàçàíû. 4
Ïåðåõîäèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòó ëåììû 1.8. Ïðèìåíÿÿ íåðà-

âåíñòâà (1.27) è (1.28) ðåêóðñèâíûì îáðàçîì, ïîëó÷èì

t(2(n(b+ 1)2)r, n) > 2rt(2, n− r) > 2r (1.29)

ïðè n > r > 1.
Åñëè dlog ye < n, òî ïîëàãàåì r = dlog ye â (1.29) è ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî (1.8).
Åñëè dlog ye > n, òî âåëè÷èíà

2(n(b+ 1)2)dlog ye > (b+ 1)n

ïðåâûøàåò ÷èñëî âñåõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â B è îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ X , |X | = n. Â ýòîì ñëó÷àå íè îäíîãî îòäåëèìîãî
ìíîæåñòâà F ðàçìåðà 2(n(b+ 1)2)dlog ye íå ñóùåñòâóåò è

t(2(n(b+ 1)2)dlog ye, n) =∞.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà (1.8) äîêàçàíà. 4
Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåð-

æäåíèå ýòîãî ðàçäåëà � òåîðåìó Àëîíà, Áåí-Äàâèäà, Ñåçà-Áüÿíêè
è Õàóññëåðà.
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Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü F ⊆ [0, 1]X è α ∈ [0, 1]. Îáîçíà÷èì d =
Sdim(F). Òîãäà

N∞(α,F , n) 6 2

(
n

(
2
α

+ 1
)2
)dlog( 2en

dα
)e

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî ÷èñëî óïàêîâêè íå ïðå-
âîñõîäèò ÷èñëà ïîêðûòèÿ, íåðàâåíñòâî (1.25) ëåììû 1.7, à òàêæå
ëåììó 1.8, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

N∞(α,F , n) = sup
|X|=n

N∞(α,F , X) 6

sup
|X|=n

M∞(α,F , X) 6

6 sup
|X|=n

M∞(2,Fα/2, X) =M∞(2,Fα/2) 6

2(n(b+ 1)2)dlog ye,

ãäå b = d 2
αe, y =

d′∑
i=1

(
n
i

)
bi, d′ = Sdim(Fα/2).

Çàìåòèì, êëàññ ôóíêöèé Fα/2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåì-
ìû 1.8 ïðè b = d 2

αe.
Èç íåðàâåíñòâà (1.24) ëåììû 1.7 d′ 6 fatα/4(F) = d. Îòñþäà

y 6
d∑
i=1

(
n

i

)
bi 6 bd

d∑
i=1

(
n

i

)
6 bd

(en
d

)d
.

Â ÷àñòíîñòè, log y 6 (ben/d).
Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Òåîðåìà 1.7 èç ðàçäåëà 1.3 ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé ýòîé

òåîðåìû.

1.4. Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè è ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îïîðíûõ
âåêòîðîâ � Support Vector Machines (SVM), èìååò öåëüþ ðàçðà-
áîòêó àëãîðèòìè÷åñêè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ îïòè-
ìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ
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âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Îïòèìàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìè-
íèìèçàöèè âåðõíèõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ.

1.4.1. Îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëíîñòüþ ðàçäåëèìîé âû-
áîðêè, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà îáó÷åíèå âîçìîæíî ïðîâåñòè áåç îøèáîê.

Âûáîðêà S = ((x̄1, y1), (x̄2, y2), . . . , (x̄l, yl)), ãäå x̄i ∈ Rn è
yi ∈ {−1, 1}, i = 1, . . . , l, íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìîé (îòäåëèìîé) ñ
ïîìîùüþ ãèïåðïëîñêîñòè (w̄ · x̄i)− c = 0, åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîð
w̄ åäèíè÷íîé äëèíû (|w̄| = 1) è ÷èñëî c òàêèå, ÷òî

(w̄ · x̄i)− c > 0 ïðè yi = 1,
(w̄ · x̄i)− c < 0 ïðè yi = −1. (1.30)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü (w̄ · x̄i)− c = 0
ñóùåñòâóåò, îïðåäåëèì

c1(w̄) = min
yi=1

(w̄ · x̄i),

c2(w̄) = max
yi=−1

(w̄ · x̄i). (1.31)

Ïî îïðåäåëåíèþ c1(w̄) > c2(w̄). Êðîìå òîãî, c1(w̄) > c > c2(w̄),
åñëè ãèïåðïëîñêîñòü (w̄ · x̄i)− c = 0 ðàçäåëÿåò âûáîðêó.

Îïðåäåëèì

ρ(w̄) =
c1(w̄)− c2(w̄)

2
.

Òîãäà ρ(w̄) = 1
2((c1(w̄) − c) + (c − c2(w̄)) ðàâíî ïîëîâèíå ñóììû

ðàññòîÿíèé îò áëèæàéøèõ ñâåðõó è ñíèçó òî÷åê äî ðàçäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè (w̄ · x̄i)− c = 0 (ñì. (1.30)).

Èùåì âåêòîð w̄ òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà ρ(w̄), |w̄| = 1, áûëà áû
ìàêñèìàëüíîé ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ c òàêîãî, ÷òî âûïîëíå-
íî óñëîâèå îòäåëåíèÿ âûáîðêè (1.30). Ìàêñèìóì w̄0 íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ρ(w̄) íà êîìïàêòå |w̄| 6 1 ñóùåñòâóåò.

Ëåììà 1.11. Ïóñòü ìàêñèìóì ρ(w̄) äîñòèãàåòñÿ ïðè w̄ = w̄0.

Òîãäà ãèïåðïëîñêîñòü (w̄0 · x̄i)−c0 = 0, ãäå c0 = 1
2(c1(w̄0)+c2(w̄0)),
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îòäåëÿåò âûáîðêó S è íàõîäèòñÿ òî÷íî â ñåðåäèíå ìåæäó áëè-

æàéøèìè ñâåðõó è ñíèçó òî÷êàìè ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöà-

òåëüíîé ÷àñòÿìè âûáîðêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè yi = 1

(w̄0 · x̄i)− c0 > c1(w̄0)− c1(w̄0) + c2(w̄0)
2

=

=
c1(w̄0)− c2(w̄0)

2
> 0. (1.32)

Ïðè yi = −1

(w̄0 · x̄i)− c0 6 c2(w̄0)− c1(w̄0) + c2(w̄0)
2

=

= −c1(w̄0)− c2(w̄0)
2

< 0. (1.33)

Çàäà÷à. Äîêàçàòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû. 4
Íàçîâåì ãèïåðïëîñêîñòü (w̄0 · x̄i) − c0 = 0 îïòèìàëüíîé. Äëÿ

ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè ñóììà ðàññòîÿíèé îò áëèæàéøåé ê íåé (ñâåð-
õó è ñíèçó) òî÷åê âûáîðêè ìàêñèìàëüíà ñðåäè âñåõ ðàçäåëÿþùèõ
S ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ëåììà 1.12. Îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü � åäèíñòâåííàÿ ãè-

ïåðïëîñêîñòü òàêàÿ, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò áëèæàéøåé ê

íåé (ñâåðõó è ñíèçó) òî÷åê âûáîðêè ìàêñèìàëüíà ñðåäè âñåõ ðàç-

äåëÿþùèõ S ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàâíûõ îò íèõ

ðàññòîÿíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàêñèìóì w̄0 íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ρ(w̄)
íà êîìïàêòå |w̄| 6 1 äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðè w̄∗ = w̄0

|w̄0| áûëî áû |w̄
∗| = 1 è ρ(w̄∗) = ρ(w̄0)

|w̄0| > ρ(w̄0).
Ýòîò ìàêñèìóì åäèíñòâåííûé, òàê êàê ôóíêöèÿ ρ(w̄) âîãíó-

òàÿ; åñëè áû åå ìàêñèìóì äîñòèãàëñÿ â äâóõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà
ãðàíèöå êîìïàêòà, òî îí äîñòèãàëñÿ áû è âî âíóòðåííåé òî÷êå,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó. 4

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(w̄) âîãíóòàÿ.
Ðåøåíèå. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

ρ(λw̄ + (1− λ)ū)) > λρ(w̄) + (1− λ)λ(ū) (1.34)
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äëÿ âñåõ 0 6 λ 6 1 è w̄, ū, ëåæàùèõ â åäèíè÷íîì øàðå.
Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

min
i∈I

(f(i) + g(i)) > min
i∈I

f(i) + min
i∈I

g(i),

max
i∈I

(f(i) + g(i)) 6 max
i∈I

f(i) + max
i∈I

g(i) (1.35)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f è g è ìíîæåñòâà I.
Ïî îïðåäåëåíèþ

ρ(w̄) =
1
2

(min
yi=1

(w̄ · x̄i)− max
yi=−1

(w̄ · x̄i)),

Èç (1.35) ïðè f(i) = (w̄ · x̄i) è g(i) = (ū · x̄i) èìååì

min
yi=1

((λw̄ + (1− λ)ū) · x̄i) =

= min
yi=1

(λ(w̄ · x̄i) + (1− λ)(ū · x̄i)) >

> λmin
yi=1

(w̄ · x̄i) + (1− λ) min
yi=1

(ū · x̄i).

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ìàêñèìóìîâ.
Âû÷èòàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì íåðàâåí-

ñòâî (1.34). 4
Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó, îïðåäåëÿþùóþ îï-

òèìàëüíóþ ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Íà îñíîâå ýòîé ôîðìó-
ëèðîâêè áóäåò äàí àëãîðèòìè÷åñêè ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðî-
åíèÿ îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè â âèäå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òî÷íûé àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé ïî ýòîìó ìå-
òîäó, áóäåò ïðèâåäåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Íàéäåì âåêòîð w̄0 è ÷èñëî b0 òàê, ÷òîáû áûëî

(w̄0 · x̄i) + b0 > 1 ïðè yi = 1,
(w̄0 · x̄i) + b0 6 −1 ïðè yi = −1, (1.36)

ãäå i = 1, . . . , l, è âåëè÷èíà |w̄0| áûëà áû ìèíèìàëüíà ïðè ýòèõ
îãðàíè÷åíèÿõ.
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Òåîðåìà 1.11. Âåêòîð w̄0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (1.36) è
èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ íîðìó, îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ ðàç-

äåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü ñ âåñîâûì âåêòîðîì w̄∗0 = w̄0
|w̄0| . Ïðè

ýòîì

ρ(w̄∗0) = max
|w̄|=1

(
1
2

(min
yi=1

(w̄ · x̄i)− max
yi=−1

(w̄ · x̄i))
)

=
1
|w̄0|

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ρ(w̄∗0) =
1
2

(
c1

(
w̄0

|w̄0|

)
− c2

(
w̄0

|w̄0|

))
>

1
|w̄0|

,

òàê êàê ïî (1.36):

c1

(
w̄0

|w̄0|

)
>

1− b0
|w̄0|

,

c2

(
w̄0

|w̄0|

)
6
−1− b0
|w̄0|

.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ρ(w̄∗0) > 1
|w̄0| íåâîçìîæíî. Äîïóñòèì ïðî-

òèâíîå. Ðàññìîòðèì âåêòîð w̄1 = w̄∗0
ρ(w̄∗0) . Äëÿ íåãî èìååì íåðàâåí-

ñòâî

|w̄1| =
|w̄∗0|
ρ(w̄∗0)

< |w̄0|,

òàê êàê |w̄∗0| = 1.
Äîêàæåì, ÷òî âåêòîð w̄1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.36) ïðè

b0 = − c1(w̄1)+c2(w̄1)
2 . Èìååì ïðè yi = 1 :

(w̄1 · x̄i)−
c1(w̄1) + c2(w̄1)

2
=

=
1

ρ(w∗0)
(w̄∗0 · x̄i)−

c1(w̄∗0) + c2(w̄∗0)
2ρ(w∗0)

>

>
c1(w̄∗0)

1
2(c1(w̄∗0)− c2(w̄∗0))

− c1(w̄∗0) + c2(w̄∗0)
c1(w̄∗0)− c2(w̄∗0)

= 1.

Ñëó÷àé yi = −1 ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê w̄∗1 èìååò ìåíüøóþ
íîðìó, ÷åì w̄∗0. Ïîýòîìó ρ(w̄∗0) = 1

|w̄0| . 4
Ïî âûáîðó w̄∗0 âåëè÷èíà ρ(w̄∗0) ìàêñèìàëüíà

ρ(w̄∗0) = max
|w̄|=1

ρ(w̄) =
1
|w̄0|

.

Ïî òåîðåìå 1.11 âåëè÷èíà ρ(w̄∗0) = 1
|w̄0| ðàâíà ðàññòîÿíèþ îò

áëèæàéøèõ òî÷åê (ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé) ÷àñòè âû-
áîðêè äî îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè

(w̄∗0 · x̄)− c1(w̄∗0) + c2(w̄∗0)
2

= 0,

êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ãèïåðïëîñ-
êîñòÿìè

(w̄∗0 · x̄)− c1(w̄∗0) + c2(w̄∗0)
2

= ±1,

îïòèìàëüíî îãðàíè÷èâàþùèìè òî÷êè ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöà-
òåëüíîé ÷àñòåé âûáîðêè. Óðàâíåíèå îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè
òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(w̄0 · x̄)− c1(w̄0) + c2(w̄0)
2

= 0.

1.4.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé

ãèïåðïëîñêîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé
ãèïåðïëîñêîñòè.

Äâå ãðóïïû óñëîâèé (1.36) çàïèøåì â âèäå

yi((w̄ · x̄i) + b) > 1 (1.37)

ïðè i = 1, . . . , l.
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, äëÿ íàõîæäåíèÿ

îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè ìû äîëæíû ìèíèìèçèðîâàòü íîðìó
âåñîâîãî âåêòîðà |w̄| ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.37).
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Â ïðèëîæåíèè 1.7 (íèæå) óêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðà-
òè÷íîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

(w̄ · w̄) =
l∑

i=1

w2
i → min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.36) (èëè ýêâèâàëåíòíûõ èì îãðàíè÷åíèÿì
(1.37)) ñîñòàâèì ëàãðàíæèàí

L(w̄, b, ᾱ) =
1
2

(w̄ · w̄)−
l∑

i=1

αi(yi((w̄ · x̄i) + b)− 1), (1.38)

ãäå αi > 0 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñåäëîâóþ òî÷êó ëàãðàíæèàíà (1.38),

íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü åãî îòíîñèòåëüíî w̄ è b, à ïîñëå ýòî-
ãî, ìàêñèìèçèðîâàòü îòíîñèòåëüíî íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà αi > 0.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ëàãðàíæèàíà èìååò âèä

∂L(w̄, b, ᾱ)
∂w̄

= w̄ −
l∑

i=1

αiyix̄i = 0̄, (1.39)

∂L(w̄, b, ᾱ)
∂b

=
l∑

i=1

αiyi = 0. (1.40)

Èç (1.39) � (1.40) ñëåäóåò, ÷òî

w̄ =
l∑

i=1

αiyix̄i, (1.41)

l∑
i=1

αiyi = 0. (1.42)

Ïîäñòàâèì (1.41) â (1.38) è ïîëàãàåì W (ᾱ) = L(w̄, b, ᾱ). Ñ ó÷åòîì
(1.42) ïîëó÷èì

W (α) =
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

αiαjyiyj(x̄i · x̄j). (1.43)
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè íàì íàäî ìàêñè-
ìèçèðîâàòü ôóíêöèþ (1.43) ïðè óñëîâèÿõ (1.42) è αi > 0, ãäå
i = 1, . . . , l.

Ïóñòü ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè αi = α0
i , i = 1, . . . , l. Òîãäà

ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè èìååò âèä

w̄0 =
l∑

i=1

α0
i yix̄i. (1.44)

Ïðè ýòîì

b0 =
min
yi=1

(w̄0 · x̄i) + max
yi=−1

(w̄0 · x̄i)

2
.

Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ w̄0 è b0 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì
Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

α0
i (yi((w̄0 · x̄i) + b)− 1) = 0 (1.45)

ïðè i = 1, . . . , l.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α0

i > 0 ìîæåò áûòü òîëüêî äëÿ òåõ i, äëÿ
êîòîðûõ yi((w̄0 · x̄i) + b0)− 1 = 0, ò.å. äëÿ òåõ âåêòîðîâ, êîòîðûå
ëåæàò íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ (w̄0 · x̄i) + b0 = ±1. Òàêèå âåêòîðû íà-
çûâàþòñÿ îïîðíûìè âåêòîðàìè (support vectors). Âåêòîð âåñîâ w̄0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îïîðíûõ âåêòîðîâ x̄is ,
s = 1, . . . , k, ãäå k � ÷èñëî îïîðíûõ âåêòîðîâ

w̄0 =
k∑
s=1

α0
isyis x̄is .

Îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü èìååò âèä

k∑
s=1

α0
isyis(x̄is · x̄) + b0 = 0. (1.46)

Îñòàëüíûå íåîïîðíûå âåêòîðû, ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè ìîæíî íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, íàïðèìåð, èõ ìîæíî
èçìåíèòü, ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü íå èçìåíèòñÿ.
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Ðèñ. 1.1. Îïîðíûå âåêòîðû ðàñïîëîæåíû íà ãðàíè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ

H1 è H2

Ïðèâåäåì òàêæå íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ñ îïîðíûìè âåêòîðà-
ìè.

|w̄0|2 = (w̄0 · w̄0) =
k∑

s,q=1

α0
isα

0
iqyisyiq(x̄is · x̄iq), (1.47)

à òàêæå

W (ᾱ0) =
k∑

s,q=1

α0
is −

1
2
|w̄0|2.

Ñóììèðóÿ (1.45) ïîëó÷èì

k∑
s=1

α0
isyis(w̄0 · x̄is) + b0

k∑
s=1

α0
isyis =

k∑
s=1

α0
is ,
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òàê êàê ïî (1.40) âòîðîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû ðàâíî 0. Îòñþäà è
èç (1.47) ïîëó÷àåì

k∑
s=1

α0
is =

k∑
s,q=1

α0
isα

0
iqyisyiq(x̄is · x̄iq) = |w̄0|2.

Ïîýòîìó W (ᾱ0) = 1
2 |w̄0|2. Èìååì òàêæå

|w̄0| =
1√
k∑
s=1

α0
is

.

Îöåíêà âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ ÷åðåç ÷èñëî

îïîðíûõ âåêòîðîâ

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäå-
ëÿåòñÿ íå âñåìè âåêòîðàìè âûáîðêè S, à òîëüêî îïîðíûìè âåêòî-
ðàìè.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïåðåõîä îò âûáîðêè S ê ðàçäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè ρ(S) êàê ñõåìó ñæàòèÿ èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåé-
ñÿ â âûáîðêå S.

Íåáîëüøîå ÷èñëî îïîðíûõ âåêòîðîâ è èõ ïðèçíàêîâ Ŝ îïðåäå-
ëÿåò òó æå ãèïåðïëîñêîñòü, ÷òî è âñÿ âûáîðêà S, ò.å. ρ(Ŝ) = ρ(S).

Äîïóñòèì, ÷òî ðàçìåð Ŝ ðàâåí d. Âñåãî èìååòñÿ
(
l
d

)
ïîäìíî-

æåñòâ èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Êàæäîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî
îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ hŜ . Äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè hŜ âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ñîãëàñîâàíà ñ l òî÷êàìè, íî èìååò îøèáêó
îáîáùåíèÿ > ε, îãðàíè÷åíà (1− ε)l 6 exp(−εl). Òîãäà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî êàêàÿ-íèáóäü ðåçóëüòèðóþùàÿ ãèïîòåçà hŜ , ïîñòðîåí-
íàÿ ñ ïîìîùüþ ñõåìû ñæàòèÿ ïî ïîäìíîæåñòâó ðàçìåðà d, ñîãëà-
ñîâàíà ñ l âåêòîðàìè è èìååò îøèáêó îáîáùåíèÿ áîëüøå ÷åì ε,
îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé (

l

d

)
exp(−εl).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè òåîðåìó
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Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ñõåìà ñæàòèÿ èíôîð-

ìàöèè ρ(S). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P íà

X×{−1, 1}, ñ P l-âåðîÿòíîñòüþ 1−δ íà ñëó÷àéíîé âûáîðêå S ðàç-

ìåðà l ãèïîòåçà êëàññèôèêàöèè hŜ, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ñõå-

ìû ñæàòèÿ ïî ïîäìíîæåñòâó âûáîðêè ðàçìåðà d, èìååò îøèáêó

îáîáùåíèÿ íå áîëåå

errP (hŜ) 6
1
l

(
d ln

(
el

d

)
+ ln

(
l

δ

))
.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè d > 2 è ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ l

errP (hŜ) 6
d ln l
l
,

ãäå d � ÷èñëî îïîðíûõ âåêòîðîâ.

1.4.3. SVM-ìåòîä â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ

Çàäàíà âûáîðêà S = ((x̄1, y1), (x̄2, y2), . . . , (x̄l, yl)). Ìåòîä SVM
îñíîâàí íà ñëåäóþùåé èäåå. Âåêòîðû âûáîðêè x̄1, . . . , x̄l, ïðèíàä-
ëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó Rn, îòîáðàæàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâî áîëåå
âûñîêîé ðàçìåðíîñòè � ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ (feature space) ñ
ïîìîùüþ íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, âûáðàííîãî àïðè-
îðè:

x̄ = (x1, . . . , xn)→ φ̄(x̄) = (φ1(x̄), . . . , φN (x̄)). (1.48)

Ïîëó÷àåì âåêòîðû φ̄(x̄1), . . . , φ̄(x̄l) â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ
RN .

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå (1.48) ìîæåò áûòü íåîáðàòèìûì.
Èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî Rn ïåðåõîäèò ïðè îòîáðàæåíèè x̄→ φ̄(x̄)
â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ RN .

Â ïðîñòðàíñòâå RN áóäåò ñòðîèòüñÿ îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ âåêòîðû φ̄(x̄1), . . . , φ̄(x̄l).

Ïðèìåð. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êëàññèôèêàöèè äàííûõ â n-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìû 2-é ñòåïåíè îò n
ïåðåìåííûõ. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ.
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Ââîäèì íîâûå ïåðåìåííûå â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ

z1 = x1, . . . , zn = xn,

zn+1 = x2
1, . . . , z2n = x2

n,

z2n+1 = x1x2, . . . , zN = xnxn−1.

Âñåãî èìååòñÿ N = 2n+ n(n−1)
2 òàêèõ ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì,

ìû ïîñòðîèëè íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

x̄ = (x1, . . . , xn)→ φ̄(x̄) = z̄ = (z1, . . . , zN )

ïðîñòðàíñòâà Rn â ïðîñòðàíñòâî RN .
Ïðîîáðàçîì ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðè-

çíàêîâ Z = RN :
(w̄ · z̄) + b = 0

ïðè îòîáðàæåíèè x̄ → φ̄(x̄) = z̄ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî
ïîðÿäêà â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå Rn :

(w̄ · φ̄(x̄)) + b =
N∑
i=1

wizi + b =

=
n∑
i=1

wixi +
2n∑

i=n+1

wix
2
i +

N∑
i=2n+1

wixjixki + b = 0,

ãäå (ji, ki) � ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ íîìåðîì i â êàêîé-íèáóäü
âçàèìíî îäíîçíà÷íîé íóìåðàöèè âñåõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 6 n.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå
(1.48)

φ̄(x̄) = (φ1(x̄), . . . , φN (x̄))

èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn â ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ

RN = {z̄ = (z1, . . . , zN ) : zi ∈ R, i = 1, . . . , N}.

Â êîîðäèíàòàõ ýòî îòîáðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå zj = φj(x̄),
j = 1, . . . , N .

Ýëåìåíòû âûáîðêè x̄1, . . . , x̄l èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ïå-
ðåõîäÿò â âåêòîðà φ̄(x̄1), . . . , φ̄(x̄l) ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ RN .
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Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè,
èçëîæåííûé â ðàçäåëå 1.4.2, ïîñòðîèì ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèçíàêîâ RN :

N∑
j=1

wjzj + b = 0, (1.49)

ðàçäåëÿþùóþ âåêòîðû φ̄(x̄1), . . . , φ̄(x̄l).
Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü èìååò ñâîèì ïðîîáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå

Rn, â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíóþ, ïîâåðõíîñòü

N∑
j=1

wjφj(x̄) + b = 0. (1.50)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè â äâîé-
ñòâåííîé ôîðìå, ïðåäñòàâèì âåêòîð âåñîâ ðàçäåëÿþùåé ãèïåð-
ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ

w̄ =
l∑

i=1

α0
i yiφ̄(x̄i)

â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïîðíûõ âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà
{φ̄(x̄i) : α0

i > 0}.
Â êîîðäèíàòàõ ýòî ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

wj =
l∑

i=1

α0
i yiφj(x̄i) (1.51)

ïðè j = 1, . . . , N . ×èñëî ñëàãàåìûõ â ýòîé ñóììå íå çàâèñèò îò
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ.

Ïîäñòàâèì (1.51) â (1.50) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íåëèíåé-
íîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì â ïðîñòðàíñòâåRn
ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè, ïîñòðîåííîé â ïðîñòðàíñòâå ïðè-
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çíàêîâ RN :

N∑
j=1

wjφj(x̄) + b =

=
N∑
j=1

(
l∑

i=1

α0
i yiφj(x̄i)

)
φj(x̄) + b =

=
l∑

i=1

α0
i yi

N∑
j=1

φj(x̄)φj(x̄i) + b =

=
l∑

i=1

α0
i yi(φ̄(x̄) · φ̄(x̄i)) + b =

=
l∑

i=1

α0
i yiK(x̄, x̄i) + b = 0, (1.52)

ãäå

K(x̄i, x̄) = (φ̄(x̄i) · φ̄(x̄)). (1.53)

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ¾ëèíåéíûõ¿ SVM-ìàøèí
(îïòèìàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé) â ïðîñòðàíñòâå Rn ãîäÿòñÿ è äëÿ
¾íåëèíåéíûõ ìàøèí¿ â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, åñëè ìû çàìåíèì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x̄i · x̄) â äâîéñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè îï-
òèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè (1.46) :

k∑
s=1

α0
i yi(x̄i · x̄) + b = 0

íà ôóíêöèþ K(x̄i, x̄), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.53) è êî-
òîðàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ÿäðîì.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå íåëèíåéíîé ôóíêöèè

f(x̄) =
l∑

i=1

α0
i yiK(x̄i, x̄) + b, (1.54)

ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðïëîñêîñòè (1.52) òðåáóåò âñåãî l ñëîæåíèé
è íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè N ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ. Èç ýòîé
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ôîðìóëû òàêæå âèäíî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîãî êëàñ-
ñèôèêàòîðà â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî
êëàññèôèêàòîðà â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ íàì íå íóæíî çíàòü
îòîáðàæåíèå x̄→ φ̄(x̄), à äîñòàòî÷íî òîëüêî çíàòü ÿäðî K(x̄i, x̄).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ôîðìàëüíî ìû
ñòðîèì â ïðîñòðàíñòâå RN ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùóþ îáðàçû

φ̄(x̄1), . . . , φ̄(x̄l)

âåêòîðîâ x̄1, . . . , x̄l âûáîðêè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè íàì íàäî ðåøèòü äâîéñòâåííóþ çà-
äà÷ó � ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ W (α), çàäàííóþ âûðàæåíèåì
(1.43).

Ýòà ôóíêöèÿ, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ÿäðà, óïðîùàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

W (α) =
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

αiαjyiyj(φ̄(x̄i) · φ̄(x̄j)) =

=
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

αiαjyiyjK(x̄i, x̄j) (1.55)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
(1.54), ðàçäåëÿþùåé âûáîðêó ((x̄1y1), . . . , (x̄l, yl)) â ïðîñòðàíñòâå
Rn, íàì íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ (1.55) ïðè
óñëîâèÿõ (1.42) è αi > 0, i = 1, . . . , l. Ïðè ýòîì, íàì íå òðåáóåòñÿ
çíàíèå N -ìåðíûõ âåêòîðîâ φ̄(x̄1), . . . , φ̄(x̄l), äîñòàòî÷íî çíàòü,
÷òî èõ ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ K(x̄i, x̄j) âû÷èñëÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ÿäðà.

1.4.4. ßäðà

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ÿäåð áîëåå ïîäðîáíî. Íà
ïðàêòèêå ïîäáèðàþòñÿ ÿäðà, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïî-
âåðõíîñòü íàèëó÷øèì îáðàçîì ðàçäåëÿåò îáó÷àþùóþ âûáîðêó.

Ïî ÿäðó K(x̄i, x̄) èç äîñòàòî÷íî õîðîøåãî êëàññà ôóíêöèé
ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ. Èìå-
åò ìåñòî òåîðåìà Ìåðñåðà.
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Ôóíêöèÿ φ(x̄) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ñîîòâåòñòâó-
þùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, åñëè∫

X

K(x̄, ȳ)φ(ȳ)dȳ = λφ(x̄)

äëÿ âñåõ x̄; λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâîRn, ïóñòü
òàêæå K(x̄, ȳ) � íåïðåðûâíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,

÷òî ∫
X×X

K(x̄, ȳ)f(x̄)f(ȳ)dx̄dȳ > 0

äëÿ âñåõ f ∈ L2(X).
Òîãäà ôóíêöèÿ K(x̄, ȳ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðàâíî-

ìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

K(x̄, ȳ) =
∞∑
j=1

λjφj(x̄)φj(ȳ),

ãäå φj(x̄) ∈ L2(X) � íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîîò-

âåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (||φj ||L2 = 1), λj � èõ

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, λj > 0, j = 1, 2, . . .

Íàçîâåì ôóíêöèþ K1(x̄, ȳ), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ òåîðå-
ìû 1.13, äîïóñòèìûì ÿäðîì.

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü K1(x̄, ȳ) è K2(x̄, ȳ) � äîïóñòèìûå ÿäðà è
c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Òîãäà

K1(x̄, ȳ) = c1K1(x̄, ȳ) + c2K2(x̄, ȳ)

� òàêæå äîïóñòèìîå ÿäðî.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà.

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü s(x̄, ȳ) � ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ïî

ñâîèì àðãóìåíòàì. Òîãäà K(x̄, ȳ) =
∫
s(x̄, z̄)s(ȳ, z̄)Pn(dz) � äî-

ïóñòèìîå ÿäðî.
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Ýòî òîæäåñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåðû ÿäåð (x̄, ȳ) = (x̄ · ȳ)d èëè K(x̄, ȳ) = ((x̄ · ȳ) + c)d �
ïîëèíîìèàëüíûå ÿäðà.

K(x̄, ȳ) = exp(−|x̄− ȳ|2/σ2) � ãàóññîâî ÿäðî.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç Rn â R

n(n+1)
2 :

φ̄(x̄) = φ̄(x1, . . . , xn) =
= (x2

1, . . . , x
2
n,
√

2x1x2, . . . ,
√

2x1x2, . . . ,
√

2xn−1xn).

Òîãäà

K(x̄, ȳ) = (φ̄(x̄) · φ̄(ȳ)) =
n∑
i=1

x2
i y

2
i +

n∑
i,j=1,i<j

2xixjyiyj = (x̄ · ȳ)2.

Ïîëó÷àåì K(x̄, ȳ) = (x̄ · ȳ)2 � ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî âòîðîãî ïî-
ðÿäêà.

Ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè (1.54), ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëü-
íîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, â
ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

f(x̄) =
l∑

i=1

α0
i yi(x̄i · x̄)2 + b. (1.56)

Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèÿ Rn â ïðîñòðàíñòâà ïðèçíà-
êîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèíîìèàëüíûå ÿäðà äëÿ ïîëèíîìîâ îá-
ùåãî âèäà è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (k = 3, 4, . . . ), à òàêæå
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè âèäà (1.54).

Äðóãîé âèä ÿäåð îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè, êîòîðûå èìåþò
âèäK(x̄, ȳ) = K(x̄−ȳ). Òàêàÿ ôóíêöèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ïðèáàâëåíèÿ ê x̄ è ȳ îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà.

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ðàâíà 1 è ôóíêöèÿ K(x) îïðåäåëåíà íà
[0, 2π]. Â òàêîì ñëó÷àå åå ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè è ðàçëîæèòü â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå:

K(x) =
∞∑
n=0

an cos(nx).
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Òîãäà

K(x, y) = K(x− y) =

= a0 +
∞∑
n=0

an sin(nx) sin(ny) +
∞∑
n=0

an cos(nx) cos(ny).

Ýòî ÿäðî ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ

x→ (1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sin(nx), cos(nx), . . . )

èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ.
Åùå îäèí òèï ÿäåð � ýêñïîíåíöèàëüíûå ÿäðà âèäà

K(ū, v̄) = exp((ū · v̄)/σ2),

ãäå σ > 0 � ïàðàìåòð.
Çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÿäðà ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

Òåéëîðà â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû ïîëèíîìèàëüíûõ ÿäåð:

exp((ū · v̄)) =
∞∑
k=0

(ū · v̄)k

k!
.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ÿäðî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â Ãàóññîâî ÿäðî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

K(ū, v̄)√
K(ū, ū)K(v̄, v̄)

=

=
exp((ū · v̄)/σ2)√

exp((ū · ū)/σ2) exp((v̄ · v̄)/σ2)
=

= exp(−|ū− v̄|2/2σ2).

Äëÿ ðàáîòû ñ ðàñïîçíàâàíèåì òåêñòîâ èñïîëüçóþòñÿ ÿäðà, ïî-
ñòðîåííûå ïî äèñêðåòíûì ìíîæåñòâàì. Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî
ÿäðà, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ïðèçíàêîâ.

Ïóñòü Ξ � êîíå÷íûé àëôàâèò. Ñëîâî s â ýòîì àëôàâèòå � ýòî
ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ s = s1 s2 . . . sn;
Ξ∗ � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå Ξ, âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî.
|s| = n � äëèíà ñëîâà s ∈ Ξ∗; äëèíà ïóñòîãî ñëîâà ðàâíà 0.
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Ïóñòü Ξn � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñëîâ) äëèíû
n. Ïî îïðåäåëåíèþ Ξ∗ = ∪∞n=0Ξn.

Òàêæå, st � ýòî ñëîâî, ïîëó÷åííîå êîíêàòåíàöèåé ñëîâ s è t,
s[i : j] = si si+1 . . . sj .

Ñëîâî u ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëîâà s, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ī = (i1, . . . , i|u|) òàêàÿ, ÷òî
1 6 i1 < · · · < i|u| 6 |s| è uj = sij äëÿ âñåõ j = 1, . . . , |u|; Ýòî
òàêæå îáîçíà÷àåì u = s[̄i]. Äëèíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè u â s
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî l(̄i) = i|u| − i1 + 1.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà âñåõ ñëîâàõ çàäàí ëèíåéíûé ïîðÿ-
äîê: âñåì ñëîâàì ìåíüøåé äëèíû ïðåäøåñòâóþò ñëîâà áîëüøåé
äëèíû, à âñå ñëîâà îäíîé äëèíû óïîðÿäî÷åíû ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêè. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ Fn = RΞn

� ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, èíäåêñàìè êî-
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ âñå ñëîâà äëèíû n.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ ñëîâ â ïðîñòðàí-
ñòâî ïðèçíàêîâ

φ̄n(s) = (φnu(s) : u ∈ Ξn),

ãäå

φnu(s) =
∑

ī:u=s[̄i]

λl(̄i)

ïðè 0 < λ 6 1, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëà âñåõ âõîæäå-
íèé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n áóêâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s,
âçâåøåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ äëèíàìè ýòèõ âõîæäåíèé â s.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kn(s, t) =
∑
u∈Ξn

(φnu(s) · φnu(t)) =

=
∑
u∈Ξn

∑
ī:u=s[̄i]

λl(̄i)
∑

j̄:u=s[j̄]

λl(j̄) =

=
∑
u∈Ξn

∑
ī:u=s[̄i]

∑
j̄:u=s[j̄]

λl(̄i)+l(j̄).
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Ïðè òàêîì çàäàíèè âû÷èñëåíèå ÿäðà Kn(s, t) òðåáóåò áîëüøîãî
÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Ñóùåñòâóþò ðåêóðñèâíûå ñõå-
ìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûõ ñóìì çà ïðèåìëåìîå ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ (ñì. [7]).

ßäðà òàêîãî òèïà èñïîëüçóþòñÿ ïðè êëàññèôèêàöèè òåêñòîâ.

1.4.5. Ñëó÷àé íåðàçäåëèìîé âûáîðêè

Âåêòîð ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè íåðàçäåëèìîé âûáîð-
êè. Çàäà÷è òàêîãî òèïà õàðàêòåðíû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèé.

Çàäàí êëàññ F ôóíêöèé òèïà X → R, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ïðîèçâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X ôóíêöèé
èç F ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Rn. Ïî êàæäîé ôóíêöèè f ∈ F
îïðåäåëèì èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ êëàññèôèêàöèè

h(x̄) =
{

1, åñëè f(x̄) > 0,
−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàäàíà âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)). Ïóñòü γi = yif(x̄i)
� ãðàíèöà îøèáêè ïðèìåðà (x̄i, yi) ∈ X × {−1, 1} îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè f ∈ F . Çàìåòèì, ÷òî γi > 0 îçíà÷àåò, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê íà âûáîðêå S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl))
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì MS(f) = (γ1, . . . , γl). Ïóñòü

mS(f) = min
i=1,...,l

γi

� ãðàíèöà îøèáêè êëàññèôèêàöèè âûáîðêè S ïîñðåäñòâîì f . Âå-
ëè÷èíà mS(f) > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f êëàññèôèöèðóåò
S áåç îøèáîê.

Ïóñòü γ > 0. Ïåðåìåííàÿ ìÿãêîãî îòñòóïà (margin slack vari-
able) ïðèìåðà (x̄i, yi) ∈ X × {−1, 1} äëÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè f è
ãðàíèöû îøèáêè γ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ξi = max{0, γ − yif(x̄i)}.
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Çàìåòèì, ÷òî èç ξi > γ ñëåäóåò, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ ïðèìåðà
(x̄i, yi) ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íîé.

Âåêòîð ξ̄ = (ξ1, . . . , ξl) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïåðåìåííûõ ìÿã-
êîãî îòñòóïà äëÿ âûáîðêè S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)).

Ðîëü âåêòîðà ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà íàäî ïîíèìàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Åñëè ξi > γ, òî yif(x̄i) < 0, ò.å. êëàññèôèêàöèÿ ïðèìåðà

(x̄i, yi) ñ ïîìîùüþ f ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íîé. Â ýòîì ñëó÷àå, âåëè-

÷èíà ξi îòðàæàåò ñòåïåíü óäàëåííîñòè ïðèìåðà (x̄i, yi) îò ðàç-

äåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè � îíà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå îøèáêà

êëàññèôèêàöèè.

ξi = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà yif(x̄i) > γ; â ýòîì ñëó÷àå

êëàññèôèêàöèÿ ïðàâèëüíàÿ è äàæå ñ íåêîòîðûì çàïàñîì.

Ñëó÷àé 0 < ξi 6 γ ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì, â ýòîì ñëó÷àå

êëàññèôèêàöèÿ 0 < yif(x̄i) 6 γ � ïðàâèëüíàÿ, íî ñ î÷åíü ìàëåíü-

êèì ïîðîãîì, íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü âñëåäñòâèå íàëè÷èå

øóìà â èñõîäíûõ äàííûõ.

Â öåëîì íîðìà âåêòîðà îøèáîê ξ̄ îòðàæàåò ðàçìåð îøèáîê

êëàññèôèêàöèè, à òàêæå ðîëü øóìà â îáó÷àþùåé âûáîðêå. Â

äàëüíåéøåì âåëè÷èíà |ξ̄| áóäåò âõîäèòü â âåðõíèå îöåíêè îøèáêè

âåðîÿòíîñòè íåïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè.

Â ìîíîãðàôèè [7] ïðèâåäåíà òåîðåìà (òåîðåìà 4.22), äàþùàÿ
îöåíêó âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðè îáó÷åíèè íà íå ïîëíîñòüþ ðàç-
äåëèìîé âûáîðêå. Ýòà òåîðåìà ñëóæèò îáîñíîâàíèåì âûáîðà (â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå) êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè ïðè îïðåäåëåíèè ðàç-
äåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 1.14. Ïóñòü L � êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé âèäà

L(x̄) = (w̄ · x̄) + b ñ åäèíè÷íûì âåñîâûì âåêòîðîì |w̄| = 1. Ïóñòü
γ > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P íà X × {−1, 1} ñ íîñè-
òåëåì âíóòðè øàðà ðàäèóñà R è ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

ñ P l-âåðîÿòíîñòüþ 1− δ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L èìååò íà
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ñëó÷àéíîé âûáîðêå S äëèíû l âåðîÿòíîñòü îøèáêè 7 :

errP (f) = P{yf(x̄) < 0} 6
c

l

(
R2 + |ξ̄|2

γ2
ln2 l + ln

1
δ

)
, (1.57)

ãäå ξ̄ � âåêòîð ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà äëÿ îáó÷àþùåé âû-

áîðêè S îòíîñèòåëüíî f è γ.

Îòìåòèì, ÷òî â îöåíêó âõîäèò íîðìà âåêòîðà ξ̄, êîòîðûé õà-
ðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ñîãëàñîâàííîñòè ôóíêöèè êëàññèôèêàöèè è
îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåò ñëåäñòâèå 1.4 è òåî-
ðåìó 1.8 èç ðàçäåëà 1.3.

Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à äëÿ êëàññèôèêàöèè ñ îøèáêàìè

â êâàäðàòè÷íîé íîðìå

Â ñëó÷àå, êîãäà âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)) íåðàçäåëè-
ìà, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ ïåðåìåííûìè ìÿãêîãî
îòñòóïà ξi, i = 1, . . . , l.

Íàéäåì âåêòîðû w̄, ξ̄ è ÷èñëî b, òàê ÷òîáû

(w̄ · w̄) + C
l∑

i=1

ξ2
i → min, (1.58)

yi((w̄ · x̄i) + b) > 1− ξi, (1.59)

ξi > 0 (1.60)

ïðè i = 1, . . . , l. Êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåò áàëàíñ ìåæäó äâóìÿ
÷àñòÿìè ôóíêöèîíàëà.

Íà ïðàêòèêå êîíñòàíòà C ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ðàçäåëÿþ-
ùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ðàçäåëÿëà ýëåìåíòû îáó÷àþùåé âûáîðêè ñ
ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì íîðìû âåêòîðà ðàçäåëÿþùèõ ãðàíè÷-
íûõ ïåðåìåííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ξi > 0 ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå w̄, ξ, b, ãäå íåêîòîðûå ξi < 0, ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì è ïðè ξi = 0.

7Èìååòñÿ â âèäó øàð â ïðîñòðàíñòâå Rn, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò êëàññè-
ôèöèðóåìûå ýëåìåíòû x̄1, . . . , x̄l âûáîðêè S.
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Îöåíêà âåðîÿòíîñòè îøèáêè (1.57) èìååò ìåñòî äëÿ ïîðîãîâûõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ åäèíè÷íûì âåñîâûì âåêòîðîì |w|.

Äëÿ òîãî ÷òîáû åå ïðèìåíèòü ê çàäà÷å (1.58) � (1.60), ïîäåëèì
îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.59) íà |w̄|, ãäå w̄ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è. Òîãäà â (1.57) íàäî âçÿòü â êà÷åñòâå ξi âåëè÷èíó ξi/|w̄|, à
γ = 1/|w̄|. Ïîëó÷èì íîâóþ âåðñèþ âåðîÿòíîñòè îøèáêè (1.57) :

errP (f) = P{yf(x̄) < 0} 6

6
c

l
((|w̄|2R2 + |ξ̄|2) ln2 l + ln

1
δ

). (1.61)

Íåðàâåíñòâî (1.61) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ìèíèìèçàöèè âåðõíåé
îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ íàì äåéñòâèòåëüíî íåîá-
õîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó (1.58).

Ëàãðàíæèàí çàäà÷è (1.58) � (1.60) èìååò âèä

L(w̄, b, ξ̄, ᾱ) =
1
2

(w̄ · w̄) +
C

2

l∑
i=1

ξ2
i −

−
l∑

i=1

αi(yi((w̄ · x̄i) + b)− 1 + ξi), (1.62)

ãäå αi > 0 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ïóòåì

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëàãðàíæèàíà

∂L(w̄, b, ξ̄, ᾱ)
∂w̄

= w̄ −
l∑

i=1

yiαix̄i = 0̄, (1.63)

∂L(w̄, b, ξ̄, ᾱ)
∂ξ̄

= Cξ̄ − ᾱ = 0̄,

∂L(w̄, b, ξ̄, ᾱ)
∂b

=
l∑

i=1

yiαi = 0,
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à òàêæå ïîäñòàíîâêîé ýòèõ ñîîòíîøåíèé â (1.62) :

L(w̄, b, ξ̄, ᾱ) =
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

yiyjαiαj(x̄i · x̄j) +

+
1

2C
(ᾱ · ᾱ)− 1

C
(ᾱ · ᾱ) =

=
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

yiyjαiαj(x̄i · x̄j)−
1

2C
(ᾱ · ᾱ). (1.64)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ìàêñèìèçèðîâàòü ïî ᾱ âåëè÷èíó

W (ᾱ) =
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

yiyjαiαj((x̄i · x̄j) +
1

2C
δij) (1.65)

ïðè óñëîâèÿõ αi > 0, i = 1, 2, . . . l, ãäå δij = 1 ïðè i = j è δij = 0 ïðè
i 6= j. Ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà èìåþò
âèä

αi(yi((w̄ · x̄i) + b)− 1 + ξi) = 0

ïðè i = 1, . . . , l.
Ñîãëàñíî (1.63) âåêòîð âåñîâ âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè îïîðíûõ âåêòîðîâ:

w̄ =
l∑

i=1

yiαix̄i.

Èç óñëîâèé Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà ñëåäóåò, ÷òî αi = 0, åñëè
yi((w̄ ·x̄i)+b) > 1, ïðè ýòîì ξi = 0. Ýòè âåêòîðû ïðàâèëüíî êëàññè-
ôèöèðóþòñÿ è ëåæàò ñ âíåøíåé ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé. Îïîðíûìè ÿâëÿþòñÿ òå âåêòîðû x̄i, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî yi((w̄·x̄i)+b) 6 1, ïðè ýòîì αi > 0 è ξi > 0. Ýòî òå âåêòî-
ðû, êîòîðûå ëåæàò íà ãðàíè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ èëè æå íåïðà-
âèëüíî èìè êëàññèôèöèðóþòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå yi((w̄ · x̄i) + b) < 1
è ξi > 0.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïðèçíà-
êîâ, çàäàííîãî íåêîòîðûì ÿäðîì K(x̄i, x̄j).
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Òåîðåìà 1.15. Äàíû ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ, îïðåäåëåííîå ÿä-

ðîì K(x̄i, x̄j), è îáó÷àþùàÿ âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)).
Ïóñòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ ᾱ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòè-

ìèçàöèè:

W (ᾱ) =
l∑

i=1

αi −

−1
2

l∑
i,j=1

yiyjαiαj(K(x̄i, x̄j) +
1

2C
δij)→ max (1.66)

ïðè óñëîâèÿõ

l∑
i=1

yiαi = 0,

αi > 0 i = 1, . . . , l. (1.67)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò âèä

f(x̄) =
l∑

i=1

yiα
∗
iK(x̄i, x̄) + b∗,

ãäå b∗ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ yif(x̄i) = 1−α∗i /C äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

i òàêîãî, ÷òî α∗i 6= 0.
Ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè sign(f(x̄)) ðàçäåëÿåò ýëåìåíòû âû-

áîðêè òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïîëó÷åí-

íàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1.58) � (1.60) â
ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, îïðåäåëåííîì ÿäðîì K(x̄, z̄), ãäå ïåðå-
ìåííûå îòñòóïà îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ãðàíèöû îøèáêè:

γ =

∑
j∈sv

α∗j −
1
C

(ᾱ∗ · ᾱ∗)

−1/2

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ b∗ èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà αi = Cξi, òàêæå
óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà:

αi(yi((w̄ · x̄i) + b)− 1 + ξi) = 0

ïðè i = 1, . . . , l.
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Âåëè÷èíà ρ(w̄) = 1
|w̄| , îïðåäåëÿþùàÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ãèïåð-

ïëîñêîñòÿìè (w̄ · x̄i) + b) = ±1 (â ÿäåðíîì ñëó÷àå) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(w̄ · w̄) =
l∑

i,j=1

yiyjα
∗
iα
∗
jK(x̄i, x̄j) =

=
∑
j∈sv

yjα
∗
j

∑
i∈sv

yiα
∗
iK(x̄i, x̄j) =

=
∑
j∈sv

α∗j (1− ξ∗j − yjb∗) =

=
∑
j∈sv

α∗j −
∑
j∈sv

α∗jξ
∗
j =

=
∑
j∈sv

α∗j −
1
C

(ᾱ∗ · ᾱ∗).

Â (1.66) ìîæíî çàìåíèòü ÿäðî K(x̄i, x̄j) íà

K ′(x̄i, x̄j) = K(x̄i, x̄j) +
1

2C
δx̄(ȳ)

è äàëåå èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñ-
êîñòè, ïðèâåäåííûå âûøå.

Çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà (1.57) âåðîÿòíîñòè îøèáêè êëàñ-
ñèôèêàöèè ïðè îáîáùåíèè íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ÿäðà K(x̄, z̄), ïîðîæäàþùèå ïðî-
ñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Óâåëè÷åíèå ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ ïðèâîäèò ê ðàçäåëåíèþ îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêè ãèïåðïëîñêîñòüþ ñ ìåíüøåé íîðìîé âåêòîðà ξ, ÷òî
óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè êëàññèôèêàöèè ïðè îáîáùåíèè.

Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à äëÿ êëàññèôèêàöèè ñ îøèáêàìè

â ëèíåéíîé íîðìå

Íà ïðàêòèêå òàêæå ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à
îïòèìèçàöèè, â êîòîðîé âìåñòî êâàäðàòè÷íîé íîðìû âåêòîðà ïå-
ðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà ξ̄ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ íîðìà. Â ýòîì
ñëó÷àå âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè.
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Ðèñ. 1.2. Îïîðíûå âåêòîðû ðàñïîëîæåíû íà ãðàíè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ

èëè æå íåïðàâèëüíî èìè êëàññèôèöèðóþòñÿ

Íàõîäèì âåêòîðû w̄, ξ̄ è ÷èñëî b, òàê ÷òîáû

(w̄ · w̄) + C
l∑

i=1

ξi → min, (1.68)

yi((w̄ · x̄i) + b0) > 1− ξi,
ξi > 0 (1.69)

ïðè i = 1, . . . , l. Êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåò áàëàíñ ìåæäó äâóìÿ
÷àñòÿìè ôóíêöèîíàëà.
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Ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L(w̄, b, ξ, α, r̄) =
1
2

(w̄ · w̄) + C

l∑
i=1

ξi −

−
l∑

i=1

αi(yi((w̄ · x̄i) + b0)− 1 + ξi)−
l∑

i=1

riξi,

ãäå αi > 0, ri > 0 ïðè i = 1, . . . , l.
Ñîîòâåòñòâåííàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðè-

ðàâíèâàíèÿ ê íóëþ ïðîèçâîäíûõ:

∂L(w̄, b, ξ, α, r̄)
∂w̄

= w̄ −
l∑

i=1

yiαix̄i = 0̄,

∂L(w̄, b, ξ, α, r̄)
∂ξi

= C − αi − ri = 0,

∂L(w̄, b, ξ, α, r̄)
∂b

=
l∑

i=1

yiαi = 0.

Ïîäñòàâëÿåì ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â ïðÿìóþ çàäà÷ó è ïîëó-
÷àåì äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è â âèäå çàäà÷è ìàêñèìè-
çàöèè ôóíêöèîíàëà:

L(w̄, b, ξ, α, r̄) =
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

yiyjαiαj(x̄i · x̄j),

êîòîðûé ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëîì äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷-
íîé íîðìû ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò çàäà÷è ñ êâàäðàòè÷íîé íîðìîé çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèå C − αi − ri = 0 âìåñòå ñ óñëîâèåì
ri > 0 âûíóæäàåò íåðàâåíñòâî αi 6 C. Â òî æå âðåìÿ ξi > 0 âû-
ïîëíåíî òîëüêî ïðè ri = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αi = C äëÿ âñåõ
òàêèõ i. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà èìåþò
âèä

αi(yi((x̄i · x̄j) + b)− 1 + ξi) = 0, i = 1, . . . , l,
ξi(αi − C) = 0, i = 1, . . . , l.
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Ñîãëàñíî ýòèì óñëîâèÿì ïåðåìåííàÿ ìÿãêîãî îòñòóïà ξi îòëè÷íà
îò íóëÿ òîëüêî ïðè αi = C.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.16. Äàíû îáó÷àþùàÿ âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl))
è ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ, îïðåäåëåííîå ÿäðîì K(x̄i, x̄j). Ïóñòü
âåêòîð ïàðàìåòðîâ ᾱ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

W (ᾱ) =
l∑

i=1

αi −
1
2

l∑
i,j=1

yiyjαiαjK(x̄i, x̄j)→ max (1.70)

ïðè óñëîâèÿõ

l∑
i=1

yiαi = 0,

C > αi > 0 i = 1, . . . , l. (1.71)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò âèä

f(x̄) =
l∑

i=1

yiα
∗
iK(x̄i, x̄) + b∗,

ãäå b∗ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ yif(x̄i) = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i òà-
êîãî, ÷òî C > α∗i > 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ êëàññèôèêàöèè sign(f(x̄)) ðàçäåëÿåò ýëåìåíòû

âûáîðêè òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïîëó-

÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1.68) � (1.69)
â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, îïðåäåëåííîì ÿäðîì K(x̄, z̄), ãäå ïåðå-
ìåííûå ìÿãêîãî îòñòóïà îïðåäåëåíû äëÿ ãðàíèöû îøèáêè:

γ =

∑
i,j∈sv

yiyjα
∗
iα
∗
jK(x̄i, x̄j)

−1/2

.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìèçàöèè (1.68) � (1.69) ýêâèâàëåíò-
íà çàäà÷å îïòèìèçàöèè (1.58) � (1.60) ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèåì, ÷òî αi 6 C. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ýòè îãðàíè÷åíèÿ íàçûâà-
þòñÿ êâàäðàòíûìè (box constraints), òàê êàê îíè òðåáóþò, ÷òîáû
êàæäîå αi íàõîäèëîñü âíóòðè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé C, ðàñïîëî-
æåííîãî â ïîëîæèòåëüíîì îêòàíòå.
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Ïàðàìåòð C êîíòðîëèðóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó òî÷íîñòüþ ðå-
ãóëÿðèçàöèè è âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòîâ αi. Â ÷àñòíîñòè, ÷åì
ìåíüøå ïàðàìåòð C, òåì ìåíüøå çíà÷åíèÿ αi, ò.å. ìåíüøå âëèÿíèå
ïðèìåðîâ, íàõîäÿùèõñÿ äàëåêî îò ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè.

Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à äëÿ êëàññèôèêàöèè ñ îøèáêàìè

â ôîðìå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé âìåñòî êâàäðàòè÷íîé íîðìû
âåêòîðà w̄ ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà êîýôôèöèåíòîâ αi, êîòîðûå õà-
ðàêòåðèçóþò ñòåïåíü ó÷àñòèÿ ïðèìåðîâ â ïîñòðîåíèè ðàçäåëÿþ-
ùåé ãèïåðïëîñêîñòè.

Îöåíêà âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ ÷åðåç ÷èñëî îïîðíûõ
âåêòîðîâ, ïðèâåäåííàÿ â òåîðåìå 1.12 , ìîæåò ñëóæèòü îáîñíîâà-
íèåì ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ìåòîäà.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

l∑
i=1

αi + C

l∑
i=1

ξi → min

ïðè óñëîâèÿõ yi

 l∑
j=1

αi(x̄i · x̄j) + b

 > 1− ξi,

αi > 0, ξi > 0,

ãäå i = 1, . . . , l. Êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåò áàëàíñ ìåæäó äâóìÿ
÷àñòÿìè ôóíêöèîíàëà.

Ïðåèìóùåñòâî äàííîé ïîñòàíîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çäåñü
ðåøàåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âìåñòî çàäà÷è êâàä-
ðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1.5. Çàäà÷à ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè

1.5.1. Ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Ïóñòü çàäàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)), ãäå
x̄i ∈ Rn, yi ∈ R ïðè i = 1, . . . , l.
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Çàäà÷à ëèíåéíîé ðåãðåññèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ëèíåé-
íîé ôóíêöèè

f(x̄) = (w̄ · x̄) + b,

íàèëó÷øèì îáðàçîì èíòåðïîëèðóþùåé ýëåìåíòû âûáîðêè S. Ãåî-
ìåòðè÷åñêè äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü,
êîòîðàÿ ïðèáëèæàåò òî÷êè yi íà àðãóìåíòàõ x̄i ïðè i = 1, . . . , l.

Äàííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ãàóññîì è Ëåæàíäðîì åùå â XVIII
âåêå ïðè ïîìîùè ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé çíà-
÷åíèé ôóíêöèè f(x̄i) è òî÷åê yi ïðè i = 1, . . . , l. Òåîðèÿ îáîáùå-
íèÿ äëÿ äàííîãî ìåòîäà õîðîøî ïðåäñòàâëåíà â ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ìîäåëè ãåíåðàöèè äàííûõ ñ ãàóñ-
ñîâñêèì ñëó÷àéíûì øóìîì.

Â äàëüíåéøåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x̄ òàêæå áóäåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ìàòðèöà òèïà (n× 1), ò.å. êàê âåêòîð-ñòîëáåö

x̄ =



x1

x2

·
·
·
xn

 .

Ýòîò æå âåêòîð, çàïèñàííûé â âèäå ñòðîêè (x1, . . . , xn), ò.å. â âèäå
òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû òèïà (1×n), áóäåò çàïèñûâàòüñÿ êàê
x̄′. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö A è B îáîçíà÷àåòñÿ AB áåç òî÷êè
ìåæäó íèìè. Ìû ÷àñòî áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå âåêòîðîâ (x̄ · z̄) è ìàòðèöó x̄′z̄ :

x̄′z̄ = (x1, . . . , xn)



z1

z2

·
·
·
zn

 = (x1z1 + . . . xnzn)

òèïà (1×1) ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì, ðàâíûì ýòîìó ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ.
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Ñîãëàñíî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìèíèìèçèðóåì êâàä-

ðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü:

L(w̄, b) =
l∑

i=1

(yi − (w̄ · x̄i)− b)2. (1.72)

Îáîçíà÷èì w̃ � ðàñøèðåííûé âåêòîð-ñòîëáåö âåñîâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

w̃ =



w1

w2

·
·
·
wn
b


.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îáîçíà÷èì x̃ � ðàñøèðåííûé âåêòîð-ñòîëáåö
ïåðåìåííûõ

x̃ =



x1

x2

·
·
·
xn
1


.

Â íîâûõ ðàñøèðåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ ðåãðåññèè èìååò îä-
íîðîäíûé âèä áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà:

f(x̃) = (w̃ · x̃). (1.73)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó òèïà (l × (n+ 1)), ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàñøèðåííûå âåêòîðû-ñòðîêè x̃′i = (x̄′i, 1) ïåðåìåííûõ

X̃ =



x̃′1
x̃′2
·
·
·
x̃′l

 =



x11, . . . , x1n, 1
x21, . . . , x2n, 1

·
·
·

xl1, . . . , xln, 1

 .
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Ââîäèì òàêæå l-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö çíà÷åíèé èíòåðïîëÿöèè

ȳ =



y1

y2

·
·
·
yl

 .

Ðàçíîñòè |f(x̄i) − yi| (à òàêæå yi − f(x̄i) è f(x̄i) − yi) íàçûâàþò-
ñÿ îñòàòêàìè. Âåêòîð-ñòîëáåö îñòàòêîâ èìååò âèä ȳ − X̃ · w̃, à
ôóíêöèîíàë (1.72) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå êàê êâàä-
ðàò íîðìû âåêòîðà-ñòîëáöà îñòàòêîâ:

L(w̃) = |X̃w̃ − ȳ|2 = (ȳ − X̃w̃)′(ȳ − X̃w̃).

Çäåñü è äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ïîñðåäñòâîì A′ îáî-
çíà÷àåì òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó A.

Òåïåðü çàäà÷à ðåãðåññèè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà íîðìû âåêòîðà îñòàòêîâ:

L(w̃) = |X̃w̃ − ȳ|2 → min . (1.74)

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ òàê æå, êàê ïîèñê
ïðîåêöèè íàèìåíüøåé äëèíû âåêòîðà ȳ íà ïîäïðîñòðàíñòâî (ãè-
ïåðïëîñêîñòü), ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè � ñòîëáöàìè ìàòðèöû X̃.

Äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà ïðèðàâíèâàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ýòîãî ôóíêöèîíàëà (ïî ïåðåìåííûì w1, . . . , wn, b) ê íóëþ. Ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó èç n+ 1 óðàâíåíèé

∂L(w̃)
∂w̃

= −2X̃ ′ȳ + 2X̃ ′X̃w̃ = 0̄.

Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó ê âèäó

X̃ ′X̃w̃ = X̃ ′ȳ.

Åñëè ìàòðèöà X ′X̃ îáðàòèìà, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû:

w̃ = (X̃ ′X̃)−1X̃ ′ȳ.
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1.5.2. Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ

Äðóãîé ìåòîä, îáåñïå÷èâàþùèé ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü � ãðåá-

íåâàÿ ðåãðåññèÿ (ridge regression), áûë ðàññìîòðåí Õîýðëîì è Êåí-
íàðäîì.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òî èçáàâèòüñÿ îò ñâîáîäíîãî ÷ëå-
íà â óðàâíåíèè ðåãðåññèè, ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ðåãðåññèè
ñ âåñîâîé ïåðåìåííîé w̃ � ðàñøèðåííûé âåêòîð-ñòîëáåö âåñîâûõ
êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

w̃ =



w1

w2

·
·
·
wn
b


,

à òàêæå x̃ � ðàñøèðåííûé âåêòîð-ñòîëáåö ïåðåìåííûõ

x̃ =



x1

x2

·
·
·
xn
1


.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ ðåãðåññèè èìååò îäíîðîäíûé âèä
áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

f(x̃) = (w̃ · x̃).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ñëåäóþùåãî âèäà:

L(w̃) = λ(w̃ · w̃) +
l∑

i=1

(yi − (w̃ · x̃i))2 =

= λ|w̃|2 + |X̃w̃ − ȳ|2. (1.75)
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Ïàðàìåòð λ êîíòðîëèðóåò áàëàíñ ìåæäó êâàäðàòè÷íûìè ïîòåðÿ-
ìè è íîðìîé âåñîâîãî âåêòîðà. Íîðìà âåñîâîãî âåêòîðà îòðàæàåò
ñëîæíîñòü ðåãðåññèîííîé ãèïîòåçû. Îáñóæäåíèå ðîëè ïàðàìåòðà
λ ñì. íèæå.

Ðåøåíèå çàäà÷è ãðåáíåâîé ðåãðåññèè â ïðÿìîé ôîðìå

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå L(w̃) ïî wi, i = 1, . . . , n+ 1,

λw̃ −
l∑

i=1

((yi − (w̃ · x̃i))x̃i = 0̃.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

λw̃ − X̃ ′ỹ + X̃ ′X̃w̃ = 0̃.

Ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

w̃ = (λI + X̃ ′X̃)−1X̃ ′ỹ,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöû X̃ ′X̃, I è λI + X̃ ′X̃ èìåþò ðàçìåð (n+ 1)× (n+ 1).

Ìàòðèöà X̃ ′X̃ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ò.å.

z̃′(X̃ ′X̃)z̃ > 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z̃. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

z̃′(X̃ ′X̃)z̃ = (X̃z̃)′(X̃z̃) = |X̃z̃|2 > 0.

Ïðè äîáàâëåíèè ê ìàòðèöå X̃ ′X̃ ìàòðèöû λI, ïðè λ > 0, íîâàÿ
ìàòðèöà ñòàíîâèòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

z̃′(λI + X̃ ′X̃)z̃ = λ|z̃|2 + |X̃z̃|2 > 0

ïðè z̃ 6= 0̃. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-
ðèöà îáðàòèìà. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è ãðåáíåâîé ðåãðåññèè âñå-
ãäà ñóùåñòâóåò ïðè λ > 0.
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Ïðè λ = 0 ìàòðèöà X̃ ′X̃ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáðàòèìîé. Â ýòîì
ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è ðåãðåññèè íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ïî-
ýòîìó ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ ïðè λ > 0 ÷èñëåííî ñóùåñòâåííî ïðî-
ùå, ÷åì ïðîñòàÿ ðåãðåññèÿ. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòð λ èãðàåò ðîëü
øòðàôà çà áîëüøóþ íîðìó âåêòîðà âåñîâ w̃.

Åñëè λ ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ, ìàòðèöà λI+X̃ ′X̃ ìîæåò ñòàíî-
âèòüñÿ âñå áëèæå ê íåîáðàòèìîé. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì îáðàùå-
íèÿ ýòîé ìàòðèöû ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå íåñòàáèëüíûì. Áîëüøèå
çíà÷åíèÿ λ äåëàþò ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû áîëåå
ñòàáèëüíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ λ ìàòðèöà λI íà-
÷èíàåò ïðåîáëàäàòü íàä ìàòðèöåé X̃ ′X̃ è ïîýòîìó îñòàòêè ðå-
ãðåññèè ñòàíîâÿòñÿ áîëüøèìè è íàéäåííîå óðàâíåíèå ðåãðåññèè
òåðÿåò ñâîè ïðåäñêàçàòåëüíûå âîçìîæíîñòè. Ïîýòîìó çíà÷åíèå λ
äîëæíî èìåòü òîò æå ïîðÿäîê, êàê è ýëåìåíòû ìàòðèöû X̃ ′X̃.

Çàäà÷à ãðåáíåâîé ðåãðåññèè â äâîéñòâåííîé ôîðìå è åå îáîá-
ùåíèå íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 1.6.3.

1.6. Ðåãðåññèÿ ñ îïîðíûìè âåêòîðàìè

1.6.1. Îøèáêà îáîáùåíèÿ ïðè ðåãðåññèè

Çàäà÷à ðåãðåññèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè f(x̄), êî-
òîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò îòîáðàæåíèå èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
X ⊆ Rn â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Äàííàÿ ôóíêöèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ
îáîáùåíèÿ äàåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè àïïðîêñèìàöèè íà òåñòîâîé
âûáîðêå.

Ïóñòü S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)) � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, x̄i ∈ X
è yi ∈ R.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçíîñòè |f(x̄i) − yi| íàçûâàþòñÿ îñòàòêàìè.
Ôóíêöèÿ ïîòåðü ñâîäèò ýòè îñòàòêè â îäíó âåëè÷èíó, íà îñíîâå
êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè. Ïðèìåð ôóíêöèè

ïîòåðü � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü
l∑

i=1
(f(x̄i)− yi)2.

Çàäà÷à îöåíêè îøèáêè îáîáùåíèÿ äëÿ ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè f(x̄) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îöåíêè îøèáêè îáîáùåíèÿ íåêî-
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òîðîé èñêóññòâåííîé çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 1.3.

Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî θ > 0 � òî÷íîñòü ðåãðåññèè. Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(x̄, y) = θ − |f(x̄)− y| îïðåäåëÿåò ñïîñîá ðåøåíèÿ íåêîòîðîé
çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ïàð (x̄, y) : óñëîâèå g(x̄, y) > 0 îçíà÷àåò,
÷òî ïàðà (x̄, y) êëàññèôèöèðóåòñÿ ôóíêöèåé g êàê ïîëîæèòåëü-
íûé ïðèìåð; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê îò-
ðèöàòåëüíûé ïðèìåð. 8

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ, íå çà-
âèñÿùåé îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ââîäèì ÷èñëî γ � íèæ-
íþþ ãðàíèöó îøèáêè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è êëàññèôèêàöèè,
0 < γ < θ. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèå g(x̄, y) > γ ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ |f(x̄)− y| 6 θ − γ.

Òåïåðü òåîðåìà 1.9 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà äëÿ ñëó-
÷àÿ ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà 1.17 èìååò
ìåñòî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðè îáó÷åíèè òðåáóåòñÿ òî÷íîå ïîïàäà-
íèå äàííûõ âûáîðêè â ñëîé ðàçìåðà θ− γ âîêðóã ãèïåðïëîñêîñòè
(ñì. [7], òåîðåìà 4.26).

Òåîðåìà 1.17. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ ëèíåé-

íûõ ôóíêöèé f(x̄) = (w̄ · x̄) + b ∈ L, ãäå x̄ ∈ Rn, |w̄| = 1.
Ïóñòü 0 < γ < θ ∈ R è P � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,

ñêîíöåíòðèðîâàííîå â øàðå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-

äèíàò ãåíåðèðóþùåå âûáîðêó S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)).
Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−δ ïðîèçâîëüíàÿ ãèïîòåçà f ∈ L, äëÿ

êîòîðîé |f(x̄i)−yi| 6 θ−γ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l, èìååò âåðõíþþ

îöåíêó âåðîÿòíîñòè îøèáêè:

errP (f) = P{|f(x̄)− y| > θ} 6

6
4
l

(
64R2

γ2
ln
elγ

8R2
ln

32l
γ2

+ ln
4
δ

)
ïðè l > 64R2

γ2 .

8Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü, ïðè êîòîðîé ãåíåðèðóþòñÿ òîëüêî ïîëîæè-
òåëüíûå ïðèìåðû.
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Äðóãàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè îøèáêè äàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïåðå-
ìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà:

ξi = max{0, |yi − f(x̄i)| − (θ − γ)},

ãäå θ � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ, γ � ïîòåðè íà ãðàíèöå.
Ïóñòü ξ̄ = (ξ1, . . . , ξl) � âåêòîð ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà

äëÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)).
Ðîëü âåêòîðà ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà íàäî ïîíèìàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.
Åñëè â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ ξi > 0, òî

ξi = |yi − f(x̄i)| − (θ − γ),

ò.å. ýòà âåëè÷èíà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ

i-é îñòàòîê âûøåë èç ñëîÿ ðàçìåðà ε = θ−γ, ïðîõîäÿùåãî âîêðóã
çíà÷åíèé ôóíêöèè ðåãðåññèè. Âåëè÷èíà ξi òåì áîëüøå, ÷åì áîëü-

øå îøèáêà ðåãðåññèè íà ïðèìåðå (x̄i, yi).
Åñëè |yi−f(x̄i)| 6 ε, òî ξi = 0, è ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáêè ðå-

ãðåññèè íà ïðèìåðå íåò; çíà÷åíèå èñõîäíîãî äàííîãî yi ëåæèò â

ñëîå ðàçìåðà ε, ðàñïîëîæåííîì âîêðóã çíà÷åíèé ôóíêöèè ðåãðåñ-

ñèè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Íîðìà |ξ̄| =

√
l∑

i=1
ξ2
i âåêòîðà ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà îò-

ðàæàåò âåëè÷èíó âñåõ îñòàòêîâ ðåãðåññèè è ïîýòîìó äîëæíà ìè-
íèìèçèðîâàòüñÿ ïðè îáó÷åíèè.

Çàìåòèì, ÷òî èç ξi > γ ñëåäóåò, ÷òî îøèáêà íà (x̄i, yi) áîëüøå
÷åì θ.

Â ìîíîãðàôèè [7] ïðèâåäåíà òåîðåìà (òåîðåìà 4.28), êîòîðàÿ
â îòëè÷èå îò òåîðåìû 1.17 íå òðåáóåò òî÷íîãî ïîïàäàíèÿ äàííûõ
âûáîðêè â ñëîé ðàçìåðà ε = θ−γ âîêðóã ãèïåðïëîñêîñòè, à èñïîëü-
çóåò âåêòîð ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà ξ̄ = (ξ1, . . . , ξl). Çäåñü
âîçìîæíî ïðîèçâîëüíîå îòêëîíåíèå äàííûõ ïðè îáó÷åíèè îò ãè-
ïåðïëîñêîñòè ðåãðåññèè. Ïðè ýòîì áîëüøèå îòêëîíåíèÿ óõóäøàþò
îöåíêó âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðåãðåññèè.

Âåðõíÿÿ îöåíêà ýòîé òåîðåìû ñëóæèò îñíîâîé äëÿ âûáîðà êðè-
òåðèÿ îïòèìèçàöèè ïðè âûáîðå ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè.
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Òåîðåìà 1.18. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ ëèíåé-

íûõ ôóíêöèé f(x̄) = (w̄ · x̄) + b ∈ L.
Ïóñòü 0 < γ 6 θ ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà

c, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P , ñêîí-
öåíòðèðîâàííîãî â øàðå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-

íàò, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: ñ P l-âåðîÿòíîñòüþ 1− δ íà âûáîðêå
S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)) ïðîèçâîëüíàÿ ãèïîòåçà f ∈ L ñ âåêòî-

ðîì ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà ξ̄ = (ξ1, . . . , ξl) èìååò îöåíêó

âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ:

errP (f) = P{|f(x̄)− y| > θ} 6

6
c

l

(
|w̄|2R2 + |ξ̄|2

γ2
ln2 l + ln

1
δ

)
, (1.76)

ãäå ξi = max{0, |yi − f(x̄i)| − ε}, i = 1, . . . , l, ãäå ε = θ − γ.

Ìîæíî ïîëîæèòü γ = θ. Òîãäà ξi = |yi − f(x̄i)|, i = 1, . . . , l. Â
ýòîì ñëó÷àå

|ξ̄|2 =
l∑

i=1

(yi − f(x̄i))2.

Óïðîùåííûé âàðèàíò òåîðåìû 1.18 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Ñëåäñòâèå 1.7. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ ëèíåé-

íûõ ôóíêöèé f(x̄) = (w̄ · x̄) + b ∈ L, ãäå x̄ ∈ X ⊆ Rn.
Ïóñòü θ > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P , ñêîíöåíòðèðîâàí-
íîãî â øàðå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, âûïîëíå-

íî ñëåäóþùåå: ñ P l-âåðîÿòíîñòüþ 1 − δ íà ñëó÷àéíîé âûáîðêå

S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)) ïðîèçâîëüíàÿ ãèïîòåçà f ∈ L èìååò

îöåíêó âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ:

errP (f) = P{|f(x̄)− y| > θ} 6

6
c

l


|w̄|2R2 +

l∑
i=1

(yi − f(x̄i))2

θ2
ln2 l + ln

1
δ

 . (1.77)
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Îöåíêà (1.77) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ãðåáíåâîé ðåãðåñ-
ñèè, ãäå ε = 0.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ýòè îöåíêè îøèáêè îáîáùåíèÿ èìåþò ìåñòî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåèçâåñòíîãî íàì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
P , ãåíåðèðóþùåãî ýëåìåíòû âûáîðêè.

1.6.2. Ðåøåíèå çàäà÷è ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ SVM

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å ðåãðåñ-
ñèè. Ïðè ýòîì òàê æå, êàê è â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè, íåëèíåé-
íûì ðàçäåëÿþùèì ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûå ðàçäåëÿþ-
ùèå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, ò.å. ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà
ÿäåð.

Ëèíåéíàÿ ε-íå÷óâñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü � ýòî ôóíêöèÿ
âèäà

Lε(x̄, y, f) = |y − f(x̄)|ε = max{0, |y − f(x̄)| − ε}, (1.78)

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òèïà Rn → R.
Ïóñòü ξ̄ = (ξ1, . . . , ξl) � âåêòîð ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà,

ãäå ξi = Lε(x̄i, yi, f), i = 1, . . . , l, ãäå ε = θ − γ.
Àíàëîãè÷íî, ε-íå÷óâñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî-

òåðü îïðåäåëÿåòñÿ

Lε2(x̄, y, f) = (|y − f(x̄)|ε)2. (1.79)

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïî-

òåðü

Îöåíêà (1.76) òåîðåìû 1.18 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ âåðõ-
íåé îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ ìåòîäà ðåãðåññèè íàì
íàäî ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

R2|w̄|2 +
l∑

i=1

Lε2(x̄i, yi, f),

ãäå f(x̄) = (w̄ · x̄) + b.
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Ìû áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ ïîòåðü ñðàçó ïðè âñåõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà γ è ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà θ = ε+ γ ïðè ôèêñèðîâàííîì ε > 0. Äëÿ ýòîãî â
îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ââîäÿòñÿ ïåðåìåííûå ξi è ξ̂i, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ êîíòðîëèðóåòñÿ îòêëîíåíèå îñòàòêîâ ðåãðåññèè â áîëü-
øóþ èëè ìåíüøóþ ñòîðîíó îò çàäàííîé ãðàíèöû ε.

Ïàðàìåòð C ââîäèòñÿ äëÿ ó÷åòà áàëàíñà ìåæäó ñëîæíîñòüþ
ðåãðåññèîííîé ãèïîòåçû è ñóììîé âåëè÷èí êâàäðàòè÷íûõ îñòàò-
êîâ äëÿ ýòîé ãèïîòåçû.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
ïîòåðü (1.79) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C è ε
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|w̄|2 + C
l∑

i=1

(ξ2
i + ξ̂2

i )→ min

ïðè óñëîâèÿõ ((w̄ · x̄i) + b)− yi 6 ε+ ξi, i = 1, . . . , l,
yi − ((w̄ · x̄i) + b) 6 ε+ ξ̂i, i = 1, . . . , l,

ξi, ξ̂i > 0, i = 1, . . . , l. (1.80)

Íà ïðàêòèêå ïàðàìåòð C ïîäáèðàåòñÿ ïóòåì ïðîöåäóðû òèïà
ïåðåáîðà äëÿ äàííîé îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Ëàãðàíæèàí ïðÿìîé çàäà÷è èìååò âèä

L(w̄, b, ξ̄, ξ̂, ᾱ, α̂) = |w̄|2 + C
l∑

i=1

(ξ2
i + ξ̂2

i ) +

+
l∑

i=1

αi((w̄ · x̄i) + b− yi − ε− ξi) +

+
l∑

i=1

α̂i(yi − (w̄ · x̄i)− b− ε− ξ̂i). (1.81)

Çàìåòèì, ÷òî òàê æå, êàê â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè, óñëîâèÿ ξi > 0,
ξ̂i > 0 ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê âñÿêîå ðåøåíèå, ãäå ξi < 0 èëè
ξ̂i < 0, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ðåøåíèå ξi = 0 èëè ξ̂i = 0.
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Äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà ïðèðàâíèâàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ê
íóëþ

∂L(w̄, b, ξ̄, ξ̂, ᾱ, α̂)
∂w̄

= 0̄,

∂L(w̄, b, ξ̄, ξ̂, ᾱ, α̂)
∂b

= 0,

∂L(w̄, b, ξ̄, ξ̂, ᾱ, α̂)
∂ξ̄

= 0̄,

∂L(w̄, b, ξ̄, ξ̂, ᾱ, α̂)

∂ξ̂
= 0̄.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âåñîâîãî âåêòîðà

w̄ =
1
2

l∑
i=1

(α̂i − αi)x̄i. (1.82)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.80)
âûïîëíåíî ξiξ̂i = 0 äëÿ âñåõ i.

Ïîýòîìó äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è áóäåò αiα̂i = 0.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

l∑
i=1

yi(α̂i − αi)− ε
l∑

i=1

(α̂i + αi)−

−1
2

l∑
i,j=1

(α̂i − αi)(α̂j − αj)((x̄i · x̄j) +
1
C
δij)→ max

ïðè óñëîâèÿõ
l∑

i=1

(α̂i − αi) = 0,

α̂i > 0, αi > 0, i = 1, . . . , l, (1.83)

ãäå δij = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i = j.
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Óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà ñëåäóþùèå:

αi((w̄ · x̄i) + b− yi − ε− ξi) = 0, i = 1, . . . , l,
α̂i(yi − (w̄ · x̄i)− b− ε− ξ̂i) = 0, i = 1, . . . , l,

ξiξ̂i = 0, αiα̂i = 0, i = 1, . . . , l. (1.84)

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå βi = α̂i− ᾱi, i = 1, . . . , l, è èñïîëüçîâàòü
ñîîòíîøåíèÿ αiα̂i = 0, òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (1.87) ôîðìóëèðó-
åòñÿ àíàëîãè÷íî äâîéñòâåííîé çàäà÷å äëÿ ñëó÷àÿ êëàññèôèêàöèè:

l∑
i=1

yiβi − ε
l∑

i=1

|βi| −

−1
2

l∑
i,j=1

βiβj((x̄i · x̄j) +
1
C
δij)→ max

ïðè óñëîâèÿõ
l∑

i=1

βi = 0, i = 1, . . . , l. (1.85)

Çàäà÷à. Âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.85).
Èç óñëîâèé Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (1.84) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ

âåêòîðîâ âûáîðêè x̄i, ïîïàâøèõ â ñëîé ðàçìåðà ε âîêðóã ãèïåð-
ïëîñêîñòè ðåãðåññèè, âûïîëíåíî αi = α̂i = 0. Ïîýòîìó â ñóììå
(1.87) ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå îòñóòñòâóþò (¾îïîðíûõ âåêòî-
ðîâ¿ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå), è ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìó-
ìà â äâîéñòâåííîé çàäà÷å óïðîùàåòñÿ. Êðîìå ýòîãî, óìåíüøàåòñÿ
íîðìà âåêòîðà ïåðåìåííûõ ìÿãêîãî îòñòóïà â âåðõíåé îöåíêå âå-
ðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ (1.76) èç òåîðåìû 1.18. Çàìåòèì, ÷òî
îïîðíûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû x̄i, äëÿ êîòîðûõ (w̄ · x̄i) + b 6 yi − ε
èëè (w̄ · x̄i) + b > yi + ε.

Íàñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ αi, α̂i, çàâèñèò îò
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âåêòîðîâ âûáîðêè. Îáû÷íî òàêîå óìåíü-
øåíèå ïðîèñõîäèò ïðè óâåëè÷åíèè ε äî îïðåäåëåííîãî ïðåäåëà,
ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ òî÷íîñòü ðåãðåññèè íà òåñòîâîé âûáîðêå.
Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ε ýòà òî÷íîñòü ïàäàåò.

97



ßäåðíàÿ âåðñèÿ çàäà÷è ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ SVM

Ïîñêîëüêó âåêòîðû âûáîðêè âõîäÿò â îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó
òîëüêî ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îòîá-
ðàæåíèå â ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ è ïåðåéòè ê ÿäåðíîé âåðñèè.

ßäåðíàÿ âåðñèÿ ðåçóëüòàòà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì βi ïîñðåäñòâîì αi, ò.å. αi
èìååò òåïåðü äðóãîé ñìûñë, ÷åì ðàíåå.

Òåîðåìà 1.19. Çàäàíà âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)), ãäå
x̄i ∈ X è yi ∈ R. Èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ, çàäàâà-

åìîå ÿäðîì K(x̄, z̄).
Ïóñòü ᾱ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèîí-

íîé çàäà÷è:

W (ᾱ) =
l∑

i=1

yiαi − ε
l∑

i=1

|αi| −

−1
2

l∑
i,j=1

αiαj(K(x̄i, x̄j) +
1
C
δij)→ max

ïðè óñëîâèÿõ

l∑
i=1

αi = 0, i = 1, . . . , l. (1.86)

Ïóñòü òàêæå f(x̄) =
l∑

i=1
αiK(x̄i, x̄) + b∗, ãäå b∗ âûáèðàåòñÿ òàê,

÷òîáû f(x̄i)− yi = −ε− αi/C äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ñ αi > 0.
Òîãäà ôóíêöèÿ f(x̄) ýêâèâàëåíòíà ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîñòðàí-

ñòâå ïðèçíàêîâ, îïðåäåëÿåìîì ÿäðîì K(x̄i, x̄), êîòîðàÿ ðåøàåò

çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (1.80).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå b∗ íå çàâèñèò îò i.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â ñëó÷àå ëèíåéíîé ôóíêöèè

ïîòåðü

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåãðåññèè ïðè ëè-
íåéíîé ôóíêöèè ïîòåðü (1.78).
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Îöåíêà, àíàëîãè÷íàÿ îöåíêå (1.76) òåîðåìû 1.18 (â äàííîì
ïîñîáèè ýòà îöåíêà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà íå ïðèâîäÿòñÿ,
ñì. òåîðåìó 4.30 èç [7]), ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ âåðõ-
íåé îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè îáîáùåíèÿ ìåòîäà ðåãðåññèè íàì
íàäî ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

1
2
|w̄|2 + C

l∑
i=1

Lε(x̄i, yi, f),

ãäå f(x̄) = (w̄ · x̄)+b, C � ïàðàìåòð, êîíòðîëèðóþùèé áàëàíñ ìåæ-
äó ñëîæíîñòüþ ðåãðåññèîííîé ãèïîòåçû è ñóììîé âåëè÷èí ëèíåé-
íûõ îñòàòêîâ äëÿ ýòîé ãèïîòåçû.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â ñëó÷àå ëèíåéíîé ôóíêöèè ïî-
òåðü (1.78) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C è ε ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1
2
|w̄|2 + C

l∑
i=1

(ξi + ξ̂i)→ min

ïðè óñëîâèÿõ ((w̄ · x̄i) + b)− yi 6 ε+ ξi, i = 1, . . . , l,
yi − ((w̄ · x̄i) + b) 6 ε+ ξ̂i, i = 1, . . . , l,

ξi, ξ̂i > 0, i = 1, . . . , l.

Íà ïðàêòèêå ïàðàìåòð C ïîäáèðàåòñÿ ïóòåì ïðîöåäóðû òèïà
ïåðåáîðà äëÿ äàííîé îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Ëàãðàíæèàí ïðÿìîé çàäà÷è èìååò âèä

L(w̄, b, ξ̄, ξ̂, ᾱ, α̂) = |w̄|2 + C
l∑

i=1

(ξi + ξ̂i) +

+
l∑

i=1

αi((w̄ · x̄i) + b− yi − ε− ξi) +

+
l∑

i=1

α̂i(yi − (w̄ · x̄i)− b− ε− ξ̂i).

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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l∑
i=1

yi(α̂i − αi)− ε
l∑

i=1

(α̂i + αi)−

−1
2

l∑
i,j=1

(α̂i − αi)(α̂j − αj)(x̄i · x̄j)→ max

ïðè óñëîâèÿõ
l∑

i=1

(α̂i − αi) = 0,

α̂i > 0, αi > 0,
0 6 αi, α̂i 6 C, i = 1, . . . , l,

à åå ðåøåíèå òàêîå, êàê óêàçàíà äàëåå.
Óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà èìåþò âèä:

αi((w̄ · x̄i) + b− yi − ε− ξi) = 0, i = 1, . . . , l,
α̂i(yi − (w̄ · x̄i)− b− ε− ξ̂i) = 0, i = 1, . . . , l,

(αi − C)ξi = 0, (α̂i − C)ξ̂i = 0,
ξiξ̂i = 0, αiα̂i = 0, i = 1, . . . , l.

Îïîðíûå âåêòîðû � ýòî x̄i, äëÿ êîòîðûõ αi > 0 èëè α̂i > 0. Åñëè yi
íàõîäèòñÿ âíå ñëîÿ ðàçìåðà ε âîêðóã îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè
(ãèïåðïîâåðõíîñòè), òî αi = C èëè α̂i = C (äëÿ ëèíåéíîé íîðìû).

0 < αi < C ìîæåò áûòü òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè yi
íà ãðàíèöå ñëîÿ.

Âåêòîðû x̄i, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ yi ðàñïîëîæåíû âíóòðè ñëîÿ,
çàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè; äëÿ íèõ αi = 0 è α̂i = 0, òàê êàê
â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(w̄ · x̄i) + b+ ε < yi, ξi > 0,
è

(w̄ · x̄i) + b− ε < yi, ξ̂i > 0.

Âåñîâîé âåêòîð � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îïîðíûõ âåêòîðîâ

w̄ =
1
2

l∑
i=1

(α̂i − αi)x̄i.
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Âûïîëíåíî αiα̂i = 0.
Ôóíêöèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè èìååò âèä:

f(x̄) =
l∑

i=1

αi(x̄i · x̄) + b∗.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ ÿäðîì äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä:

l∑
i=1

yi(α̂i − αi)− ε
l∑

i=1

(α̂i + αi)−

−1
2

l∑
i,j=1

(α̂i − αi)(α̂j − αj)K(x̄i, x̄j)→ max

ïðè óñëîâèÿõ
l∑

i=1

(α̂i − αi) = 0,

α̂i > 0, αi > 0,
0 6 αi, α̂i 6 C, i = 1, . . . , l.

Ôóíêöèÿ ðåãðåññèè äëÿ ÿäåðíîé âåðñèè èìååò âèä:

f(x̄) =
l∑

i=1

αiK(x̄i, x̄) + b∗.

1.6.3. Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ â äâîéñòâåííîé ôîðìå

Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ðåãðåññèè ñ îïîðíûìè âåêòîðàìè ïðè ε-íå÷óâñòâèòåëüíîé
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü (1.79), ãäå ε = 0.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
ðåãðåññèè ñ îïîðíûìè âåêòîðàìè â ñëó÷àå ε = 0, íåçàâèñèìî îò
ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 1.5.2.

Îöåíêà îøèáêè îáîáùåíèÿ äëÿ ãðåáíåâîé ðåãðåññèè äàåòñÿ
íåðàâåíñòâîì (1.77), ïðèâåäåííîì â ñëåäñòâèè 1.7.

Ââîäèì ïåðåìåííûå ìÿãêîãî îòñòóïà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
ðàçäåëå 1.5.1; ïðè ýòîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå îáîçíà÷åíèÿ
ðàñøèðåííûõ ïåðåìåííûõ.
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Òîãäà ôóíêöèÿ ðåãðåññèè c ðàñøèðåííîé ïåðåìåííîé x̃ áóäåò
èìåòü îäíîðîäíûé âèä

f(x̃) = (w̃ · x̃).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè

λ|w̃|2 +
l∑

i=1

ξ2
i → min

ïðè óñëîâèè yi − (w̃ · x̃i) = ξi, i = 1, . . . , l.

Â ýòîì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L(w̃, ξ̄, ᾱ) = λ|w̃|2 +
l∑

i=1

ξ2
i +

l∑
i=1

αi(yi − (w̃ · x̃i)− ξi). (1.87)

Ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëàãðàíæèàíà (1.87)
ïî wj è ξj :

∂L(w̃, ξ̄, ᾱ)
∂w̃

= 2λw̃ −
l∑

i=1

αix̃i = 0,

2ξi − αi = 0

ïðè i = 1, . . . , l. Îòñþäà âûðàæàåì âåñîâîé âåêòîð ôóíêöèè ðå-
ãðåññèè è ïåðåìåííûå ìÿãêîãî îòñòóïà ÷åðåç ïåðåìåííûå äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è:

w̃ =
1

2λ

l∑
i=1

αix̃i,

ξi =
αi
2
.

Ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì

λ(w̃ · w̃) =
1

4λ

l∑
i,j=1

αiαj(x̃i · x̃j),

l∑
i=1

αi(w̃ · x̃i) =
1

2λ

l∑
i,j=1

αiαj(x̃i · x̃j).
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Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â (1.87), ïîëó÷èì çàäà÷ó â äâîéñòâåí-
íîé ôîðìå

W (ᾱ) =
l∑

i=1

yiαi −
1

4λ

l∑
i,j=1

αiαj(x̃i · x̃j)−

−1
4

l∑
i=1

α2
i → max . (1.88)

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå

W (ᾱ) = ȳ′ᾱ− 1
4λ
ᾱ′Kᾱ− 1

4
ᾱ′ᾱ→ max,

ãäå K � ìàòðèöà Ãðàìà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíûå
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ Ki,j = (x̃i · x̃j).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà Ãðàìà K îáðàòèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x̃1, . . . , x̃l ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûåW (ᾱ) â âûðàæåíèè
(1.88) ïî αi, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, çàïèñàííóþ â âåêòîðíîì
âèäå

− 1
2λ
Kᾱ− 1

2
ᾱ+ ȳ = 0̄.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âåêòîðíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ᾱ = 2λ(K + λI)−1ȳ. (1.89)

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ðåãðåññèè â äâîéñòâåííîé ôîðìå.
Ïðåäñòàâèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàñøèðåííîãî âåñîâîãî

âåêòîðà è âåêòîðà ðàñøèðåííûõ ïåðåìåííûõ

(w̃ · x̃) =
1

2λ

l∑
i=1

αi(x̃i · x̃) =
1

2λ
(ᾱ′ · k̄),

ãäå ᾱ = (α1, . . . , αl), k̄ = (k1, . . . , kl) ïðè ki = (x̃i · x̃).
Ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, ïîýòîìó K ′ = K. Ïî

ñâîéñòâó òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (AB)′ = B′A′ è
(1.89) èìååì

ᾱ′ = 2λȳ′(K + λI)−1.

103



Îòñþäà ôóíêöèÿ ðåãðåññèè èìååò âèä

f(x̃) = (w̃ · x̃) = ȳ′(K + λI)−1k̄. (1.90)

Îòìåòèì îäèí íåäîñòàòîê äàííîé ïîñòàíîâêè. Ïîñêîëüêó â
äàííîé ïîñòàíîâêå ε = θ − γ = 0, ÷èñëî ïàðàìåòðîâ αi ðàâíî
ðàçìåðó âûáîðêè l, ïîýòîìó ðàçìåð îáðàùàåìîé ìàòðèöû K + λI
ðàâåí l × l, è ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáó÷åíèÿ ñëèøêîì
áîëüøóþ âûáîðêó.

Â ñëó÷àå áîëüøèõ âûáîðîê ìîæíî ðàçäåëÿòü äàííûå íà ãðóï-
ïû è ñòðîèòü ãèïåðïëîñêîñòü ðåãðåññèè äëÿ êàæäîé ãðóïïû îò-
äåëüíî. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñòûêîâêè íà ãðàíèöàõ
ãðóïï.

Íåëèíåéíàÿ ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ ñ ïîìîùüþ ÿäåð

Äâîéñòâåííàÿ ôîðìà ðåãðåññèè ñëóæèò îñíîâîé äëÿ îáîáùåíèÿ
ëèíåéíîé ðåãðåññèè äî íåëèíåéíîé åå ôîðìû â ïðîñòðàíñòâå ïðè-
çíàêîâ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ÿäðî K(x̃, ỹ).

Ìàòðèöà Ãðàìà K èìååò ýëåìåíòû Ki,j = K(x̃i, x̃j), òàêæå
èñïîëüçóþòñÿ âåêòîðû ki = K(x̃i, x̃) ïðè i = 1, . . . , l.

Ðàññìîòðèì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè â ïðî-
ñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ áîëåå ïîäðîáíî.

Çàìåòèì, ÷òî â äâîéñòâåííîé çàïèñè ôóíêöèÿ ðåãðåññèè çà-
âèñèò òîëüêî îò ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (x̃ · x̃i) è ìàòðèöû K,
ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò âèä (x̃i · x̃j).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x̃→ φ̄(x̃) â ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè RN . Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â RN
ïîðîæäàåò ÿäðî K(x̃i, x̃j) = (φ̄(x̃i) · φ̄(x̃j)).

Ìàòðèöà Ãðàìà K èìååò âèä

K =



K(x̃1, x̃1), . . . , K(x̃1, x̃l)
K(x̃2, x̃1), . . . , K(x̃2, x̃l)

·
·
·

K(x̃l, x̃1), . . . , K(x̃l, x̃l)

 .
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Âåêòîð z̄ áóäåò èìåòü âèä

z̄ =



K(x̃1, x̃)
K(x̃2, x̃)
·
·
·

K(x̃l, x̃)

 .

Ïðîîáðàçîì ãèïåðïëîñêîñòè (1.90), ïîñòðîåííîé â ïðîñòðàíñòâå
ïðèçíàêîâ RN , ïî îáðàçàì âåêòîðîâ φ̄(x̃1), . . . , φ̄(x̃l) ïðè îòîáðà-
æåíèè φ̄ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü

f(x̃) = ȳ′(λI +K)−1z̄, (1.91)

ãäå z̄ = (z1, . . . , zl), zi = K(x̃, x̃i) ïðè i = 1, . . . , l.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè (1.91) ñîâñåì íå îáÿ-

çàòåëüíî çíàòü êîíêðåòíûé âèä îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî ïðè-
çíàêîâ, äîñòàòî÷íî çíàòü ÿäðî K(x̃, z̃).

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïîä-
áîð ÿäðà, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîäõîäÿùåãî äëÿ ðàçäåëåíèÿ èñ-
õîäíûõ äàííûõ. Äðóãàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â óäà÷íîì ïîäáî-
ðå íîðìàëèçóþùåãî ïàðàìåòðà λ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíû
ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû.

Âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã èçëîæåííîãî âûøå ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ
ðåãðåññèè ñ ïðîèçâîëüíûì ÿäðîì íàçûâàåòñÿ êðèãèíãîì (Krieg-

ing). Ïðè âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêå âåêòîðû x̃1, . . . , x̃l ÿâëÿþò-
ñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè ýòîì çàäàí âèä êîâàðèàöèîííîé
ôóíêöèèR(x̃i, x̃j) = E(x̃i·x̃j). Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âèä âå-
ðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãåíåðèðóþùåãî âåêòîðû x̃1, . . . , x̃l,
èçâåñòåí ñ òî÷íîñòüþ äî íåáîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ.

1.7. Íåëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèÿ

Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ ñâÿçàíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Äâîéñòâåííàÿ
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çàäà÷à îïòèìèçàöèè íå òîëüêî óïðîùàåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â çà-
äà÷å îïòèìèçàöèè, íî è äàåò ïðåäñòàâëåíèå âåñîâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè (ïîâåðõíîñòè) ÷åðåç îïîðíûå
âåêòîðû. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä ñæàòèÿ èíôîðìàöèè, ñîäåð-
æàùåéñÿ â îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêè ïðÿìîé è äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ïðèâåäåíû îñíîâíûå èõ ñâîéñòâà.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Çàäàíû âåùåñòâåííûå ôóíêöèè f(w̄), gi(w̄), hi(w̄), i = 1, . . . , m,
îïðåäåëåííûå íà Rn, w̄ ∈ Rn. Íåîáõîäèìî íàéòè

inf
w̄
f(w̄) ïðè óñëîâèÿõ

gi(w̄) 6 0, i = 1, . . . , m, (1.92)

hi(w̄) = 0, i = 1, . . . , m. (1.93)

Ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå ḡ(w̄) 6 0̄
è h̄(w̄) = 0̄. Ïóñòü

R = {w̄ ∈ Rn : ḡ(w̄) 6 0̄, h̄(w̄) = 0}

� îáëàñòü äîïóñòèìîñòè ðåøåíèé.
Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè � ýòî òàêîé âåêòîð w̄∗, ÷òî

w̄∗ ∈ R è íå ñóùåñòâóåò w̄ ∈ Rn òàêîãî, ÷òî f(w̄) < f(w̄∗). Èíûìè
ñëîâàìè, íà âåêòîðå w̄∗ äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíê-
öèè f . Åñëè äàííîå ñâîéñòâî âåðíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè w̄∗,
òî ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ôóíêöèÿ f íàçû-
âàåòñÿ öåëåâîé ôóíêöèåé.

Åñëè f(w̄) � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò w̄, à ḡ è h̄
� ëèíåéíûå ôóíêöèè, òî òàêàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íàçûâàåòñÿ
çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ âñåõ w̄, ū ∈ Rn è
0 6 λ 6 1 âûïîëíåíî

f(λw̄ + (1− λ)ū) 6 λf(w̄) + (1− λ)f(ū).

106



Òåîðèÿ Ëàãðàíæà � ýòî ñëó÷àé, êîãäà èìåþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ
h̄(w̄) = 0̄. Ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L(w̄, β̄) = f(w̄) + β̄h̄(w̄).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà

∂L(w̄, β̄)
∂w̄

= 0̄,

∂L(w̄, β̄)
∂β̄

= 0̄.

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, åñëè ôóíêöèÿ L âûïóêëàÿ.
Çàäà÷à. 1) Íàéòè ìàêñèìóì îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà ïðè çà-

äàííîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.

2) Íàéòè ìàêñèìóì ýíòðîïèè H(p1, . . . , pn) = −
n∑
i=1

pi ln pi ïðè

óñëîâèÿõ
∑
pi = 1,

∑
cipi = e.

Ïðè îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1.93) ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L(w̄, ᾱ, β̄) = f(w̄) +
m∑
i=1

αigi(w̄) +
m∑
i=1

βihi(w̄) =

= f(w̄) + ᾱḡ(w̄) + β̄h̄(w̄).

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ÷àñòî ïðîùå, ÷åì ïðÿìàÿ, òàê
êàê ó íåå áîëåå ïðîñòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïóñòü

Θ(ᾱ, β̄) = inf
w̄
L(ᾱ, β̄, w̄).

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàé-
òè

max
(ᾱ,β̄)

Θ(ᾱ, β̄) ïðè óñëîâèÿõ

αi > 0, i = 1, . . . , m. (1.94)

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ñëàáàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè.
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Òåîðåìà 1.20. Ïóñòü âåêòîð w̄ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.92)
è (1.93) ïðÿìîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (â ÷àñòíîñòè, îí ìîæåò

áûòü ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è), à (ᾱ, β̄) � ðåøåíèå äâîéñòâåííîé
çàäà÷è (1.94). Òîãäà f(w̄) > Θ(ᾱ, β̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

Θ(ᾱ, β̄) = inf
ū
L(ū, ᾱ, β̄) 6 L(w̄, ᾱ, β̄) =

= f(w̄) + ᾱḡ(w̄) + β̄h̄(w̄) 6 f(w̄). (1.95)

Çäåñü ᾱḡ(w̄) 6 0, òàê êàê ᾱ > 0̄ è ḡ(w̄) 6 0̄, h̄(w̄) = 0̄. 4
Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.8. Çíà÷åíèå ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è íå ïðå-

âîñõîäèò çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è:

sup{Θ(ᾱ, β̄) : ᾱ > 0̄} 6 inf{f(w̄) : ḡ(w̄) 6 0̄, h̄(w̄) = 0̄}.

Åùå îäíî ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷
ñîâïàäàëè.

Ñëåäñòâèå 1.9. Åñëè f(w̄∗) = Θ(ᾱ∗, β̄∗), ãäå ᾱ∗ > 0̄, ḡ(w̄∗) 6 0̄,
h̄(w̄∗) = 0̄, òî w̄∗ è (ᾱ∗, β∗) � ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé

çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ᾱ∗ḡ(w̄∗) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ â íåðàâåíñòâå (1.95)
äâà êðàéíèõ ÷ëåíà ðàâíû, ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Â
÷àñòíîñòè, f(w̄∗) = inf

ū
L(ū, ᾱ∗, β̄∗) è ᾱ∗ḡ(w̄∗) = 0. 4

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè ëàãðàí-
æèàíà. Äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè (w̄∗, ᾱ∗, β̄∗) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðà-
âåíñòâà

L(w̄∗, ᾱ, β̄) 6 L(w̄∗, ᾱ∗, β̄∗) 6 L(w̄, ᾱ∗, β̄∗)

äëÿ âñåõ w̄, ᾱ, β̄.
Äðóãîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà çíà÷åíèé ðåøåíèé ïðÿ-

ìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è äàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 1.21. Ïóñòü îáëàñòü äîïóñòèìîñòè çàäà÷è Ω � âû-

ïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ôóíêöèè h̄, ḡ � àôôèííûå (ò.å. hi(w̄),
gi(w̄) èìåþò âèä Aiw̄ + b̄i, ãäå Ai � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà). Òîãäà
çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà Êóíà�Òàêêåðà � îñíîâíàÿ òåîðåìà âûïóêëîé íåëèíåé-
íîé îïòèìèçàöèè.

Òåîðåìà 1.22. Ïóñòü îáëàñòü äîïóñòèìîñòè çàäà÷è Ω � âû-

ïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ôóíêöèÿ f � âûïóêëàÿ, ôóíêöèè h̄,
ḡ � àôôèííûå (ò.å. hi(w̄), gi(w̄) èìåþò âèä Aiw̄ + b̄i, ãäå Ai �
íåêîòîðàÿ ìàòðèöà).

Òîãäà âåêòîð w̄∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è

inf f(w̄), w̄ ∈ Ω, ïðè óñëîâèÿõ

ḡ(w̄) 6 0̄,
h̄(w̄) = 0̄

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà (ᾱ∗, β̄∗) òàêàÿ,

÷òî

∂L(w̄∗, ᾱ∗, β̄∗)
∂w̄

= 0̄,

∂L(w̄∗, ᾱ∗, β̄∗)
∂β̄

= 0̄, (1.96)

α∗i gi(w̄
∗) = 0, i = 1, . . . , m, (1.97)

gi(w̄∗) 6 0, i = 1, . . . , m,
α∗i > 0, i = 1, . . . , m.

Óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ïî β̄ ëèíåéíîé ïî ᾱ è β̄ ôóíêöèè L(w̄∗, ᾱ, β̄)
çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè (1.96); îíè ýêâèâàëåíòíû ñîâîêóïíîñòè óñëî-
âèé: hi(w̄∗) = 0, i = 1, . . . , k.

Óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè L(w̄∗, ᾱ, β̄) ïî α∗i ñîäåðæàòñÿ â
óñëîâèÿõ (1.97), òàê êàê ïðè α∗i > 0, êàæäîå òàêîå óñëîâèå ïðå-
âðàùàåòñÿ â óñëîâèå gi(w̄∗) = 0 (÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ
ïðîèçâîäíîé L(w̄∗, ᾱ, β̄) ïî αi), à ïðè gi(w̄∗) < 0 â òî÷êå ìàêñèìó-
ìà ôóíêöèè L(w̄∗, ᾱ, β̄) äîëæíî áûòü α∗i = 0.
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Óñëîâèÿ (1.97) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà.
Îíè îçíà÷àþò, ÷òî åñëè ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè äîñòèãàåòñÿ
íà ãðàíèöå i-ãî óñëîâèÿ, òî α∗i > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå α∗i = 0.

Êâàäðàòè÷íîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1
2
w̄′Qw̄ − k̄w̄ → min

ïðè óñëîâèè Xw̄ 6 c̄, (1.98)

ãäå Q � n×n-ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, k̄ � n-âåêòîð,
c̄ � m-âåêòîð, w̄ � n-âåêòîð íåèçâåñòíûõ, X � (m,n)-ìàòðèöà.

Äîïóñêàåì, ÷òî óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ. Òîãäà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå: íàéòè ìàêñè-
ìóì

max
ᾱ

(
min
w̄

(
1
2
w̄′Qw̄ − k̄w̄ + ᾱ′(Xw̄ − c̄)

))
(1.99)

ïðè óñëîâèè ᾱ > 0̄.

Ìèíèìóì ïî w̄ â (1.99) äîñòèãàåòñÿ ïðè

w̄ = Q−1(k̄ −X ′ᾱ).

Ïîäñòàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå â (1.98), ïîëó÷èì äâîéñòâåííóþ çà-
äà÷ó

−1
2
ᾱ′Pᾱ− ᾱ′d̄− 1

2
k̄′Qk̄ → max

ïðè óñëîâèè ᾱ > 0̄,

ãäå P = XQ−1X ′, d̄ = c̄−XQ−1k̄.
Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé, íî åå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ ïðîùå, ÷åì ó ïðÿìîé çàäà÷è.
Çàäà÷à. Ïðîâåñòè âñå íåîáõîäèìûå âûêëàäêè.
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1.8. Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû ïî òåìå SVM

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ ñòàíäàðòíûå ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ SVM.

Âûïîëíåíèå ðàáîòû âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ïðîöåäóðû:

• Çàãðóçèòü èñõîäíûå äàííûå èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñàéòà. Êàê
ïðàâèëî, èñõîäíûå äàííûå � ýòî íàáîð âåêòîðîâ áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè, â êîòîðûõ óæå óêàçàí êëàññ îáúåêòà.

• Ðàçäåëèòü äàííûå íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ âûáîðêè. Êëàññ
îáúåêòà èñïîëüçóåòñÿ â îáó÷àþùåé âûáîðêå äëÿ ïðîâåäåíèÿ
îáó÷åíèÿ, à â òåñòîâîé âûáîðêå � äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíî-
ñòè êëàññèôèêàöèè. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ êëàññèôèêàöèè òðå-
áóåòñÿ ïîäñ÷èòàòü äîëþ ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ.

• Ïåðåâîä äàííûõ â ôîðìàò, äîïóñêàåìûé ïðîãðàììíûì îáåñ-
ïå÷åíèåì SVM.

• Ïðîâåñòè êàëèáðîâêó (øêàëèðîâàíèå) èñõîäíûõ äàííûõ.

Øêàëèðîâàíèå äàííûõ ïîìîãàåò èçáåæàòü ïîòåðè òî÷íîñòè
èç-çà ñëèøêîì ìàëûõ èëè ñëèøêîì áîëüøèõ çíà÷åíèé íåêî-
òîðûõ ïðèçíàêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âàæíî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ãàóññîâà ÿäðà. Ðåêîìåíäóåòñÿ íîðìèðîâàòü ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå êàæäîãî ïðèçíàêà òàê, ÷òîáû îíî ïîïàäàëî â èí-
òåðâàë òèïà [−1, 1] èëè [0, 1].

• Âûáðàòü ÿäðî, íàèëó÷øèì îáðàçîì êëàññèôèöèðóþùåå îáó-
÷àþùóþ âûáîðêó. Êàê ïðàâèëî, ñòàíäàðòíûå ïðîãðàììû
SVM èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå ÿäðà:

1) ëèíåéíîå ÿäðî K(x̄, ȳ) = (x̄ · ȳ),

2) ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî K(x̄, ȳ) = (γ(x̄ · ȳ) + r)d, ãäå γ > 0,

3) ãàóññîâî ÿäðî K(x̄, ȳ) = e−|x̄−ȳ|
2
,

4) ñèãìîèäíîå ÿäðî K(x̄, ȳ) = tanh(γ(x̄ · ȳ) + r).

Ðåêîìåíäóåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàòü ãàóññîâî ÿäðî
K(x̄, ȳ) = e−|x̄−ȳ|

2
. Èìåþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ãàóññîâî ÿäðî äà-

åò íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò
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ïðîèñõîäèòü â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îáú-
åêòîâ î÷åíü áîëüøàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå õîðîøèå ðåçóëüòàòû
ìîæåò äàâàòü ëèíåéíîå ÿäðî.

• Ïðîâåñòè ïåðåêðåñòíóþ ïðîâåðêó äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷-
øèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ C è γ. Çàìåòèì, ÷òî íåäîñòàòî÷íî
ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äàþò íàèëó÷øóþ
òî÷íîñòü òîëüêî íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá
� ðàçäåëèòü âûáîðêó íà äâå ÷àñòè, íàéòè íàèëó÷øèå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ïðè îáó÷åíèè íà ïåðâîé ÷àñòè è èñïîëüçî-
âàòü ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè íà âòîðîé ÷àñòè â êà÷åñòâå
îöåíêè êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ.

Èìååòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ ïðîöåäóðà ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè
(cross-validation), ïðè êîòîðîé îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ðàçäåëÿ-
åòñÿ íà N ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåòñÿ îä-
íî èç ïîäìíîæåñòâ, ïîñëå ýòîãî êëàññèôèêàòîð îáó÷àåòñÿ íà
îáúåäèíåíèè N − 1 îñòàâøèõñÿ ïîäìíîæåñòâ è ïðîâåðÿåòñÿ
íà âûáðàííîì ïîäìíîæåñòâå. Âûáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ, äàþùèå íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü íà îäíîì èç òàêèõ
ïîäìíîæåñòâ.

Ïîäáîð ïàðàìåòðîâ C è γ ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïðîñòûì
ïåðåáîðîì ïî íåêîòîðîìó äèñêðåòíîìó ïîäìíîæåñòâó � ðå-
øåòêå. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ áîëüøîå âðåìÿ
âû÷èñëåíèÿ. Ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå ìåòî-
äû ïåðåáîðà C è γ.

• Âûáðàòü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðû C è γ, êîòîðûå äàþò
íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü êëàññèôèêàöèè.

• Ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ íà òåñòîâîé âûáîðêå. Îôîðìèòü
ðåçóëüòàòû ñ ñîïîñòàâëåíèåì òî÷íîñòè êëàññèôèêàöèè íà
îáó÷àþùåé è òåñòîâîé âûáîðêàõ.

Èìååòñÿ ðÿä ñàéòîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå
SVM è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ðàñ÷åòîâ. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå SVM ìîæíî íàéòè íà ñàéòàõ
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http://www.csie.ntu.edu.tw/cjlin/libsvm/

www.support-vector.net

Ïî àäðåñó

http://www.csie.ntu.edu.tw/cjlin/papers/guide/guide.pdf

ìîæíî íàéòè èíñòðóêöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ïðî-
ãðàìì SVM è ïîäãîòîâêå èñõîäíûõ äàííûõ. Òàì æå ïðèâåäåíû
ïðèìåðû.

Íà ñàéòå

http://archive.ics.uci.edu/ml/

ñîäåðæàòñÿ èñõîäíûå äàííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè
è ðåãðåññèè.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 1

Ïðîâåñòè îáó÷åíèå è êëàññèôèêàöèþ ðóêîïèñíûõ öèôð. Äàí-
íûå â ôîðìàòå MATLAB ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó

http://www.cs.toronto.edu/roweis/data.html

Â ÷àñòíîñòè, ïî ýòîìó àäðåñó èìåþòñÿ äàííûå èç áàçû USPS, ñî-
äåðæàùèå öèôðîâûå îáðàçû ðàçëè÷íûõ íàïèñàíèé ðóêîïèñíûõ
öèôð.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 2

Ïðîâåñòè îáó÷åíèå è êëàññèôèêàöèþ ïî äàííûì èç ñëåäóþ-
ùèõ ñàéòîâ. Âûáðàòü íàáîð äàííûõ, ïðîâåñòè îáó÷åíèå íà SVM è
òåñòèðîâàíèå íà òåñòîâîé âûáîðêå.

Áèáëèîòåêà LIBSVM äëÿ ìàøèí ñ îïîðíûìè âåêòîðàìè íàõî-
äèòñÿ ïî àäðåñó

http://www.csie.ntu.edu.tw/cjlin/libsvm/
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Áàçà äàííûõ äëÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ íàõîäèòñÿ ïî àäðåñó

http://www.csie.ntu.edu.tw/cjlin/libsvmtools/datasets/

Ïðèìåðû äàííûõ è çàäà÷:
1) Ïðîâåñòè îáó÷åíèå è êëàññèôèêàöèþ âèäîâ ëåéêåìèè ïî ìå-

äèöèíñêèì äàííûì èç ñëåäóþùåãî ñàéòà:

http://www.csie.ntu.edu.tw/cjlin/libsvmtools/datasets/

2) Îòêàëèáðîâàííûå äàííûå äëÿ êëàññèôèêàöèè âèí (ïî 13
ïðèçíàêàì) èìåþòñÿ ïî àäðåñó

http://www.csie.ntu.edu.tw/cjlin/libsvmtools/datasets/
multiclass/wine.scale

Áàçà äàííûõ UCI Machine Learning Repository íàõîäèòñÿ íà
ñàéòå

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html

Îíà ñîäåðæèò 190 íàáîðîâ äàííûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè è ðåãðåñ-
ñèè.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 3

Ïðîâåñòè îáó÷åíèå è êëàññèôèêàöèþ íà ïðåäûäóùèõ äàííûõ
ñ ïîìîùüþ ïåðñåïòðîíà è àëãîðèòìà Ðîçåíáëàòòà. Ïðîâåñòè ñðàâ-
íåíèå âðåìåíè ðàáîòû.
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Ãëàâà 2

Óíèâåðñàëüíûå

ïðåäñêàçàíèÿ

2.1. Óíèâåðñàëüíîå ïðîãíîçèðîâàíèå
â ðåæèìå îíëàéí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ: ïðåäñêàçà-
òåëü ïîëó÷àåò â ðåæèìå îíëàéí íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èñõîäîâ ω1, ω2, . . . , ωn−1, . . . Ïðè ýòîì ïðåäñêàçàòå-
ëþ íå èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èñòî÷íèêà, ãåíåðèðó-
þùåãî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çàäà÷åé ïðåäñêàçàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ
âû÷èñëåíèå îöåíîê âåðîÿòíîñòåé pn áóäóùèõ ñîáûòèé ωn ïî óæå
èçâåñòíûì n− 1 èñõîäàì ω1, ω2, . . . , ωn−1.

×èñëî pn ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
ωn = 1 â òîì ñëó÷àå, êîãäà ωi ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî pn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì ñîáûòèÿ ωn = 1.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà èñõîäîâ âåëè÷èíà pn ìîæåò áûòü
âåêòîðîì âåðîÿòíîñòåé âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé ïðîöåäóðîé óíèâåðñàëüíîãî ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî Ëàïëàñà. Ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò ãè-
ïîòåçó î òîì, ÷òî èñõîäû ωi ïîðîæäàþòñÿ íåêîòîðûì èñòî÷íèêîì,
êîòîðûé ãåíåðèðóåò èõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ îäíîé è òîé
æå âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöû, ðàâíîé p. Îñîáåííîñòü äàííîé çàäà÷è
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çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû íå çíàåì èñòèííîãî çíà÷åíèÿ p è õîòèì
ïîñòðîèòü ïðîöåäóðó ïðîãíîçèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ áû ãîäèëàñü äëÿ
âñåõ p òàêèõ, ÷òî 0 6 p 6 1.

Ïóñòü èñõîäû ωi ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1}. Ìû òàêæå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè i = 1, 2, . . . èñ-
õîä ωi ïîðîæäàåòñÿ íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùèõ èñõîäîâ ñ íåèç-
âåñòíûìè íàì ïîñòîÿííûìè âåðîÿòíîñòÿìè p = P{ωi = 1} è
q = P{ωi = 0} = 1 − p. Íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ýòè âåðîÿòíîñòè
â ðåæèìå îíëàéí íà îñíîâå ñòàòèñòèêè ïðåäûäóùèõ èñõîäîâ.

Ïóñòü ìû íàáëþäàåì èñõîäû ωn = ω1, . . . ωn, â êîòîðûõ èìååò-
ñÿ n1 åäèíèö è n2 íóëåé, n1 +n2 = n. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäîâ ðàâíà pn1(1− p)n2 , åñëè âåðîÿòíîñòü
åäèíèöû ðàâíà p. Òàê êàê èñòèííàÿ âåðîÿòíîñòü p íåèçâåñòíà,
ðàññìîòðèì áàéåñîâñêóþ ñìåñü âåðîÿòíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëèíû n ïî âñåì âîçìîæíûì p :

P (ωn) =

1∫
0

pn1(1− p)n2dp.

Çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà ëåãêî âû÷èñëèòü.

Ëåììà 2.1.
1∫

0

pn1(1− p)n2dp =
1

(n+ 1)
(
n
n1

) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ýòî ðàâåíñòâî îáðàòíîé èíäóêöè-

åé ïî n1. Ïðè n1 = n èìååì
1∫
0

pndp = 1
(n+1) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1∫
0

pn1+1(1− p)n2−1dp =
1

(n+ 1)
(

n
n1+1

) .
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

1∫
0

pn1(1− p)n2dp =
n− n1

n1 + 1

1∫
0

pn1+1(1− p)n2−1dp =

=
n− n1

n1 + 1
1

(n+ 1)
(

n
n1+1

) =
1

(n+ 1)
(
n
n1

) .
Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ωn+1 = 1 ïðè èçâåñòíûõ èñõî-

äàõ ωn = ω1, . . . , ωn ðàâíà

P{ωn+1 = 1|ωn} =
P (ωn1)
P (ωn)

=

1
(n+2)( n+1

n1+1)
1

(n+1)( nn1
)

=
n1 + 1
n+ 2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðàâèëî Ëàïëàñà:

P{ωn+1 = 1|ωn} =
n1 + 1
n+ 2

,

P{ωn+1 = 0|ωn} =
n2 + 1
n+ 2

.

Êà÷åñòâî òàêîé ïðîöåäóðû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîæíî îöåíèâàòü
ñ ïîìîùüþ êàêîé-íèáóäü ôóíêöèè ïîòåðü. Ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè
ïîòåðü � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü:

Lp(ωn) = − ln p(ωn) = − ln(pn1(1− p)n2).

Èç òåîðèè èíôîðìàöèè èçâåñòíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ñ òî÷íîñòüþ
äî 1 ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì êîëè÷åñòâîì äâîè÷íûõ áèòîâ, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ωn, ñîñòîÿùèõ èç
n1 åäèíèö è n2 íóëåé è ïîðîæäàåìûõ èñòî÷íèêîì ñ äàííûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé.

Äëÿ ïðàâèëà Ëàïëàñà

L(ωn) = lnP (ωn) = − ln

1∫
0

pn1(1− p)n2dp.
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Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ωn âûïîëíåíî

L(ωn)− inf
06p61

Lp(ωn) = ln
sup

06p61
pn1(1− p)n2

1∫
0

pn1(1− p)n2dp

=

= ln

(
n1
n

)n1
(
n2
n

)n2

1
(n+1)( nn1

)
6 ln(n+ 1).

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè, âû÷èñ-
ëåííûå ïî ïðàâèëó Ëàïëàñà, ìû èñòðàòèì ln(n+ 1) äîïîëíèòåëü-
íûõ áèòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé îïòèìàëüíîãî êîäà, ò.å. êîäà,
ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå èñòèííûõ âåðîÿòíîñòåé èñòî÷íèêà, ïîðîæ-
äàþùåãî èñõîäû ωi.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî

sup
06p61

pn1(1− p)n2 =
(n1

n

)n1
(n2

n

)n2

.

Äðóãîé, áîëåå òî÷íûé, ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ áûë ïðåäëîæåí
Êðè÷åâñêèì è Òðîôèìîâûì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ áàéåñîâñêàÿ ñìåñü
âåðîÿòíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n ïî âñåì âîçìîæíûì p
ñ ïëîòíîñòüþ 1/(π

√
p(1− p)) :

P (ωn) =

1∫
0

pn1(1− p)n2

π
√
p(1− p)

dp.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü 1 ïî-
ñëå n íàáëþäåíèé ωn = ω1, . . . , ωn ðàâíà

P (1|ωn) =
n1 + 1/2
n+ 1

.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü îöåíêó

1∫
0

pn1(1− p)n2

π
√
p(1− p)

dp >
1

2
√
n

(n1

n

)n1
(n2

n

)n2

.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó íà äîïîëíèòåëüíîå ÷èñëî áèòîâ ïðè
êîäèðîâàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó Êðè-
÷åâñêîãî è Òðîôèìîâà:

L(ωn)− inf
06p61

Lp(ωn) = ln
sup

06p61
pn1(1− p)n2∫ 1

0
pn1 (1−p)n2

π
√
p(1−p)

dp
6

6 ln

(
n1
n

)n1
(
n2
n

)n2

1
2
√
n

(
n1
n

)n1
(
n2
n

)n2
6 ln(2

√
n) =

1
2

lnn+ ln 2.

Ýòà îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè â äâà ðàçà ëó÷øå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ îöåíêà äëÿ ìåòîäà Ëàïëàñà.

2.2. Êàëèáðóåìîñòü ïðîãíîçîâ

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóåò ãèïîòåçà î ìåõàíèçìå ïîðîæäå-
íèÿ èñõîäîâ ωi, äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïðîãíîçîâ èñïîëüçóþòñÿ öå-
ëåâûå ôóíêöèîíàëû (ôóíêöèè ïîòåðü), êîòîðûå âûáèðàþòñÿ èñ-
õîäÿ èç êîíêðåòíûõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ
ïðîãíîçèðîâàíèå.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì çàäà÷è íà ïðîãíîçèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à ïðåäñêàçàíèÿ ïîãîäû íà çàâòðà, íàïðèìåð, ñîáûòèå ωn = 1
ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê äîæäü â n-é äåíü, à ÷èñëî pn �
êàê åãî âåðîÿòíîñòü, âû÷èñëåííàÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ïîãîäû
ω1, ω2, . . . , ωn−1 çà ïðåäûäóùèå n− 1 äíåé.

Ïðåäñêàçàòåëü ïîãîäû ñ÷èòàåòñÿ õîðîøî êàëèáðóåìûì, åñëè
äîæäü ñëó÷àåòñÿ òàê æå ÷àñòî, êàê îí ïðîãíîçèðóåòñÿ ïðåäñêà-
çàòåëåì. Íàïðèìåð, åñëè äîæäü ñëó÷àåòñÿ â 80% âñåõ äíåé, äëÿ
êîòîðûõ ïðåäñêàçàòåëü äàâàë ïðîãíîç pn = 0.8, è ò.ä. Âåëè÷è-
íà ñðåäíåãî îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû èñõîäîâ ωn îò ïðîãíîçîâ pn, ãäå
pn ≈ p∗, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé p∗ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê
òåñò äëÿ âûÿâëåíèÿ ¾ïëîõèõ¿ ïðåäñêàçàòåëåé.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå pn ∈ [0, 1]. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííûõ áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà. Íàïðèìåð,
ïóñòü ωn = Sn+1 − Sn � ïðèðàùåíèå öåíû íåêîòîðîãî ôèíàíñîâî-
ãî èíñòðóìåíòà â íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè
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n = 1, 2, . . . . Òîãäà ÷èñëî pn ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîãíîç ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ ýòîãî ïðèðàùåíèÿ. Â ýòîì ïðèìåðå pn ìîæåò ïðè-
íèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.3 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áèíàðíûå èñõîäû ωi, à
÷èñëî pn ëåæèò â åäèíè÷íîì îòðåçêå [0, 1].

Åñëè áû çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíî-
ñòåé pi ðåøàëàñü òðàäèöèîííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, òî
ìû áû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî èñõîäû ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P , ò.å.

pn = P (ωn = 1|ω1, ω2, . . . , ωn−1) ïðè n = 1, 2, . . .

� óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ωn = 1 ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ
ω1, ω2, . . . , ωn−1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñêàçàòåëü äîëæåí áûë áû
ðåøàòü êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � âîñ-
ñòàíîâëåíèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P ïî íàáëþäåíèÿì. Îáû÷íî ïðè
ýòîì êëàññ âîçìîæíûõ ìåð ñèëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íà îñíîâå íåêî-
òîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èñòî÷íèêå. Íàïðèìåð, ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ïàðàìåòðè÷å-
ñêîìó êëàññó è ìû äîëæíû ïî íàáëþäåíèÿì âîññòàíîâèòü íåêî-
òîðûé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ýòîé ìåðû.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ìû ÷àñòî èìååì äåëî ñ åäèíñòâåííîé èñ-
òîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èñõîäîâ ω1, ω2, . . . , ωn−1, . . . è
íå èìååì íèêàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ìåõàíèçìàõ, ãåíåðèðóþùèõ
ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìû äàæå ìîæåì íå çíàòü, ÿâëÿþòñÿ ëè
ýòè ìåõàíèçìû ñòîõàñòè÷åñêèìè.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè òàêîé ìåðû P íå
èñïîëüçóåòñÿ. Â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ìåðû âîçíèêàåò åñòåñòâåí-
íàÿ òðóäíîñòü � íåèçâåñòíî, êàêèì îáðàçîì îöåíèâàòü êà÷åñòâî
ïðîãíîçîâ. Òðåáóþòñÿ êðèòåðèè êà÷åñòâà, èñïîëüçóþùèå òîëüêî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàííûõ, ïîëó÷àåìóþ ïðåäñêàçàòåëåì â ðåæè-
ìå îíëàéí.

Òåì íå ìåíåå ìîæíî óêàçàòü ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîèç-
âîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1, ω2, . . . , ωn−1, óäîâëåòâîðÿþùèé
òàê íàçûâàåìûì òåñòàì íà êàëèáðóåìîñòü.

Â äàííîé ãëàâå äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áèíàðíûõ èñõîäîâ ω1ω2 . . . , ãäå ωn ∈ {0, 1} äëÿ âñåõ n.
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Ìû íå áóäåì ðàçäåëÿòü ýëåìåíòû áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
çàïÿòîé.

Ïóñòü Ξ = ∪n{0, 1}n � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ áèíàðíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîä äåòåðìèíèðîâàííîé ïðåäñêàçàòåëüíîé

ñèñòåìîé ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f : Ξ→ [0, 1].
Ïðèâåäåííîå âûøå ïðàâèëî ïðîâåðêè ïðåäñêàçàòåëÿ ïîãîäû

ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà p∗ ∈ [0, 1] âûïîëíåíî∑n

i=1&pi≈p∗ ωi∑n
i=1&pi≈p∗ 1pi≈p∗

≈ p∗, (2.1)

åñëè çíàìåíàòåëü îòíîøåíèÿ (2.1) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
n → ∞. Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñèìâîë ≈ ïðèáëèæåííîãî ðàâåí-
ñòâà, ïîòîìó ÷òî íà ïðàêòèêå ÷èñëî p∗ ìîæíî çàäàâàòü òîëüêî ñ
íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ. Óñëîâèå pi ≈ p∗ òðåáóåò äàëüíåéøåãî óòî÷-
íåíèÿ.

Ïðèâåäåì òî÷íîå îïðåäåëåíèå êàëèáðóåìîñòè, ïðåäëîæåííîå
Äåéâèäîì [8]. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ïîäûíòåðâàëû I = [a, b],
(a, b], [a, b), (a, b) èíòåðâàëà [0, 1] è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-
öèè

I(p) =
{

1, åñëè p ∈ I,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà f õîðîøî êàëèáðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1ω2 . . . , åñëè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè I(p) êàæäîãî ïîäûíòåðâàëà [0, 1] êàëèáðîâî÷íàÿ îøèáêà ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, ò.å.∑n

i=1 I(pi)(ωi − pi)∑n
i=1 I(pi)

−→ 0, (2.2)

åñëè çíàìåíàòåëü îòíîøåíèÿ (2.2) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
n→∞, ãäå pi = f(ωi−1). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ I(pi) îïðå-
äåëÿåò íåêîòîðîå ïðàâèëî âûáîðà, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òå íîìåðà
èñõîäîâ i, äëÿ êîòîðûõ ìû âû÷èñëÿåì îòêëîíåíèå ïðîãíîçà pi îò
ñîîòâåòñòâóþùåãî èñõîäà ωi.
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Äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëåãêî ïîñòðîèòü õîðî-
øî êàëèáðóåìóþ ïðåäñêàçàòåëüíóþ ñèñòåìó. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ω1ω2 . . . íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, åñëè ïðåäåë

lim
t→∞

1
t

t∑
i=1

ωi

ñóùåñòâóåò.
Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëåí-

íàÿ ñîîòíîøåíèÿìè p1 = 0 è

pi =
1

i− 1

i−1∑
j=1

ωj

ïðè i > 1, õîðîøî êàëèáðóåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1ω2 . . .
Ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íèêàêàÿ äåòåðìèíèðî-

âàííàÿ ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò õîðîøî êàëèáðîâàòü-
ñÿ íà ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ. À èìåííî,
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòåìû f ìîæíî îïðåäåëèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω = ω1ω2 . . . òàê, ÷òî

ωi =
{

1, åñëè pi < 1
2 ,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå pi = f(ω1 . . . ωi−1), i = 1, 2, . . . . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ èí-
òåðâàëîâ I = [0, 1

2) èëè I = [1
2 , 1) óñëîâèå (2.2) íàðóøàåòñÿ ïðè

n→∞.
Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω = ω1ω2 . . . ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-

øèì ïðèìåðîì ¾àäàïòèâíî âðàæäåáíîé¿ äåÿòåëüíîñòè Ïðèðîäû.
Ïðè ãåíåðàöèè î÷åðåäíîãî èñõîäà ωi Ïðèðîäà óæå çíàåò íàø ïðî-
ãíîç pi è èñïîëüçóåò ýòî çíàíèå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ î÷åðåäíîãî
èñõîäà.

Ïîäîáíûå òðóäíîñòè ïðåäñêàçàíèÿ îêàçàëèñü ïðåîäîëèìûìè
ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòå-
ìû. Ïóñòü P[0, 1] � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà îòðåçêå
[0, 1]. Ïîä ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòåìîé ïîíèìà-
åòñÿ ôóíêöèÿ f : Ξ→ P[0, 1], çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà îòðåçêå [0, 1]. Ìû òàêæå îáîçíà÷àåì
Prx(·) = f(x), ãäå x � êîíå÷íàÿ áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Îáîçíà÷àåì ωi−1 = ω1 . . . ωi−1. Äëÿ êàæäîé áåñêîíå÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ω = ω1ω2 . . . (êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì) óñëîâíûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Prωi−1(·) ïî-
ðîæäàþò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Pr =

∏∞
i=1 Prωi−1 íà ìíîæå-

ñòâå âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . ,
ãäå pi ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Pr
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì ìåð Prωi−1 , i = 1, 2, . . .

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòü Pr ñîáûòèÿ (2.2).

Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ìåðà Pr ñóùåñòâóåò è â ãîðàçäî áîëåå îá-
ùåì ñëó÷àå, à èìåííî, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω = ω1ω2 . . . çà-
âèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . , òî÷íåå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ωi−1 = ω1 . . . ωi−1 ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé
îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p1, . . . , pi−1 äëÿ âñåõ i. Â ýòîì ñëó÷àå ïî
òåîðåìå Èîíåñêî�Òóëü÷è [3] î ïðîäîëæåíèè ìåðû ñóùåñòâóåò âå-
ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Pr íà ìíîæåñòâå [0, 1]∞ âñåõ áåñêîíå÷íûõ òðà-
åêòîðèé ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . òàêàÿ, ÷òî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé ìåðå, äëÿ âñåõ n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Pr{pn ∈ A|p1, . . . , pn−1} = Prωn−1(A)

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà A åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà.
Ôîñòåð è Âîîðà [9], à òàêæå Êàêàäå è Ôîñòåð [11] îïðåäåëèëè

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà ∆ > 0 ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðåä-
ñêàçàòåëüíóþ ñèñòåìó f òàêóþ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = ω1ω2 . . . ñ Pr-âåðîÿòíîñòüþ 1 :

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

I(p̃i)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ 6 ∆,

ãäå òðàåêòîðèè ïðîãíîçîâ p̃1, p̃2, . . . ðàñïðåäåëåíû ïî âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðå Pr, à I(p) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîäûíòåðâàëà [0, 1].

Áîëåå òî÷íûå îöåíêè, ïðèâåäåííûå â ýòèõ è ïîñëåäóþùèõ ðà-
áîòàõ, ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü, íàïðèìåð,
íà óñëîâèå

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1√
nα(n)

n∑
i=1

I(p̃i)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ 6 ∆,
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ãäå α(n) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå (2.2) òàêæå âûïîëíåíî äëÿ àëãîðèòìà Êàêàäå è

Ôîñòåðà, åñëè

lim inf
n→∞

1√
nα(n)

n∑
i=1

I(p̃i) =∞.

2.3. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õîðîøî
êàëèáðóåìûõ ïðîãíîçîâ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûé ìîäåðíèçèðîâàííûé âàðèàíò ðàíäîìèçèðî-
âàííîãî àëãîðèòìà Êàêàäå è Ôîñòåðà. Ïóñòü ω1ω1 . . . � ïðîèçâîëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {0, 1}, ïîñòóïàþùàÿ â ðåæèìå
îíëàéí. Ïîñòðîèì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû, âûäàþùåé ïðîãíîç pn ∈ [0, 1] áóäóùåãî çíà÷åíèÿ ωn ∈ {0, 1}
ïî íà÷àëüíîìó ôðàãìåíòó ω1 . . . ωn−1. Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê òà-
êèì ïðîãíîçàì: îíè äîëæíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèþ êàëèáðóåìîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïî îòíîøåíèþ ê àëãîðèòìó è ñòðîèòñÿ
â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàçîáúåì èíòåðâàë [0, 1] íà ðàâíûå ÷àñòè äëè-
íû ∆ = 1/K ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê vi = i∆, ãäå
i = 0, 1, . . . , K. Ïóñòü V îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ òî÷åê.
Ëþáîå ÷èñëî p ∈ [0, 1] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ñîñåäíèõ òî÷åê ïîäûíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùåãî p :

p =
∑
v∈V

wv(p)v = wvi−1(p)vi−1 + wvi(p)vi,

ãäå p ∈ [vi−1, vi], i = bp/∆ + 1c, è

wvi−1(p) = 1− p− vi−1

∆
, wvi(p) = 1− vi − p

∆
.

Ïîëàãàåì wv(p) = 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé v ∈ V .
Â äàëüíåéøåì äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîãíîç p, âûäàâàåìûé àë-

ãîðèòìîì, ïðèâåäåííûì äàëåå, áóäåò îêðóãëÿòüñÿ äî vi−1 ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ wvi−1(p) è äî vi ñ âåðîÿòíîñòüþ wvi(p).
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Ñíà÷àëà ïîñòðîèì àëãîðèòì, âûäàþùèé íåêîòîðûå äåòåðìè-
íèðîâàííûå ïðîãíîçû.

Ïóñòü ïðîãíîçû p1, . . . , pn−1 óæå îïðåäåëåíû (ïóñòü p1 = 0).
Âû÷èñëèì ïðîãíîç pn.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó

µn−1(v) =
n−1∑
i=1

wv(pi)(ωi − pi).

Èìååì

(µn(v))2 = (µn−1(v))2 + 2wv(pn)µn−1(v)(ωn − pn) +
+(wv(pn))2(ωn − pn)2. (2.3)

Ñóììèðóåì (2.3) ïî v :∑
v∈V

(µn(v))2 =
∑
v∈V

(µn−1(v))2 +

+2(ωn − pn)
∑
v∈V

wv(pn)µn−1(v) +

+
∑
v∈V

(wv(pn))2(ωn − pn)2. (2.4)

Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ñóììå âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè-
÷èí ∑

v∈V
wv(p)µn−1(v) =

=
∑
v∈V

wv(p)
n−1∑
i=1

wv(pi)(ωi − pi) =

=
n−1∑
i=1

(
∑
v∈V

wv(p)wv(pi))(ωi − pi) =

=
n−1∑
i=1

(w̄(p) · w̄(pi))(ωi − pi) =

=
n−1∑
i=1

K(p, pi)(ωi − pi),
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ãäå

w̄(p) = (w1, . . . , wvK ) = (0, . . . , wvi−1(p), wvi(p), . . . , 0)

� âåêòîð âåðîÿòíîñòåé îêðóãëåíèÿ, p ∈ [vi−1, vi], è

K(p, pi) = (w̄(p) · w̄(pi)) (2.5)

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ (ÿäðî). Ïî
îïðåäåëåíèþ K(p, pi) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Âòîðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè ñóììû (2.4) ïðè ïîäõîäÿùåì çíà-
÷åíèè pn âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøèì èëè ðàâíûì íóëþ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå pn áåðåì êîðåíü pn = p óðàâíåíèÿ

∑
v∈V

wv(p)µn−1(v) =
n−1∑
i=1

K(p, pi)(ωi − pi) = 0, (2.6)

åñëè îí ñóùåñòâóåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñëè ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ (2.6) (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî p ôóíêöèåé) áîëüøå
íóëÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé pn, òî ïîëàãàåì pn = 1, åñëè îíà ìåíüøå
íóëÿ, òî ïîëàãàåì pn = 0. Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèå
pn âûäàåì â êà÷åñòâå äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîãíîçà.

Òðåòèé ÷ëåí (2.4) îãðàíè÷åí ÷èñëîì 1. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê
|ωi − pi| 6 1 äëÿ âñåõ i, èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n∑

v∈V
(wv(pn))2(ωn − pn)2 6

∑
v∈V

wv(pn) = 1.

Îòñþäà è ïî (2.4), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ïðîãíîçû pi
ñîãëàñíî óêàçàííîìó ïðàâèëó, ïîëó÷èì∑

v∈V
(µn(v))2 6

n∑
i=1

∑
v∈V

(wv(pi))2(ωi − pi))2 6 n.

Òàê êàê ñóììà êâàäðàòîâ íå ïðåâîñõîäèò n, êàæäûé ÷ëåí ýòîé
ñóììû òàêæå íå ïðåâîñõîäèò n. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî v ∈ V èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

n∑
i=1

wv(pi)(ωi − pi))

∣∣∣∣∣ 6 √n. (2.7)
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Ïóñòü òåïåðü p̃i � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ
v ∈ V ñ âåðîÿòíîñòÿìè wv(pi) (íà ñàìîì äåëå, äëÿ êàæäîãî p
íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ wv(p) äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ
ãðàíèö ïîäûíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùåãî äåòåðìèíèðîâàí-
íûé ïðîãíîç pi). Ïóñòü òàêæå I(p) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà. Äëÿ ëþáîãî i ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû I(p̃i)(ωi − p̃i) ðàâíî

E(I(p̃i)(ωi − p̃i)) =
∑
v∈V

wv(pi)I(v)(ωi − v). (2.8)

Ñîãëàñíî óñèëåííîìó ìàðòèíãàëüíîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë
(ñì. ñëåäñòâèå 3.39 íèæå) ñ Pr-âåðîÿòíîñòüþ 1 :∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

I(p̃i)(ωi − p̃i)−
1
n

n∑
i=1

E(I(p̃i)(ωi − p̃i))

∣∣∣∣∣→ 0 (2.9)

ïðè n→∞.
Ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîãíîçà pi è ôóíêöèè

wv(p)∣∣∣∣∣∑
v∈V

wv(pi)I(v)(ωi − v)−
∑
v∈V

wv(pi)I(v)(ωi − pi)

∣∣∣∣∣ < ∆ (2.10)

äëÿ êàæäîãî i.
Òàê êàê (2.7) èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî v ∈ V , ñóììèðóÿ (2.10)

ïî i = 1, . . . , n, ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíû ñóììû ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (2.8) :∣∣∣∣∣

n∑
i=1

E(I(p̃i)(ωi − p̃i))

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∑
v∈V

wv(pi)I(v)(ωi − v)

∣∣∣∣∣ < (2.11)

< ∆n+K
√
n (2.12)

äëÿ âñåõ n, ãäå K = 1/∆ - ÷èñëî ïîäûíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ.
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Ðèñ. 2.1. Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííûõ ω1ω2 . . . è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè êàëèáðóåìûõ ïðîãíîçîâ p1, p2, . . .

Èç (2.11) è (2.9) ïîëó÷àåì, ÷òî c Pr-âåðîÿòíîñòüþ 1 :

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

I(p̃i)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ 6 ∆. (2.13)

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà â âèäå ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ êàæäîãî ∆ > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü ðàíäîìè-

çèðîâàííóþ ïðåäñêàçàòåëüíóþ ñèñòåìó f òàêóþ, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = ω1ω2 . . . c âåðîÿò-
íîñòüþ 1 âûïîëíåíî:

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

I(p̃i)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ 6 ∆,
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ãäå áåñêîíå÷íûå òðàåêòîðèè ïðîãíîçîâ p̃1, p̃2, . . . ðàñïðåäåëåíû

ïî ìåðå Pr, I(p) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî

ïîäûíòåðâàëà [0, 1]. Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì âûáîðà,

îïðåäåëåííûì ïðîãíîçîì.

2.4. Ïðîãíîçèðîâàíèå ñ ïðîèçâîëüíûì
ÿäðîì

Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê óíèâåðñàëüíîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ:
- óíèâåðñàëüíîå ïðîãíîçèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì â êà÷åñòâå ïðî-

ãíîçà âûäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå âîç-
ìîæíûõ ïðîãíîçîâ (â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå áèíàðíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïðîãíîçîâ ñîñòîèò èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå); ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïðà-
âèë âûáîðà èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïîäûíòåðâàëû åäèíè÷-
íîãî èíòåðâàëà;

- óíèâåðñàëüíîå ïðîãíîçèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïðîãíîç ÿâëÿ-
åòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, îäíàêî â êà÷åñòâå ïðàâèë âûáîðà ðàç-
ðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî ãëàäêèå ïðèáëèæåíèÿ ê õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì ôóíêöèÿì ïîäûíòåðâàëîâ åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãíîçîâ óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ êàëèáðóåìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Âî âòîðîì
ñëó÷àå óñëîâèå êàëèáðóåìîñòè ïðîñòî âûïîëíåíî äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãíîçîâ ñ ãëàäêèìè âåñàìè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáà ýòè ïîäõîäà, ïî ñóùåñòâó, ýêâèâà-
ëåíòíû (ñì. [11]).

Âòîðîé ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ áóäåò ðàññìîòðåí â ýòîì ðàç-
äåëå.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ óíèâåðñàëüíîãî ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ Ôîñòåðà è Âîîðû [9], à òàêæå Êàêà-
äå è Ôîñòåðà [11], áûë îáîáùåí Â. Âîâêîì íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ
ÿäåð â ðàáîòàõ [21] è [23]. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì îñíîâíóþ
èäåþ ýòîãî îáîáùåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ â âèäå íåêîòîðîé èã-
ðû ìåæäó èãðîêàìè: Ïðèðîäà, Ïðåäñêàçàòåëü è Ñêåïòèê.
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Â ýòîé èãðå ïðîãíîçû áóäóò äåòåðìèíèðîâàííûìè, ïîäîáíî
ïðîãíîçàì pi, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â âèäå êîðíåé óðàâíåíèé òè-
ïà (2.6) â ðàçäåëå (2.3). Ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó,
à èìåííî, ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ � ñèãíàëû.

Çàäàíî ìíîæåñòâî ñèãíàëîâ X ⊆ Rm � ìíîæåñòâî m-ìåðíûõ
âåêòîðîâ x̄ = (x1, . . . , xm), íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ îáû÷íàÿ

m-ìåðíàÿ åâêëèäîâà íîðìà |x̄| =
√

m∑
i=1

x2
i . Ñèãíàëû ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ïîñòóïà-
åò Ïðåäñêàçàòåëþ â ðåæèìå îíëàéí.

Ïîëàãàåì íà÷àëüíûé âûèãðûø Ñêåïòèêà K0 = 1.
Èãðà ðåãóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîòîêîëîì.

FOR n = 1, 2, . . .
Ïðèðîäà àíîíñèðóåò ñèãíàë x̄n ∈ X.
Ñêåïòèê àíîíñèðóåò íåïðåðûâíóþ ïî p ôóíêöèþ Sn : [0, 1]→ R.
Ïðåäñêàçàòåëü àíîíñèðóåò ïðîãíîç pn ∈ [0, 1].
Ïðèðîäà àíîíñèðóåò èñõîä yn ∈ {0, 1}.
Ñêåïòèê âû÷èñëÿåò ñâîé âûèãðûø íà øàãå n èãðû
Kn = Kn−1 + Sn(pn)(yn − pn).
ENDFOR

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òîÏðåäñêàçàòåëü èìååò ñòðà-
òåãèþ, ïðè êîòîðîé âûèãðûø Ñêåïòèêà íå âîçðàñòàåò.

Òåîðåìà 2.2. Ïðåäñêàçàòåëü èìååò ñòðàòåãèþ, ïðè êîòîðîé

K0 > K1 > . . .Kn > . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. ÑòðàòåãèÿÏðåäñêàçàòåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì.

Íà ïðîèçâîëüíîì øàãå n èãðû Ïðåäñêàçàòåëü âû÷èñëÿåò ñâîé
ïðîãíîç pn ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè Sn(p) ïîëîæèòåëüíî äëÿ
âñåõ p ∈ [0, 1], òî ïîëàãàåì pn = 1. Åñëè Sn(p) îòðèöàòåëüíî äëÿ
âñåõ p ∈ [0, 1], òî ïîëàãàåì pn = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç òåîðåìû
î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå

Sn(p) = 0, (2.14)

ðàññìàòðèâàåìîå îòíîñèòåëüíî p, èìååò êîðåíü. Â ýòîì ñëó÷àå
Ïðåäñêàçàòåëü âûáèðàåò â êà÷åñòâå pn îäèí èç òàêèõ êîðíåé.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå pn âûèãðûø Ñêåïòèêà

âñåãäà íå âîçðàñòàåò, êàê áû îí íå âûáèðàë íåïðåðûâíóþ ïî p
ôóíêöèþ Sn(p), ò.å. âñåãäà âûïîëíåíî

K0 > K1 > . . .Kn > . . .

äëÿ âñåõ n. 4
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿäðî K((p, x̄n), (pi, x̄i)) - âåùåñòâåí-

íóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ íà ([0, 1] × X)2. Ïðèìåð ÿäðà � ãàóññîâî
ÿäðî:

K((p, x̄n), (pi, x̄i)) =

= exp

(
−(p− pi)2

σ2
−

m∑
s=1

(xn,s − xi,s)2

σ2
i

)
, (2.15)

ãäå x̄n = (xn,1, . . . , xn,m), x̄i = (xi,1, . . . , xi,m), σ, σi � ïàðàìåòðû
ÿäðà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ Ñêåïòèêà, êîòîðàÿ áóäåò
âûíóæäàòü Ïðåäñêàçàòåëÿ äåëàòü íà êàæäîì øàãå n ¾õîðîøî êà-
ëèáðóåìûå¿ ïðîãíîçû:

Sn(p) =
n−1∑
i=1

K((p, x̄n), (pi, x̄i))(yi − pi).

Ïóñòü Ïðåäñêàçàòåëü èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ, îïèñàííóþ â òåîðå-
ìå 2.2. Òîãäà âûèãðûø Ñêåïòèêà çà N øàãîâ èãðû óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèÿì

KN −K0 =
N∑
n=1

Sn(pn)(yn − pn) =

=
N∑
n=1

n−1∑
i=1

K((pn, x̄n), (pi, x̄i))(yi − pi)(yn − pn) =

=
1
2

N∑
n=1

N∑
i=1

K((pn, x̄n), (pi, x̄i))(yi − pi)(yn − pn)−

−1
2

N∑
n=1

K((pn, x̄n), (pn, x̄n))(yn − pn)2. (2.16)
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Ïî òåîðåìå Ìåðñåðà (ñì. ðàçäåë 1.4.3) ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ H è îòîáðàæåíèå Φ : [0, 1] × X → H
òàêîå, ÷òî

K(a, b) = (Φ̄(a) · Φ̄(b))

ïðè a, b ∈ [0, 1]×X, ãäå ¾·¿ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàí-
ñòâå H (äàëåå || · || � ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìà).

Ïåðåïèøåì (2.16) â âèäå

KN −K0 =
1
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

Φ̄(pn, x̄n)(yn − pn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

−

−1
2

N∑
n=1

||Φ̄((pn, x̄n)(yn − pn)||2. (2.17)

Äîïóñòèì, ÷òî
sup
p,x̄
||Φ̄(p, x̄)|| <∞.

Ïî òåîðåìå 2.2 íåðàâåíñòâî KN − K0 6 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ n.
Òîãäà èç (2.17) ñëåäóåò

1
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

Φ̄(pn, x̄n)(yn − pn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

6
1
2
NC2. (2.18)

Íåðàâåíñòâî (2.18) ïåðåïèøåì â âèäå∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

Φ̄(pn, x̄n)(yn − pn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 √NC. (2.19)

Èíûìè ñëîâàìè, ñðåäíÿÿ îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ îãðàíè÷åíà

1
N

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

Φ̄(pn, x̄n)(yn − pn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 C√

N
.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñðåäíåé îøèáêè ïðåäñêàçàíèÿ, ïî-
ëó÷èì ðåçóëüòàò î êàëèáðóåìîñòè, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàòó èç
ðàçäåëà 2.3. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì â êà÷åñòâå ÿäðà êàêîå-íèáóäü ñå-
ìåéñòâî ãëàäêèõ ïðèáëèæåíèé ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèÿì
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îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ {(p∗, x̄∗)}, ãäå (p∗, x̄∗) ∈ [0, 1] ×X, ò.å.
ñåìåéñòâî ôóíêöèé âèäà

K((p∗, x̄∗), (p, x̄)) = I(p∗,x̄∗)(p, x̄). (2.20)

Ïðèìåðîì òàêîãî ñåìåéñòâà Ip∗(p) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ãàóññîâûõ
ÿäåð òèïà (2.15).

Äëÿ ïðîãíîçîâ pi áóäåò âûïîëíåíî

Ñëåäñòâèå 2.1.∣∣∣∣∣ 1
N

N∑
n=1

I(p∗,x̄∗)(pn, x̄n)(yn − pn)

∣∣∣∣∣ 6 C2

√
N

(2.21)

äëÿ êàæäîé òî÷êè (p∗, x̄∗) ∈ [0, 1]×X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó ÿäðà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíê-
öèÿ Φ(p, x̄) ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèçíàêîâ H, ÷òî

K((p∗, x̄∗), (p, x̄)) = I(p∗,x̄∗)(p, x̄) = (Φ̄(p∗, x̄∗) · Φ̄(p, x̄)).

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ê íåðàâåíñòâó (2.19)
è ïîëó÷èì ∣∣∣∣∣

N∑
n=1

I(p∗,x̄∗)(pn, x̄n)(yn − pn)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
((

N∑
n=1

Φ̄(pn, x̄n)(yn − pn)

)
· Φ̄(p∗, x̄∗)

)∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

Φ̄(pn, x̄n)(yn − pn)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ||Φ̄(p∗, x̄∗)|| 6 C2

√
N.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (2.21). 4
Âåëè÷èíà

N∑
n=1

I(p∗,x̄∗)(pn, x̄n)
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ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì àíàëîãîì ÷èñëà ïàð (pn, xn), íàõîäÿùèõñÿ â
¾ìÿãêîé¿ îêðåñòíîñòè ïàðû (p∗, x̄∗).

Íåðàâåíñòâî (2.21) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N∑
n=1

I(p∗,x̄∗)(pn, x̄n)(yn − pn)

N∑
n=1

I(p∗,x̄∗)(pn, x̄n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
C2
√
N

N∑
n=1

I(p∗,x̄∗)(pn, x̄n)
. (2.22)

Îöåíêà (2.22) èìååò ñìûñë ïðè

N∑
n=1

I(p∗,x̄∗)(pn, x̄n)�
√
N,

ò.å. ñõîäèìîñòü ÷àñòîò ê ïðîãíîçàì áóäåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ¾ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîé¿ äëèíû.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2.3 ñëåäóþò èç ñëåä-
ñòâèÿ 2.1.

Ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ðàçäåëå àëãîðèòì óíèâåðñàëüíîãî ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ ìîæíî ëåãêî ðåàëèçîâàòü â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðî-
ãðàììû.

2.5. Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

Àëãîðèòì, îïèñàííûé â ðàçäåëå 2.3, ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëè-
çîâàí â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû. Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ êîðíÿ óðàâíåíèÿ (2.6) ëó÷øå âñåãî èñïîëüçîâàòü ãëàäêîå
ïðèáëèæåíèå ê ÿäðó (2.5) � ãàóññîâî ÿäðî K(p, p′) = e−γ(p−p′)2 ,
äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0. 1 Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ÿäðî âèäà
K(p, p′) = cos(γ(p− p′)2). Êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.6) èëè (2.14) ìîæ-
íî èñêàòü ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.

Ðàçëè÷íûå âðåìåííûå ðÿäû ìîæíî çàãðóæàòü ñ ñàéòà:

http://old.�nam.ru/analysis/export/default.asp

1Â äàííîì ñëó÷àå ñèãíàëû îòñóòñòâóþò. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñèãíàëîâ ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ÿäðî (2.15).
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Íàïðèìåð, ìîæíî çàãðóçèòü ïîìèíóòíûå äàííûå öåí àêöèé
êàêîé-íèáóäü êîìïàíèè:

S0, S1, S2, . . . , Sn,

ñîñòàâèòü èç íåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé

∆S0,∆S1, . . . , ∆Sn−1,

ãäå ∆Si = Si+1−Si ïðè i = 0, 1, . . . , n− 1, îòêàëèáðîâàòü èõ òàê,
÷òîáû ∆Si ∈ [−1, 1] äëÿ âñåõ i.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 1

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ðàçäåëà 2.3. Íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ õîðîøî êàëèáðóåìûõ ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . , pn äëÿ
äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1ω2 . . . ωn, ãäå ωi ∈ {0, 1}. Ñðàâ-
íèòü ýòè ïðîãíîçû ñ ïðîãíîçàìè ïî ïðàâèëó Ëàïëàñà.

Äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî îáðàçîâàòü èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïðèðàùåíèé ∆S0,∆S1, . . . , ∆Sn−1 òàê, ÷òî

ωi =
{

1, åñëè ∆Si > δ,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå δ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïðîèçâåñòè îòáîð ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà êîòîðûõ ïðî-

ãíîç pi > ε äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ε.
Ñîçäàòü ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 2

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ðàçäåëà 2.3. Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò àë-
ãîðèòì, ïðèìåííûé ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ω1, ω2, . . . , ωn, ãäå ωi ∈ [−1, 1], òàêæå âûäàåò õîðîøî êàëèáðóå-
ìûå ïðîãíîçû pi ∈ [−1, 1].

Íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ õîðîøî êàëèáðóåìûõ
ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . , pn äëÿ îòêàëèáðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÷èñåë ∆S0,∆S1, . . . , ∆Sn−1, ãäå ∆Si ∈ [−1, 1].

Ïðîèçâåñòè îòáîð ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà êîòîðûõ ïðî-
ãíîç pi > ε èëè pi < −ε äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ε > 0.
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Ñîçäàòü ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 3

Ïðåäëîæèòü è ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììû-ðîáîòû äëÿ èãðû íà
êóðñàõ àêöèé, èñïîëüçóþùèå õîðîøî êàëèáðóåìûå ïðîãíîçû.
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Ãëàâà 3

Ýëåìåíòû ñðàâíèòåëüíîé

òåîðèè ìàøèííîãî

îáó÷åíèÿ

Çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ïðàâèëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíîé â íàóêå è ïðàêòèêå. Ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâå
íåêîòîðûõ íàáëþäàåìûõ äàííûõ. Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êàêîãî-
ëèáî ïðîöåññà. Òîëüêî òåïåðü ìû áóäåì îöåíèâàòü ïðàâèëüíîñòü
íàøèõ ïðîãíîçîâ ðóêîâîäñòâóÿñü èíûìè ïðèíöèïàìè. Ìû òàêæå
íå áóäåì èñïîëüçîâàòü íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ïðèðîäå ìåõà-
íèçìà ãåíåðàöèè ïðîãíîçèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðàâèëüíûé ïðîãíîç èëè ïðàâèëüíîå ðåøåíèå âåäóò ê ìåíü-
øèì ïîòåðÿì, ÷åì íåïðàâèëüíûå. Ïðè òðàäèöèîííîì ñòàòèñòè÷å-
ñêîì ïîäõîäå ìû îöåíèâàåì ïîòåðè ïðè íàøèõ ïðîãíîçàõ â ñðàâíå-
íèè ñ íåêîòîðîé èäåàëüíîé ìîäåëüþ ïðèíÿòèÿ ïðàâèëüíûõ ðåøå-
íèé, êîòîðàÿ îáû÷íî îñíîâàíà íà íåêîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäå-
ëè, îïèñûâàþùåé íàáëþäàåìûå äàííûå. Ïðè òðàäèöèîííîì ïîä-
õîäå ñíà÷àëà îöåíèâàþòñÿ ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè íà
îñíîâå íàáëþäåíèé, à ïîòîì ïðîèçâîäèòñÿ ïðîãíîç íà îñíîâå ýòîé
ìîäåëè ïðè îöåíåííûõ ïàðàìåòðàõ.

Ïðè ñðàâíèòåëüíîì ïîäõîäå âìåñòî îäíîé èäåàëüíîé ìîäåëè
ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð âîçìîæíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå íàçûâàþò-
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ñÿ ýêñïåðòíûìè ñòðàòåãèÿìè, èëè ïðîñòî, ýêñïåðòàìè. Ìíîæåñòâî
òàêèõ ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷-
íûì è äàæå íåñ÷åòíûì. Èñïîëüçóÿ èñõîäû, ïîñòóïàþùèå â ðåæè-
ìå îíëàéí, ýêñïåðòíûå ñòðàòåãèè ïðîèçâîäÿò ïðîãíîçû áóäóùåãî
èñõîäà. Ïðîãíîçèðóþùèé àëãîðèòì ìîæåò íàáëþäàòü ïðîãíîçû
ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé è îöåíèâàòü èõ ýôôåêòèâíîñòü â ïðîøëîì.
Ïîñëå ýòîãî àëãîðèòì äåëàåò ñâîé ïðîãíîç. Ïðîãíîçû íàøåãî àë-
ãîðèòìà îöåíèâàþòñÿ â ñðàâíåíèè ñ ïðîãíîçàìè ýêñïåðòíûõ àëãî-
ðèòìîâ. Îáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîòåðü íàøåãî àëãîðèò-
ìà çà íåêîòîðûé ïåðèîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñ ïîòåðÿìè íàèëó÷øåãî
íà ðåòðîñïåêòèâå ýêñïåðòà.

Ñðàâíåíèå ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ êàê â íàèõóäøåì ñëó÷àå, à
òàê æå â ñðåäíåì, åñëè íàø àëãîðèòì èñïîëüçóåò ðàíäîìèçà-
öèþ. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, êîòîðîå èñïîëü-
çóåò ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì âñïî-
ìîãàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì àëãîðèòìà; îíî íå èìååò íèêàêîãî
îòíîøåíèÿ ê èñòî÷íèêó, ãåíåðèðóþùåìó èñõîäû. Ìû ñàìè ãåíå-
ðèðóåì ñëó÷àéíûå ÷èñëà äëÿ íàøåãî àëãîðèòìà.

Îáñóäèì òàêæå òèïû ïðîöåññîâ, ãåíåðèðóþùèõ äàííûå, äëÿ
êîòîðûõ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íàøè ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ.
Ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ ïðîöåññîâ íå çàâèñèò îò ïðîãíîçîâ ïðåäñêà-
çàòåëÿ. Òàêèå ïðîöåññû ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå, ôèçèêå. Íàïðèìåð, ïîãîäà íå çàâèñèò îò ïðåäñêàçàòå-
ëÿ ïîãîäû. Ïðèâîäèìûå íèæå ìåòîäû ðàáîòàþò òàê æå è â ñëó-
÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà çàâèñÿò îò ïðåäñêàçàíèé. Ýòî
òàê íàçûâàåìûé ñëó÷àé ¾àäàïòèâíî âðàæäåáíîé ïðèðîäû¿. Íà-
ïðèìåð, äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðè ïðî-
ãíîçèðîâàíèè ôèíàíñîâîãî ðûíêà. Ðàññìàòðèâàåìûå àëãîðèòìû
áóäóò ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ.

3.1. Àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîòåðü â ðåæèìå îíëàéí

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü è àëãîðèòì
îïòèìàëüíîãî ñëåäîâàíèÿ çà ýêñïåðòàìè â ðåæèìå îíëàéí äëÿ òî-
ãî ñëó÷àÿ, êîãäà íàì äîñòóïíû òîëüêî âåëè÷èíû ïîòåðü ýêñïåðòîâ
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íà êàæäîì øàãå (êàêàÿ-ëèáî êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü îòñóò-
ñòâóåò). Ýòîò àëãîðèòì áû ïðåäëîæåí Ôðîéíäîì è Øàïèðå [10].

Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîé çàäà÷è: ðàñïðåäåëèòåëü èìååò íåñêîëü-
êèõ äðóçåé, äåëàþùèõ ñòàâêè íà ñêà÷êàõ è âûèãðûâàþùèõ èëè
òåðÿþùèõ íà êàæäîì øàãå íåêîòîðûå ñóììû. Ðàñïðåäåëèòåëü
ðàñïîëàãàåò íà êàæäîì øàãå íåêîòîðîé ñóììîé, êîòîðóþ îí õî-
÷åò ðàñïðåäåëèòü ìåæäó äðóçüÿìè ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëü-
íûé âûèãðûø (èëè ìèíèìàëüíûå ïîòåðè). Åñòåñòâåííûé êðèòå-
ðèé îöåíêè óñïåøíîñòè ñòðàòåãèè ðàñïðåäåëèòåëÿ � åãî âûèãðûø,
ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ, äîëæåí áûòü íå ìåíüøå ÷åì ó íàèáîëåå
óäà÷ëèâîãî äðóãà.

Ïóñòü èìååòñÿ N ñòðàòåãèé: 1, 2, . . . , N . Â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè t = 1, 2, . . . , T ðàñïðåäåëèòåëü îïðåäåëÿåò âåêòîð ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñòðàòåãèé p̄t = (p1

t , . . . , p
N
t ), ãäå p1

t + · · · + pNt = 1
è pit > 0 ïðè i = 1, 2, . . . , N . Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ èç ñòðàòåãèé
îáúÿâëÿåò ñâîè ïîòåðè íà øàãå t � ÷èñëî lit, ãäå i = 1, 2, . . . , N .
Ïîòåðè ðàñïðåäåëèòåëÿ ðàâíû ñìåñè ïîòåðü ýêñïåðòîâ

(p̄t · l̄t) =
N∑
i=1

pitl
i
t,

ãäå l̄t = (l1t , . . . , l
N
t ) � âåêòîð ïîòåðü âñåõ ñòðàòåãèé íà øàãå t.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòåðè ýêñïåðòîâ íà êàæäîì øàãå
îãðàíè÷åíû, íàïðèìåð, lit ∈ [0, 1] äëÿ âñåõ i è t.

Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ íà êàæäîì øàãå ïîòåðü íåò ïðèíöè-
ïèàëüíîé ðàçíèöû ìåæäó àëãîðèòìàìè, êîòîðûå äîáèâàþòñÿ ìè-
íèìàëüíûõ ïîòåðü, è àëãîðèòìàìè, êîòîðûå äîáèâàþòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîãî âûèãðûøà; ìîæíî îò ïîòåðü lt íà êàæäîì øàãå ïåðåéòè
ê âûèãðûøó 1− lt è îáðàòíî.

Êóìóëÿòèâíûå ïîòåðè ýêñïåðòà i íà øàãàõ t = 1, 2, . . . , T

ðàâíû LiT =
T∑
t=1

lit. Ñîîòâåòñòâåííî, êóìóëÿòèâíûå ïîòåðè ðàñïðå-

äåëèòåëÿ íà øàãàõ t = 1, 2, . . . , T ðàâíû LT (A) =
T∑
t=1

(p̄t · l̄t).

Öåëü ðàñïðåäåëèòåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêîé ñòðàòåãèè
ðàñïðåäåëåíèÿ p̄t, t = 1, 2, . . . , T , ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âåëè-
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÷èíó
LT (A)−min

i
LiT .

Ïðèâîäèì àëãîðèòì Hedge(β) èç ðàáîòû [10]. Åãî ïàðàìåòðîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëî β ∈ (0, 1), è âåêòîð âåñîâ w̄1 = (w1

1, . . . , w
N
1 ). Ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî
N∑
i=1

wi1 = 1.

FOR t = 1, 2, . . . , T
Âûáèðàåì ðàñïðåäåëåíèå ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé:

p̄t =
w̄t
N∑
i=1

wit

. (3.1)

Ïîëó÷àåì âåêòîð ïîòåðü ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé: l̄t ∈ [0, 1]N .
Ïîäñ÷èòûâàåì ïîòåðè ðàñïðåäåëèòåëÿ: (p̄t · l̄t).
Ïðîèçâîäèì ïåðåñ÷åò âåñîâ ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé:

wit+1 = witβ
lit (3.2)

äëÿ i = 1, . . . , N .
ENDFOR

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ïîòåðü

l̄1, . . . , l̄T ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé 1, . . . , N âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî

ln

(
N∑
i=1

wiT+1

)
6 −(1− β)LT (A), (3.3)

ãäå LT (A) � ïîòåðè àëãîðèòìà ðàñïðåäåëåíèÿ Hedge(β) çà T øà-

ãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âûïóêëîñòè ýêñïîíåíòû èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî βr 6 1− (1−β)r ïðè âñåõ r ∈ [0, 1] è 0 < β < 1. Èñïîëüçóÿ
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ýòî íåðàâåíñòâî è êîìáèíèðóÿ (3.1) è (3.2), ïîëó÷àåì

N∑
i=1

wit+1 =
N∑
i=1

witβ
lit 6

6
N∑
i=1

wit(1− (1− β)lit) =

=

(
N∑
i=1

wit

)
(1− (1− β)(p̄t · l̄t)). (3.4)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (3.4) ïðè t = 1, . . . , T , ïîëó÷èì

N∑
i=1

wiT+1 6

6
T∏
t=1

(1− (1− β)(p̄t · l̄t)) 6

6 exp

(
−(1− β)

T∑
t=1

(p̄t · l̄t)

)
.

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî 1 + x 6 exp(x) äëÿ âñåõ x.

Ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâî
N∑
i=1

wi1 = 1 äëÿ íà÷àëüíûõ âåñîâ.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. 4
Ïî (3.3) èìååì

LT (A) 6

− ln
(

N∑
i=1

wiT+1

)
1− β

. (3.5)

Èç îïðåäåëåíèÿ âåñîâ (3.2) ñëåäóåò

wiT+1 = wi1

T∏
t=1

βl
i
t = wi1β

LiT . (3.6)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ïîòåðü

l̄1, . . . , l̄T ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé i = 1, . . . , N äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

i è T âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

LT (A) 6
− ln(wi1)− LiT lnβ

1− β
. (3.7)

Åñòåñòâåííî ïîëîæèòü íà÷àëüíûå âåñà ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé
ðàâíûìè wi1 = 1

N äëÿ âñåõ i. Òîãäà (3.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

LT (A) 6
ln(1/β)
1− β

min
i
LiT +

lnN
1− β

. (3.8)

Íåðàâåíñòâî (3.8) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òî, ÷òî êóìóëÿ-
òèâíûå ïîòåðè ðàñïðåäåëèòåëüíîãî àëãîðèòìà Hedge(β) íå ïðå-
âîñõîäÿò ïîòåðü íàèëó÷øåãî ýêñïåðòà, óìíîæåííûõ íà êîíñòàíòó
ln(1/β)

1−β ïëþñ ¾ðåãðåò¿ lnN
1−β .

Â ðàáîòå [10] ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà (3.8) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàå-
ìîé. À èìåííî èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîòåðü ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ýêñïåðòîâ. Äîïóñòèì, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a è c,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà N ñòðàòåãèé è äëÿ ëþáîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ïîòåðü l̄1, . . . , l̄T ýêñïåðòíûõ ñòðàòå-

ãèé, ãäå l̄t = (lt1, . . . , l
t
N ) ïðè t = 1, . . . , T , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

LT (B) 6 cmin
i
LiT + a lnN.

Òîãäà äëÿ âñåõ β ∈ (0, 1) áóäåò âûïîëíåíî îäíî èç íåðàâåíñòâ:

c >
ln(1/β)
1− β

èëè a >
1

1− β
.

Çà ñ÷åò ïîäáîðà ïàðàìåòðà β ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåðàñïðåäåëå-
íèÿ êîíñòàíò òàê, ÷òîáû ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìíîæèòåëü â (3.8)
ñòàë ðàâíûì åäèíèöå çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ àääèòèâíîãî ìíîæèòåëÿ.
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Ëåììà 3.2. Äîïóñòèì, ÷òî 0 6 L 6 L̃ è 0 6 R 6 R̃. Ïóñòü
òàêæå β = g(L̃/R̃), ãäå

g(x) =
1

1 +
√

2
x

.

Òîãäà

− lnβ
1− β

L+
1

1− β
R 6 L+

√
2L̃R̃+R. (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî: − lnβ 6 1−β2

2β ïðè β ∈ (0, 1]. Ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ïðåîáðàçî-
âàíèé ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó:

L
− lnβ
1− β

+
1

1− β
R 6 L

1 + β

2β
+

1
1− β

R =

=
1
2
L

(
1 +

1
β

)
+

1
1− β

R =

= L+
1
2
L

√
2R̃
L̃

+
1

1− 1

1+
√

2R̃
L̃

6

6 L+

√
1
2
L̃R̃+R+R

√
L̃

2R̃
6

6 L+
√

2L̃R̃+R.

Òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî 0 6 lit 6 1 äëÿ âñåõ i è t, êó-
ìóëÿòèâíûå ïîòåðè êàæäîãî ýêñïåðòà îãðàíè÷åíû: LiT 6 T äëÿ
âñåõ i è T . Ïîýòîìó ìîæíî â íåðàâåíñòâå (3.9) ïîëîæèòü L̃ = T .
Ïîëàãàåì òàêæå R̃ = lnN . Òîãäà ïî ëåììå 3.2

LT (A) 6 min
i
LiT +

√
2T lnN + lnN,

ãäå LT (A) � êóìóëÿòèâíûå ïîòåðè àëãîðèòìà Hedge(β) çà T øà-
ãîâ.

Íåäîñòàòêîì ýòîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïàðàìåòð β çàâèñèò
îò ãîðèçîíòà T . Ñì. òàêæå êîììåíòàðèé â êîíöå ðàçäåëà 3.3.
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Íåñêîëüêî áîëåå òî÷íûå îöåíêè ïîòåðü ñìåøèâàþùåãî àëãî-
ðèòìà áóäóò ïîëó÷åíû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, ãäå ïîòåðè ýêñ-
ïåðòîâ è ñìåøèâàþùåãî àëãîðèòìà íà êàæäîì øàãå áóäóò âû-
÷èñëÿòüñÿ â âèäå ôóíêöèè îò ðåøåíèÿ ýêñïåðòà (ïðåäñêàçàíèÿ) è
èñõîäà ïðèðîäû.

3.2. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé ñ ó÷åòîì ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé

Íàïîìíèì, ÷òî R � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ (äåéñòâè-
òåëüíûõ) ÷èñåë. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, Γ � ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé èëè ïðåäñêàçàíèé (ïðîãíîçîâ), Θ � ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ
(ýêñïåðòíûõ ñòðàòåãèé, ýêñïåðòîâ). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Θ � êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî, Γ ⊆ Rn. Â ýòîé ãëàâå Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ ëþáîé ïðèðîäû.

Îöåíêà ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ (èëè ïðåäñêàçàíèÿ) γ ∈ Γ ïðè èñ-
õîäå ω ∈ Ω ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ïîòåðü λ(ω, γ), ïðè-
íèìàþùåé íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîòåðü ëåæàò â îòðåç-
êå [0, 1].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ìåæäó òðåìÿ èã-
ðîêàìè: Ñòàòèñòèê (Learner), Ìíîæåñòâî ýêñïåðòîâ (Decision
Pool), Ïðèðîäà (Nature). Èãðà ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëå-
äóþùèì ïðîòîêîëîì.
FOR t = 1, 2, . . .
Ýêñïåðòû θ ∈ Θ äåëàþò ïðåäñêàçàíèÿ: ξθt ∈ Γ.
Ñòàòèñòèê ïðèíèìàåò ñâîå ðåøåíèå: γt ∈ Γ.
Ïðèðîäà àíîíñèðóåò èñõîä: ωt ∈ Ω.
Ýêñïåðòû θ ∈ Θ âû÷èñëÿþò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t
èãðû:

Lt(θ) = Lt−1(θ) + λ(ωt, ξθt ).

Ñòàòèñòèê âû÷èñëÿåò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t èãðû:

Lt = Lt−1 + λ(ωt, γt).

Çäåñü L0(θ) = L0 = 0 äëÿ âñåõ θ.
ENDFOR
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Ïðîòîêîë îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê äåéñòâèé (õîäû) èãðîêîâ. Êàæ-
äûé èãðîê ìîæåò ïðè îïðåäåëåíèè ñâîåãî äåéñòâèÿ èñïîëüçîâàòü
âñþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ èçâåñòíà ê íà÷àëó åãî õîäà.

Öåëüþ Ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ âûáîð òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïðîãíîçîâ γ1, γ2, . . . , ÷òîáû äëÿ êàæäîãî t åãî ñóììàðíûå
ïîòåðè Lt áûëè áû ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè íå áîëüøå ÷åì
ñóììàðíûå ïîòåðè íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî ýêñïåðòà, ò.å. íå áîëü-
øå ÷åì inf

θ
Lt(θ).

Ïðèðîäà ìîæåò áûòü âðàæäåáíîé ïî îòíîøåíèþ ê Ñòàòèñòè-
êó: âûäàâàåìûå åþ èñõîäû ωt ìîãóò çàâèñåòü îò ïðîãíîçîâ γt, òàê
êàê Ïðèðîäà âûäàåò èñõîä ωt òîãäà, êîãäà ïðîãíîç γt óæå âûäàí
Ñòàòèñòèêîì.

Êîëè÷åñòâåííîé îöåíêîé ìåòîäà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êó-
ìóëÿòèâíàÿ îøèáêà, èëè êóìóëÿòèâíûé ðåãðåò (cumulative regret)
îòíîñèòåëüíî ýêñïåðòà θ :

Rθ,T =
T∑
t=1

(λ(ωt, γt)− λ(ωt, ξθt )) = LT − LT (θ). (3.10)

Öåëü ìåòîäà ïðåäñêàçàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

lim sup
T→∞

1
T

(LT − inf
θ
LT (θ)) 6 0. (3.11)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íå èñêëþ÷àåòñÿ òîò ñëó÷àé, êîãäà Ñòàòè-
ñòèê ìîæåò ïðåäñêàçûâàòü äàæå ëó÷øå, ÷åì ýêñïåðò, èìåþùèé
íàèìåíüøèå ïîòåðè.

3.3. Àëãîðèòì ýêñïîíåíöèàëüíîãî
âçâåøèâàíèÿ ýêñïåðòíûõ ðåøåíèé

Ïðîãíîçû áóäóò ýëåìåíòàìè n-ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Rn. Òàêèì îáðàçîì, èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà (êàê âåêòîðû ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè).

Ïîäíîæåñòâî Z åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà (íàïðèìåð, Rn) íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê z, z′ ∈ Z è ëþáîãî
÷èñëà 0 6 p 6 1 òî÷êà pz′ + (1− p)z′′ ∈ Z.
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Ôóíêöèÿ h(z), îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå Z, íàçû-
âàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå íàäãðàôèê {(x, y) : y > h(x)} � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî åñëè äëÿ ëþáûõ z, z′ ∈ Z
è ëþáîãî ÷èñëà 0 6 p 6 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

h(pz′ + (1− p)z′′) 6 ph(z′) + (1− p)h(z′′). (3.12)

Çàäàíû ìíîæåñòâà èñõîäîâ Ω è ìíîæåñòâî ïðîãíîçîâ Γ. Çàäàíà
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ).

Ïóñòü ìíîæåñòâî ýêñïåðòîâ êîíå÷íî: Θ = {1, . . . , N}. Â ýòîì
ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîãíîçîâ Γ � âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî Rn, à ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
ïî ïðîãíîçó γ.

Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì âçâåøèâàíèÿ ýêñïåðòíûõ ïðîãíîçîâ âû-
÷èñëÿåò ïðîãíîç Ñòàòèñòèêà ïî ôîðìóëå

γt =

N∑
i=1

wi,t−1ξ
i
t

N∑
j=1

wj,t−1

=
N∑
i=1

w∗i,t−1ξ
i
t, (3.13)

ãäå ξit ∈ Rn � ïðîãíîç i-ãî ýêñïåðòà íà øàãå t, wi,t−1, i = 1, . . . , N ,
� âåñà, ïðèïèñàííûå ýêñïåðòàì íà øàãå t,

w∗i,t−1 =
wi,t−1

N∑
j=1

wj,t−1

(3.14)

� íîðìèðîâàííûå âåñà. Òàê êàê Γ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, γt ∈ Γ
äëÿ âñåõ t.

Â àëãîðèòìå ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ â êà÷åñòâå âåñîâ
ýêñïåðòîâ áåðóò âåëè÷èíû

wi,t−1 = e−ηLt−1(i), (3.15)

i = 1, . . . , N , ãäå Lt−1(i) � ñóììàðíûå ïîòåðè i-ãî ýêñïåðòà íà
øàãàõ îò 1 äî t − 1, η > 0 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð � ïàðàìåòð

îáó÷åíèÿ.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïðîãíîç Ñòàòèñòèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

γt =

N∑
i=1

ξite
−ηLt−1(i)

N∑
j=1

e−ηLt−1(j)

=
N∑
i=1

w∗i,t−1ξ
i
t, (3.16)

ãäå

w∗i,t−1 =
e−ηLt−1(i)

N∑
j=1

e−ηLt−1(j)

(3.17)

� âåñ ýêñïåðòà i, i = 1, . . . , N .
Îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøè-

âàíèÿ èçó÷àþòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.3. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â [0, 1].
Òîãäà äëÿ ëþáûõ η > 0, T è ω1, . . . , ωT ∈ Ω êóìóëÿòèâíàÿ

îøèáêà àëãîðèòìà ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ óäîâëåòâîðÿ-

åò íåðàâåíñòâó

LT − min
i=1,..., N

LT (i) 6
lnN
η

+
Tη

8
. (3.18)

Ïðè η =
√

8 lnN/T âåðõíÿÿ îöåíêà èìååò âèä:
√

1
2T lnN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

Wt =
N∑
i=1

wi,t =
N∑
i=1

e−ηLt(i), (3.19)

W0 = N .
Â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâî Õåôäèí-

ãà, êîòîðîå ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî â ðàçäåëå 3.6 â âèäå ëåì-
ìû 3.3. Ýòà ëåììà óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå: ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà è a 6 X 6 b. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ R

lnE(esX) 6 sE(X) +
s2(b− a)2

8
,
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ãäå E � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè íèæíåé

è âåðõíåé îöåíîê âåëè÷èíû ln WT
W0

.
Íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî

òàê êàê wi,0 = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N ,

ln
WT

W0
= ln

(
N∑
i=1

e−ηLT (i)

)
− lnN >

> ln
(

max
i=1, ..., N

e−ηLT (i)

)
− lnN =

= −η min
i=1, ..., N

LT (i)− lnN. (3.20)

Âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû ln WT
W0

ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäó-
þùèõ âûêëàäîê. Èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t

ln
Wt

Wt−1
= ln

N∑
i=1

e−ηλ(ωt,ξit)e−ηLt−1(i)

N∑
i=1

e−ηLt−1(i)

=

= ln

N∑
i=1

wi,t−1e
−ηλ(ωt,ξit)

N∑
j=1

wj,t−1

= E(e−ηλ(ωt,ξit)), (3.21)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

w∗i,t−1 =
wi,t−1

N∑
j=1

wj,t−1

,

i = 1, . . . , N .
Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Õåôäèíãà (3.34), â êîòîðîì a = 0,

b = 1, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå λ(ωt, ξit) ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ w∗i,t−1. Èñïîëüçóåì òàêæå âûïóêëîñòü ôóíêöèè ïîòåðü
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λ(ω, γ) ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:

ln
Wt

Wt−1
6 −η

N∑
i=1

wi,t−1λ(ωt, ξit)

N∑
j=1

wj,t−1

+
η2

8
6

6 −ηλ

ωt,
N∑
i=1

wi,t−1ξ
i
t

N∑
j=1

wj,t−1

+
η2

8
=

= −ηλ(ωt, γt) +
η2

8
, (3.22)

ãäå γt � ïðîãíîç ïî àëãîðèòìó ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñìåøèâàíèÿ
(3.16).

Îòñþäà, ñóììèðóÿ (3.22) ïî t = 1, . . . , T , ïîëó÷èì

ln
WT

W0
=

t∑
i=1

ln
Wi

Wi−1
6 −ηLT +

η2

8
T. (3.23)

Èñïîëüçóÿ íèæíþþ îöåíêó (3.20) è âåðõíþþ îöåíêó (3.23), ïîëó-
÷èì

LT 6 min
i=1,..., N

LT (i) +
lnN
η

+
η

8
T. (3.24)

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè η =

√
8 lnN/T âåðõíÿÿ îöåíêà èìååò âèä:√

1
2T lnN . Î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà η çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ åãî âûáîðà íàäî ôèêñèðîâàòü âåëè÷èíó T
� ãîðèçîíò, äî êîòîðîãî äåëàåòñÿ ïðåäñêàçàíèå.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïðèìåíåíèè òàê íàçûâàåìîãî ¾òðþêà óäâîåíèÿ¿: âðåìÿ ðàç-
äåëÿåòñÿ íà ïåðèîäû ñ ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþùåé äëèíîé.
Âíóòðè êàæäîãî òàêîãî ïåðèîäà èñïîëüçóåòñÿ ïîñòîÿííûé ïàðà-
ìåòð η, ïîäîáðàííûé äëÿ êîíöà T ïåðèîäà, êàê ýòî óêàçàíî âûøå.
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Êîãäà î÷åðåäíîé ïåðèîä çàêàí÷èâàåòñÿ, ïàðàìåòð η ñîîòâåòñòâó-
þùèì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ.

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ ïî T îöåíêó:

LT − min
i=1, ..., N

LT (i) 6

√
2√

2− 1

√
1
2
T lnN.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå ëó÷øàÿ îöåíêà, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè
ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà îáó÷åíèÿ, ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåì ðàçäå-
ëå.

3.4. Àëãîðèòì ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâà-
íèÿ ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì îáó÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíóþ êîíñòðóêöèþ àëãîðèòìà
ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì îáó-
÷åíèÿ, ïðåäëîæåííóþ Àëåêñååì ×åðíîâûì [5].

Äàëåå, LT (i) � ñóììàðíûå ïîòåðè i-ãî ýêñïåðòà çà ïåðâûå T
øàãîâ, L̂T � ñóììàðíûå ïîòåðè Ñòàòèñòèêà.

Ìíîæåñòâî ýêñïåðòîâ êîíå÷íî: Θ = {1, . . . , N}, ìíîæåñòâî
ïðîãíîçîâ Γ � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn, à ôóíêöèÿ ïîòåðü
λ(ω, γ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî ïðîãíîçó γ.

Ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ � â
êà÷åñòâå âåñîâ ýêñïåðòîâ áåðåì âåëè÷èíû

wi,t−1 = e−ηtLt−1(i),

i = 1, . . . , N , ãäå Lt−1(i) � ñóììàðíûå ïîòåðè i-ãî ýêñïåðòà íà
øàãàõ îò 1 äî t− 1, ηt > 0 � ïåðåìåííûé ïàðàìåòð îáó÷åíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äîáèòüñÿ ðàâíîìåðíîé ïî øàãàì âåðõíåé
îöåíêè îøèáêè ïðåäñêàçàíèÿ.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë η1 > η2 > . . ., äëÿ ëþáîãî n > 1 è äëÿ

ëþáûõ ω1, . . . , ωn ∈ Ω, îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ (ðåãðåò) àëãîðèòìà
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ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì îáó-

÷åíèÿ ηt óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

L̂T − min
i=1,...,N

LT (i) 6
lnN
ηT

+
1
8

T∑
t=1

ηt . (3.25)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ηt =
√

4 lnN
t , t = 1, . . . , n, âûïîëíåíî

L̂T − min
i=1,...,N

LT (i) 6
√
T lnN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà øàãå t Ñòàòèñòèê âû÷èñëÿåò ñâîå ïðåäñêà-
çàíèå ïî ôîðìóëå p̂t =

∑N
i=1 ξ

i
twi,t−1/Wt−1, ãäå wi,t−1 = e−ηtLt−1(i)

è Wt−1 =
∑N

j=1wj,t−1. Èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè λ ïî âòîðîìó àð-
ãóìåíòó ïîëó÷àåì

λ(ωt, p̂t) 6
N∑
i=1

wi,t−1

Wt−1
λ(ωt, ξit) .

Ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî Õåôäèíãà è ïîëó÷àåì

e
−ηt

∑N
i=1

wi,t−1
Wt−1

λ(ωt,ξit) >
N∑
i=1

wi,t−1

Wt−1
e−ηtλ(ωt,ξit)−η2

t /8

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

e−ηtλ(ωt,p̂t) >
N∑
i=1

wi,t−1

Wt−1
e−ηtλ(ωt,ξit)−η2

t /8 . (3.26)

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

si,t−1 = e−ηt−1Lt−1(i)+ηt−1(L̂t−1− 1
8

∑t−1
k=1 ηk)

è çàìåòèì, ÷òî

wi,t−1

Wt−1
=

1
N (si,t−1)

ηt
ηt−1∑N

j=1
1
N (sj,t−1)

ηt
ηt−1

. (3.27)
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Äîêàæåì, ÷òî
∑N

j=1
1
N sj,t 6 1 ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî t.

Ïðè t = 0 ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî, òàê êàê si,0 = 1 äëÿ âñåõ
i. Äîïóñòèì, ÷òî

∑N
j=1

1
N sj,t−1 6 1. Òîãäà

N∑
j=1

1
N

(sj,t−1)
ηt
ηt−1 6

 N∑
j=1

1
N
sj,t−1


ηt
ηt−1

6 1 , (3.28)

òàê êàê ôóíêöèÿ x 7→ xα âîãíóòàÿ è ìîíîòîííàÿ ïî x > 0
è α ∈ [0, 1] è òàê êàê 0 6 ηt 6 ηt−1. Èñïîëüçóÿ (3.28) â êà-
÷åñòâå ãðàíèöû çíàìåíàòåëÿ èç ïðàâîé ÷àñòè (3.27), ïîëó÷èì

wi,t−1/Wt−1 > (si,t−1)
ηt
ηt−1 /N . Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ (3.26), ïîëó÷èì

e−ηtλ(p̂t,yt) >
N∑
i=1

1
N

(si,t−1)
ηt
ηt−1 e−ηtλ(ωt,ξit)−η2

t /8 .

Çàìåòèì, ÷òî

si,t = (si,t−1)
ηt
ηt−1 e−ηtλ(ωt,ξit)+ηtλ(ωt,p̂t)−η2

t /8.

Îòñþäà ïîëó÷èì
∑N

j=1
1
N sj,t 6 1.

Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i âûïîëíåíî 1
N si,n 6

∑N
j=1

1
N sj,n 6

1, ïîëó÷àåì

−ηnLn(i) + ηn

(
L̂n −

1
8

n∑
k=1

ηk

)
6 lnN,

îòñþäà ñëåäóåò (3.25).

3.5. Ðàíäîìèçèðîâàííûå ïðîãíîçû

Çàäàíû ìíîæåñòâà èñõîäîâ Ω è ìíîæåñòâî ïðîãíîçîâ Γ. Èìååòñÿ
N ýêñïåðòîâ. Çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ). Â ýòîì
ðàçäåëå ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòåðü âûïóêëàÿ ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó.

Íàïîìíèì ïðîòîêîë äåòåðìèíèðîâàííîé èãðû íà ïðåäñêàçà-
íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðòíûõ ïðîãíîçîâ.
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Ïóñòü L0 = 0, L0(i) = 0, i = 1, . . . , N .
FOR t = 1, 2, . . .
Ýêñïåðò i âûáèðàåò ïðîãíîç: ξit ∈ Γ, i = 1, . . . , N .
Ñòàòèñòèê âûáèðàåò ïðîãíîç: γt ∈ Γ.
Ïðèðîäà âûáèðàåò èñõîä: ωt ∈ Ω.
Ýêñïåðò i âû÷èñëÿåò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t èãðû:

Lt(i) = Lt−1(i) + λ(ωt, ξit),

ãäå i = 1, . . . , N .
Ñòàòèñòèê âû÷èñëÿåò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t èãðû:

Lt = Lt−1 + λ(ωt, γt).

ENDFOR
Êàæäûé èãðîê ìîæåò ïðè îïðåäåëåíèè ñâîåãî äåéñòâèÿ èñ-

ïîëüçîâàòü âñþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ èçâåñòíà ê íà÷àëó åãî õîäà.
Ïîòåðè Ñòàòèñòèêà íà øàãàõ t = 1, . . . , T ðàâíû

LT =
T∑
t=1

λ(ωt, γt).

Ïîòåðè ýêñïåðòà i íà øàãàõ t = 1, . . . , T ðàâíû

LT (i) =
T∑
t=1

λ(ωt, ξit).

Ïðèìåð. Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêî-
òîðûõ èãðàõ ñ íåâûïóêëîé ïî ïðîãíîçó ôóíêöèåé ïîòåðü λ(ω, γ)
ëþáîé ìåòîä äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðåäñêàçàíèé èìååò íåäîïóñòè-
ìî áîëüøóþ îøèáêó, êîòîðàÿ ðàñòåò ëèíåéíî ñ ðîñòîì äëèíû ïå-
ðèîäà ïðåäñêàçàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ èãðó ñ äâóìÿ ýêñïåðòàìè 1 è 2. Ïðîñòðàí-
ñòâà èñõîäîâ è ïðîãíîçîâ ñîâïàäàþò: Ω = Γ = [1, 2]. Ïîòåðè ïðè
ïðåäñêàçàíèè γ è èñõîäå ω ðàâíû: λ(ω, γ) = 1{ω 6=γ} � õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà {(ω, γ) : γ 6= ω}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïîòåðü íå ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëîé ïî ïðîãíîçó.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííîé ñòðàòåãèè Ñòà-

òèñòèêà γ1, γ2, . . . ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäîâ
ω1, ω2, . . . , ÷òî ïîòåðè Ñòàòèñòèêà ìàêñèìàëüíû, ò.å. LT = T
äëÿ âñåõ T . Äåéñòâèòåëüíî, Ïðèðîäà ìîæåò îïðåäåëèòü äëÿ âñåõ
t = 1, 2, . . . :

ωt =
{

2, åñëè γt = 1,
1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì äâóõ ýêñïåðòîâ, îäèí èç êîòîðûõ � ýêñïåðò 1, âñåãäà
ïðåäñêàçûâàåò ξ1

t = 1, à äðóãîé � ýêñïåðò 2, âñåãäà ïðåäñêàçûâàåò
ξ2
t = 2, t = 1, 2, . . . Ïóñòü Lt(i) � ïîòåðè i-ãî ýêñïåðòà, i = 1, 2.
Çàìåòèì, ÷òî Ñòàòèñòèê ïðè ïðîãíîçå γt = 1 ïðîñòî ñëåäóåò

ðåøåíèþ ýêñïåðòà 1, à ïðè ïðîãíîçå γt = 2 � ñëåäóåò ðåøåíèþ
ýêñïåðòà 2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èñõîäîâ ω1, ω2, . . . , ωt ÷èñëî åäèíèö èëè ÷èñëî äâîåê áóäóò
íå áîëüøå ÷åì t/2, ó îäíîãî èç ýêñïåðòîâ ïîòåðè áóäóò íå áîëåå
÷åì t/2. Ïîýòîìó mini=1,2 Lt(i) 6 t/2 äëÿ âñåõ t.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè Ñòàòèñòèêà ¾àäàïòèâ-
íî âðàæäåáíàÿ¿Ïðèðîäà ìîæåò ïðåäîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ω1, ω2, . . . òàêóþ, ÷òî

LT − min
i=1,2

Lt(i) > T/2

äëÿ âñåõ T .
Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íåâû-

ïóêëûõ ôóíêöèÿõ ïîòåðü Ïðèðîäà ìîæåò âûäàâàòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èñõîäîâ òàê, ÷òî ïðè ëþáûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ äåé-
ñòâèÿõ Ñòàòèñòèêà åãî ïîòåðè çà ëþáîé ïåðèîä èãðû T èìåþò
îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ > T/2.

Ýòîò æå ïðèìåð ïîäõîäèò äëÿ Ω = Γ = {1, 2}.
Äàííóþ ïðîáëåìó Ñòàòèñòèê ìîæåò ïðåîäîëåòü ñ ïîìîùüþ

ðàíäîìèçàöèè ïðîãíîçîâ. Òî÷íåå ïðîãíîçàìè áóäóò ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè � ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå âñåõ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ïðîãíîçîâ. Âìåñòî ôóíêöèè ïîòåðü áóäåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ê êîòîðîìó ìû ïðèìåíèì
ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.1.
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Ïóñòü òåïåðü íà êàæäîì øàãå t èãðû Ïðåäñêàçàòåëü âûäàåò
ïðîãíîç â âèäå ñìåøàííîé ñòðàòåãèè � ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé p̄t = {p1,t, . . . , pN,t} íà ìíîæåñòâå ýêñïåðòîâ {1, . . . , N}.

Ìû ââåäåì åøå îäíîãî èãðîêà � Ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë,
êîòîðûé áóäåò ãåíåðèðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {1, . . . , N} ñî-
ãëàñíî çàäàííîìó åìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé.

Ïðîòîêîë ðàíäîìèçèðîâàííîé èãðû èìååò ñëåäóþùèé âèä.
Ïóñòü L0 = 0, L0(i) = 0, i = 1, . . . , N .
FOR t = 1, 2, . . .
Ýêñïåðò i âûáèðàåò ïðîãíîç: ξit ∈ Γ, i = 1, . . . , N .
Ñòàòèñòèê âûäàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé: p1,t, . . . , pN,t íà
ìíîæåñòâå ýêñïåðòîâ {1, . . . , N}.
Ïðèðîäà âûáèðàåò èñõîä: ωt ∈ Ω.
Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûáèðàåò ýêñïåðòà: it ∈ {1, . . . , N} ñ
âåðîÿòíîñòüþ pi,t.
Ýêñïåðò i âû÷èñëÿåò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t èãðû:

Lt(i) = Lt−1(i) + λ(ωt, ξit),

ãäå i = 1, . . . , N .
Ñòàòèñòèê âû÷èñëÿåò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t èãðû:

Lt = Lt−1 + λ(ωt, ξitt ).

ENDFOR
Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà îñíîâå ãåíåðàòî-
ðà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Ââîäèì ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå It, òàê ÷òî It = i òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

Ut ∈

 i−1∑
j=1

pj,t,
i∑

j=1

pj,t

 ,
ãäå âåëè÷èíû U1, U2, . . . � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íûå â åäèíè÷íîì îòðåçêå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Èç îïðåäåëåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî P{It = i} = pi,t äëÿ âñåõ t.
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Â òàêîé èãðå ïîòåðè Ñòàòèñòèêà λ(ωt, ξItt ) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé. Â ýòîì ñëó÷àå êà÷åñòâî Ñòàòèñòèêà èçìåðÿåòñÿ
òàêæå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé � ñëó÷àéíîé îøèáêîé ïðåäñêàçàíèÿ:

LT − min
i=1,...,N

LT (i) =
T∑
t=1

λ(ωt, ξItt )− min
i=1,...,N

T∑
t=1

λ(ωt, ξit). (3.29)

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó, ïðè êîòîðîé öåëüþ Ñòàòèñòèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îøèáêè (3.29) :

E(LT − min
i=1,...,N

LT (i)) =

= E(LT )− min
i=1,...,N

LT (i) =

=
T∑
t=1

E(λ(ωt, ξItt ))− min
i=1,...,N

T∑
t=1

λ(ωt, ξit) =

=
T∑
t=1

N∑
i=1

λ(ωt, ξit)pi,t − min
i=1,...,N

T∑
t=1

λ(ωt, ξit). (3.30)

Áóäåì âû÷èñëÿòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå ýêñ-
ïåðòîâ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.1) èç ðàçäåëà 3.1. Íà øàãå t
îïðåäåëèì

pi,t =
β

t−1∑
s=1

lis

N∑
j=1

β

t−1∑
s=1

ljs

, (3.31)

ãäå lis = λ(ωs, ξis) ïðè i = 1, . . . , N , 0 < β < 1.
Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ñòðàòåãèé (3.31) áóäåò

íàçûâàòüñÿ âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâå-

øèâàíèÿ.
Èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü LT � ñëó÷àéíûå êóìóëÿòèâíûå ïîòåðè àë-

ãîðèòìà Hedge(β) çà T øàãîâ ïðè β = g(T/ lnN), ãäå

g(x) =
1

1 +
√

2
x

.
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Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àé-

íûõ ïîòåðü âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâå-

øèâàíèÿ

E(LT ) 6 min
i
LT (i) +

√
2T lnN + lnN. (3.32)

Íåäîñòàòêîì ýòîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïàðàìåòð β çàâèñèò
îò ãîðèçîíòà T . Ñì. òàêæå êîììåíòàðèé â êîíöå ðàçäåëà 3.3.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t âåêòîð âåðîÿòíîñòåé {p1,t, . . . , pN,t}
íà ìíîæåñòâå ýêñïåðòîâ çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäøå-
ñòâóþùèõ èñõîäîâ ω1, . . . , ωt−1, âûäàâàåìûõ Ïðèðîäîé, à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ω1, . . . , ωt, â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò çàâèñåòü îò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé {p1,s, . . . , pN,s}, s = 1, . . . t, âû-
äàâàåìûõ Ñòàòèñòèêîì.

Ïî òåîðåìå Èîíåñêî�Òóëü÷è (ñì. [3]) ñóùåñòâóåò ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé P, îïðåäåëåííîå íà áåñêîíå÷íûõ òðàåêòîðè-
ÿõ âûáèðàåìûõ ýêñïåðòîâ i1, i2, . . . , ãäå it ∈ {1, . . . N}, ïðè âñåõ
t = 1, 2, . . . , ïîðîæäåííîå âñåìè ðàñïðåäåëåíèÿìè {p1,t, . . . , pN,t},
t = 1, 2, . . .

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 3.6 èç íåðàâåíñòâà Õåôäèíãà�Àçóìû (ëåì-
ìà 3.4 íèæå), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç íåðàâåí-
ñòâà 3.32.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü 0 < δ < 1. Òîãäà ôóíêöèÿ ïîòåðü âåðî-

ÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 1− δ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

T∑
t=1

λ(ωt, ξItt )− min
i=1,..., N

T∑
t=1

λ(ωt, ξit) 6

6
√

2T lnN + lnN +

√
1
2
T ln

1
δ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Xt = λ(ωt, ξItt )− E(λ(ωt, ξItt )) =

= λ(ωt, ξItt )−
N∑
i=1

λ(ωt, ξit)pi,t
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ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ìàðòèíãàë-
ðàçíîñòåé. Ïîýòîìó äëÿ èõ ñóìì

ST =
T∑
t=1

Xt

ïî ñëåäñòâèþ 3.6 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P{ST > c} 6 e−
2c2

T ,

ãäå c � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (ñì. íåðàâåíñòâî (3.37)).
Îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P

{
ST >

√
1
2
T ln

1
δ

}
6 δ.

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ òåïåðü ïðÿìî ñëåäóåò èç ýòîãî íåðà-
âåíñòâà è íåðàâåíñòâ (3.30) è (3.32). 4

Ïðåäñêàçàòåëü íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíûì ïî Õàííàíó, åñëè ñ
P-âåðîÿòíîñòüþ 1

lim sup
T→∞

1
T

(
T∑
t=1

λ(ωt, ξItt )− min
i=1,..., N

T∑
t=1

λ(ωt, ξit)

)
6 0. (3.33)

Ñëåäñòâèå 3.1 âëå÷åò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3.2. Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ýêñïîíåíöèàëüíîãî

âçâåøèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíûì ïî Õàííàíó.

Ïîÿñíèì, êàê ñîîòíîñèòñÿ ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â íà÷àëå ýòîãî
ðàçäåëà, ñî ñëåäñòâèåì 3.2. Â ïðèìåðå Ñòàòèñòèê ïðè ïðîãíî-
çå γt = 1 íà øàãå t ïðîñòî ñëåäóåò ðåøåíèþ ýêñïåðòà it = 1, à
ïðè ïðîãíîçå γt = 2 - ñëåäóåò ðåøåíèþ ýêñïåðòà it = 2. Ïîëó÷àåì
áåñêîíå÷íóþ òðàåêòîðèþ âûáèðàåìûõ ýêñïåðòîâ: i1, i2, . . . Ïðè
ðàíäîìèçèðîâàííîì âûáîðå ýêñïåðòîâ P-âåðîÿòíîñòè âûáðàòü ýòó
òðàåêòîðèþ, à òàêæå ëþáóþ äðóãóþ, íà êîòîðîé íàðóøàåòñÿ óñëî-
âèå (3.33), ðàâíû 0.
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3.6. Íåêîòîðûå çàìå÷àòåëüíûå íåðàâåíñòâà

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî çàìå÷àòåëüíûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå íåîäíî-
êðàòíî èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì. Îñíîâíûì òàêèì
íåðàâåíñòâîì áóäåò íåðàâåíñòâî Õåôäèíãà.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è a 6 X 6 b. Òîãäà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ R

lnE(esX) 6 sE(X) +
s2(b− a)2

8
. (3.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

lnE(esX) = sE(X) + lnE(es(X−E(X))),

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ
E(X) = 0, a 6 X 6 b, áóäåò

E(esX) 6 es
2(b−a)2/8.

Èç âûïóêëîñòè ýêñïîíåíòû èìååì

esx 6
x− a
b− a

esb +
b− x
b− a

esa

ïðè a 6 x 6 b.
Îáîçíà÷èì p = − a

b−a . Òàê êàê E(X) = 0, òî ïðèìåíÿÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
ïðè x = X :

E(esX) 6 − a

b− a
esb +

b

b− a
esa =

= (1− p+ pes(b−a))e−ps(b−a) = eϕ(u),

ãäå u = s(b− a), ϕ(u) = −pu+ ln(1− p+ peu).
Ïðîèçâîäíàÿ ϕ(u) ïî u ðàâíà

ϕ′(u) = −p+
p

p+ (1− p)e−u
.
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Èìååì ϕ(0) = ϕ′(0) = 0. Êðîìå òîãî,

ϕ′′(u) =
p(1− p)e−u

(p+ (1− p)e−u)2
6

1
4
.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì q = (1 − p)e−u. Òîãäà íàäî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî pq

(p+q)2
6 1

4 , êîòîðîå ñëåäóåò èç (p− q)2 > 0.
Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ [0, u] ïîëó÷àåì

ϕ(u) = ϕ(0) + uϕ′(0) +
u2

2
ϕ′′(θ) 6

u2

8
=
s2(b− a)2

8
,

òàê êàê u = s(b− a). Ëåììà äîêàçàíà. 4
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé, ðàçúÿñíÿþùèõ çíà÷åíèå ýòî-

ãî íåðàâåíñòâà.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà òàêàÿ, ÷òî

P{a 6 X 6 b} = 1. Òîãäà

P{|X − E(X)| > c} 6 2e
− 2c2

(b−a)2 . (3.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì íåðàâåíñòâî Ìàð-
êîâà. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, X > 0. Èç

E(X) =
∫
XdP >

∫
{X>c}

XdP > cP{X > c}

ñëåäóåò, ÷òî P{X > c} 6 E(X)/c.
Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî (3.34), ïîëó÷èì

P{X − E(X) > c} = P{es(X−E(X)) > ecs} 6 e−cs+
s2(b−a)2

8

äëÿ âñåõ s. Íàõîäèì ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè ïî s. Îí äîñòèãàåòñÿ
ïðè s = 4c/(b− a)2. Îòñþäà ïîëó÷àåì

P{X − E(X) > c} 6 e
− 2c2

(b−a)2 .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

P{X − E(X) < −c} 6 e
− 2c2

(b−a)2 .
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

P{|X − E(X)| > c} 6 2e
− 2c2

(b−a)2 .

4
Áîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç ýòîé ëåì-

ìû � íåðàâåíñòâî ×åðíîâà. 1

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ i = 1, 2, . . .
âûïîëíåíî P{ai 6 X 6 bi} = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 :

P

{
n∑
i=1

Xi − E
n∑
i=1

Xi > ε

}
6 exp

− 2ε2
n∑
i=1

(bi − ai)2

 ,

à òàêæå

P

{
n∑
i=1

Xi − E
n∑
i=1

Xi < −ε

}
6 exp

− 2ε2
n∑
i=1

(bi − ai)2

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ñëåäñòâèÿ 3.3. Èç íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è íåðàâåíñòâà (3.34) ïî-

1Äëÿ óäîáñòâà èíîãäà èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå exp(x) = ex.
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ëó÷àåì

P

{
n∑
i=1

(Xi − E(Xi)) > ε

}
6

6

E

(
exp(s

n∑
i=1

(Xi − E(Xi)))
)

exp(sε)
=

=

n∏
i=1

E(exp(s(Xi − E(Xi))))

exp(εs)
6

6

n∏
i=1

exp
(
s2(bi−ai)2

8

)
exp(εs)

6

6 exp

−εs+
s2

n∑
i=1

(bi − ai)2

8

 6

6 exp

− 2ε2
n∑
i=1

(bi − ai)2

 .

Ïðè ïðåõîäå îò âòîðîé ñòðîêè ê òðåòüåé ìû èñïîëüçîâàëè íåçà-
âèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . .

Ïðè ïåðåõîäå îò ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêè ê ïîñëåäíåé ñòðîêå ìû
èñïîëüçîâàëè ìèíèìèçàöèþ ïî s. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. 4

Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè äëÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ i = 1, 2, . . .
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âûïîëíåíî P{ai 6 X 6 bi} = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P

{
1
n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Xi − E(Xi))

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 2 exp

− 2n2ε2

n∑
i=1

(bi − ai)2

 .

Åñëè ai = 0, bi = 1 äëÿ âñåõ i, òî

P

{
1
n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Xi − E(Xi))

∣∣∣∣∣ > ε

}
6 2 exp

(
−2nε2

)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí V1, V2, . . . íàçûâàåòñÿ
ìàðòèíãàë-ðàçíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , åñëè äëÿ ëþáîãî i > 1 âåëè÷èíà Vi åñòü
ôóíêöèÿ îò X1, . . . , Xi è

E(Vi+1|X1, . . . , Xi) = 0

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåí-
ñòâîì Õåôäèíãà�Àçóìû.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü V1, V2, . . . � ìàðòèíãàë-ðàçíîñòü îòíîñè-

òåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , êðî-
ìå ýòîãî, Vi ∈ [Ai, Ai + ci] äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ai, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî X1, . . . , Xi, è íåêîòîðîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò ci. Åñëè Sk =
k∑
i=1

Vi, òî

äëÿ ëþáîãî s > 0

E(esSn) 6 e
(s2/8)

k∑
i=1

c2i
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E(esSn) = E(esSn−1E(esVn |X1, . . . , Xn−1)) 6

6 E(esSn−1es
2c2n/8) =

= es
2c2n/8E(esSn−1). (3.36)

Çäåñü ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîé ñòðîêè êî âòîðîé áûëà èñïîëüçîâàíà
ëåììà 3.3.
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Ðåçóëüòàò ëåììû ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èòåðàöèè íåðàâåíñòâà (3.36).
4

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 3.3.

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü V1, V2, . . . � ìàðòèíãàë-ðàçíîñòü îò-

íîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . ,
êðîìå ýòîãî, Vi ∈ [Ai, Ai + ci] äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ai, èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî X1, . . . , Xi, è íåêîòîðîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò ci. Åñëè Sn =
n∑
i=1

Vi, òî

äëÿ ëþáîãî n > 0

P{|Sn| > c} 6 2 exp

− 2c2

n∑
i=1

c2
i

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà

P{X > c} 6 E(X)/c

è íåðàâåíñòâî (3.34). Ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n :

P{Sn > c} = P{esSn > ecs} 6 exp

−cs+
s2

n∑
i=1

c2
i

8


äëÿ âñåõ s. Íàõîäèì ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè ïî s. Îí äîñòèãàåòñÿ

ïðè s = 4c/
n∑
i=1

c2
i . Îòñþäà ïîëó÷àåì

P{Sn > c} 6 exp

− 2c2

n∑
i=1

c2
i

 . (3.37)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

P{Sn < −c} 6 exp

− 2c2

n∑
i=1

c2
i

 .
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

P{|Sn| > c} 6 2 exp

− 2c2

n∑
i=1

c2
i

 .

Ñëåäñòâèå 3.7. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 3.6, ãäå ê òîìó æå ci = 1
äëÿ âñåõ i, ïîëó÷àåì

P

{
1
n
|Sn| > c

}
6 2e−2nc2 . (3.38)

Òàê êàê ðÿä ýêñïîíåíò â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.38) ñõî-
äèòñÿ, ïî ëåììå Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 3.8. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 3.6, ãäå ê òîìó æå âû-

ïîëíåíî B1 < ci < B2 äëÿ âñåõ i, äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ êîíñòàíò B1, B2 ïîëó÷àåì óñèëåííûé ìàðòèíãàëüíûé çàêîí

áîëüøèõ ÷èñåë:

P

{
lim
n→∞

Sn
n

= 0
}

= 1.
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Ãëàâà 4

Óñèëåíèå ïðîñòûõ

êëàññèôèêàòîðîâ � áóñòèíã

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä óñèëåíèÿ ïðîñòûõ êëàññè-
ôèêàòîðîâ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ áóñòèíã (Boosting). Ýòîò ìåòîä
îñíîâàí íà êîìáèíèðîâàíèè ïðèìèòèâíûõ ¾ñëàáûõ¿ êëàññèôèêà-
òîðîâ â îäèí ¾ñèëüíûé¿. Ïîä ¾ñèëîé¿ êëàññèôèêàòîðà â äàííîì
ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü (êà÷åñòâî) ðåøåíèÿ çàäà-
÷è êëàññèôèêàöèè, êîòîðîå îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ ñðåäíèì ÷èñëîì
îøèáîê êëàññèôèêàöèè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î ñåìåéñòâå àëãîðèòìîâ, â
îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò àëãîðèòì AdaBoost (îò àíãëèéñêèõ ñëîâ
¾àäàïòèâíîñòü¿ è ¾óñèëåíèå¿), ïðåäëîæåííûé Ôðîéíäîì è Øà-
ïèðå [10]. Ýòîò àëãîðèòì áûë óñïåøíî èñïîëüçîâàí âî ìíîãèõ îá-
ëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè äëÿ çàäà÷è ïîèñêà ëèö íà èçîáðàæåíèè. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ìåòîä óñèëåíèÿ ïðîñòûõ êëàññèôèêàòîðîâ ïðèìå-
íÿåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ è äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ìíîæå-
ñòâà êàê ïðèêëàäíûõ òàê è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

4.1. Àëãîðèòì AdaBoost

Â ýòîì ðàçäåëå àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü, èç-
ëîæåííûé â ðàçäåëå 3.1, áóäåò ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ çàäà÷è óñè-
ëåíèÿ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðà.
Ïðåäñêàçàòåëü ïîëó÷àåò âûáîðêó, S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)), ãäå
x̄i ∈ X è yi ∈ Y . Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Y = {0, 1}, X = Rn � ïîä-
ìíîæåñòâî n-ìåðíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ âñåõ i ïàðû (x̄i, yi) îäèíàêîâî
è íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû ñîãëàñíî íåèçâåñòíîìó íàì ðàñïðåäå-
ëåíèþ âåðîÿòíîñòåé P íà X × Y .

Còðîãèé àëãîðèòì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ε, δ > 0 ïðè îáó÷åíèè íà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñëó÷àéíîé âûáîð-
êå S ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − δ âûäàåò ãèïîòåçó êëàññèôèêàöèè hS ,
êîòîðàÿ èìååò îøèáêó îáîáùåíèÿ íå áîëåå ε. Êðîìå ýòîãî, âðå-
ìÿ ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà äîëæíî ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì
çàâèñåòü îò 1/ε, 1/δ è ðàçìåðà âûáîðêè.

Ñëàáûé àëãîðèòì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ äîë-
æåí óäîâëåòâîðÿòü òåì æå ñâîéñòâàì, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî
òî æå ñàìîå âûïîëíåíî äëÿ õîòÿ áû îäíîãî ε 6 1

2 − γ, ãäå γ > 0 �
êîíñòàíòà.

Ïóñòü D(i) � ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà èí-
äåêñàõ (ýëåìåíòàõ) âûáîðêè. Ïî îïðåäåëåíèþ D(i) > 0 äëÿ âñåõ i
è

l∑
i=1

D(i) = 1.

Åñòåñòâåííûé ïðèìåð òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ðàâíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íà ýëåìåíòàõ âûáîðêè: D(i) = 1/l äëÿ âñåõ i.

Îøèáêà îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîðà h íà îáó÷àþùåé âûáîðêå S
îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ D îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ε = D{i : h(x̄i) 6= yi} =
∑

i:h(x̄i)6=yi

D(i).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàñïðåäåëåíèè D(i) = 1/l îøèáêà îáó÷åíèÿ ðàâ-
íà äîëå ÷èñëà íåïðàâèëüíûõ êëàññèôèêàöèé îáúåêòîâ:

ε = |{i : h(x̄i) 6= yi}|/l.

Ìíîãèå àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå D(i) íà ýëåìåíòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè â êà÷åñòâå
âõîäíîãî ïàðàìåòðà.
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðåøàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé çàäà÷è �
ìû ðàññìîòðèì ìåòîä óñèëåíèÿ ñëàáîãî àëãîðèòìà êëàññèôèêà-
öèè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Áóäåò ïðèâåäåí àëãîðèòì AdaBoost
(ïðåäëîæåííûé Ôðîéíäîì è Øàïèðå [10]), êîòîðûé ïåðåñòðàè-
âàåò ïðîèçâîëüíûé ñëàáûé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè, èìåþùèé
îøèáêó îáó÷åíèÿ ε 6 1

2 − γ, â ñèëüíûé àëãîðèòì, èìåþùèé êàê
óãîäíî ìàëóþ îøèáêó îáó÷åíèÿ ε (âñå îøèáêè � îòíîñèòåëüíî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ D).

Àëãîðèòì AdaBoost
Âõîä àëãîðèòìà: âûáîðêà S = ((x̄1, y1), . . . , (x̄l, yl)), ðàñïðå-

äåëåíèå D íà {1, . . . , l}, ñëàáûé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè Weak-
Learn.
Îïðåäåëèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåñîâ: wi1 = D(i) äëÿ i = 1, . . . , l.

FOR t = 1, . . . , T
1) Ïîëàãàåì ïðè i = 1, . . . , l

pit =
wit
l∑

j=1
wjt

.

2) Âûçûâàåì àëãîðèòì WeakLearn, â êîòîðîì D(i) = pit äëÿ âñåõ
i è êîòîðûé âîçâðàùàåò ãèïîòåçó êëàññèôèêàöèè ht.
3) Âû÷èñëÿåì îøèáêó îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîðà ht :

εt =
l∑

i=1

pit|ht(x̄i)− yi|.

4) Ïîëàãàåì βt = εt/(1− εt).
5) Îïðåäåëèì àäàïòèðîâàííûå âåñà ïðè i = 1, . . . , l :

wit+1 = witβ
1−|ht(x̄i)−yi|
t .

ENDFOR

Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà: âûäàòü ãèïîòåçó
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h(x̄) =

 1, åñëè
T∑
t=1

ln(1/βt)ht(x̄) > 1
2

T∑
t=1

ln(1/βt),

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýêâèâàëåíòíî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãèïîòåç ht(x̄)

h̃(x̄) =
T∑
t=1

wtht(x̄),

ñ âåñàìè

wt =
ln(1/βt)
T∑
t=1

ln(1/βt)
,

ãäå t = 1, . . . , T . Ðåçóëüòèðóþùàÿ ãèïîòåçà � èíäèêàòîðíàÿ ôóíê-
öèÿ h(x̄), çàäàåòñÿ óñëîâèåì :

h(x̄) =
{

1, åñëè h̃(x̄) > 1
2 ,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ âåðñèþ
àëãîðèòìà îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü â ðåæèìå îíëàéí
Hedge(β) (ñì. ðàçäåë 3.1), â êîòîðîì ïàðàìåòð β äèíàìè÷åñêè èç-
ìåíÿåòñÿ ïî øàãàì àëãîðèòìà. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâîé-
ñòâåííàÿ âåðñèÿ ýòîãî àëãîðèòìà. Â äàííîì àëãîðèòìå âåñà ïðè-
ïèñûâàþòñÿ íå ñòðàòåãèÿì, à ýëåìåíòàì âûáîðêè. Òàê êàê òåïåðü
ïîòåðè íà øàãå t èçìåðÿþòñÿ âåëè÷èíîé lit = 1−|ht(x̄i)−yi|, òàêèå
ïîòåðè ðàâíû íóëþ, åñëè ãèïîòåçà ht íåïðàâèëüíî êëàññèôèöèðó-
åò îáúåêò xi, è îíè ìàêñèìàëüíû (åäèíèöà), åñëè êëàññèôèêàöèÿ
� ïðàâèëüíàÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, âåñ íåïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè
ðàñòåò, à âåñ ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, àëãîðèòì AdaBoost âûäåëÿåò ïðèìåðû, íà êîòîðûõ àëãî-
ðèòì WeakLearn äàåò íåïðàâèëüíûå êëàññèôèêàöèè è çàñòàâëÿåò
åãî îáó÷àòüñÿ íà ýòèõ ïðèìåðàõ.

Ïðè àíàëèçå áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâî ñëà-
áîãî àëãîðèòìà WeakLearn � ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè íà ýëåìåí-
òàõ âûáîðêè åãî îøèáêà îáó÷åíèÿ ìåíüøå ÷åì 1/2 íà íåêîòîðóþ
ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó γ.
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Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà AdaBoost îöåíèâàåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëàáûé àëãîðèòì êëàññèôèêà-

öèè WeakLearn ïðè åãî âûçîâàõ àëãîðèòìîì AdaBoost íà øàãàõ
t = 1, . . . , T âûäàåò ãèïîòåçû ñ îøèáêàìè îáó÷åíèÿ ε1, . . . , εT
(îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé, çàäàííûõ â âåê-
òîðíîì âèäå p̄1 = D̄, p̄2, . . . , p̄T ). Òîãäà îøèáêà îáó÷åíèÿ

ε = D{h(x̄i) 6= yi} =
∑

h(x̄i)6=yi

D(i)

ðåçóëüòèðóþùåé ãèïîòåçû h, âûäàííîé àëãîðèòìîì AdaBoost
ïîñëå T øàãîâ ðàáîòû, îãðàíè÷åíà

ε 6 2T
T∏
t=1

√
εt(1− εt). (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 3.1 è 3.2

èç ðàçäåëà 3.1, ìû îöåíèì ñâåðõó è ñíèçó âåëè÷èíó
l∑

i=1
wiT+1. Èìå-

åì âåðõíþþ îöåíêó:

l∑
i=1

wit+1 =
l∑

i=1

witβ
1−|ht(x̄i)−yi|
t 6

6
l∑

i=1

wit(1− (1− βt)(1− |ht(x̄i)− yi|)) =

=

(
l∑

i=1

wit

)
(1− (1− βt)(1− εt)). (4.2)

Èñïîëüçóÿ (4.2) T ðàç, ïîëó÷èì

l∑
i=1

wiT+1 6
T∏
t=1

(1− (1− βt)(1− εt)). (4.3)

170



Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå îøèáêè îáó÷åíèÿ εt àëãî-
ðèòìà WeakLearn íà øàãå t :

εt =
l∑

i=1

pit|ht(x̄i)− yi| =
l∑

i=1

 wit
l∑

j=1
wjt

 |ht(x̄i)− yi|.
Ëåììà 4.1. Ðåçóëüòèðóþùèé êëàññèôèêàòîð h äåëàåò îøèáêó

íà îáúåêòå x̄i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

T∏
t=1

β
−|ht(x̄i)−yi|
t >

(
T∏
t=1

βt

)−1/2

. (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óòâåðæäåíèå ïðÿìî ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ êëàññèôèêàòîðà hf â ñëó÷àå, êîãäà yi = 0,
òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå β−|ht(x̄i)−yi| = β−ht(x̄i) äëÿ âñåõ t. Ïî îïðå-
äåëåíèþ ðàâåíñòâî h(x̄i) = 1 ìîæåò áûòü òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

T∑
t=1

ln(1/βt)ht(x̄i) >
1
2

T∑
t=1

ln(1/βt). (4.5)

Íåðàâåíñòâî (4.5) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (4.4).
Ïóñòü òåïåðü yi = 1. Òîãäà ht(x̄i) 6 yi äëÿ âñåõ t. Ïîýòîìó

β−|ht(x̄i)−yi| = β−(1−ht(x̄i)) äëÿ âñåõ t. Â ýòîì ñëó÷àå

T∏
t=1

β
−|ht(x̄i)−yi|
t =

T∏
t=1

β−1+ht(x̄i) =
T∏
t=1

βht(x̄i)β−1. (4.6)

Ðàâåíñòâî h(xi) = 0 ïî îïðåäåëåíèþ âîçìîæíî òîëüêî ïðè

T∏
t=1

β−ht(x̄i) <

(
T∏
t=1

βt

)−1/2

.

Íåðàâåíñòâî (4.7) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

T∏
t=1

βht(x̄i) >

(
T∏
t=1

βt

)1/2

. (4.7)
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Íåðàâåíñòâî (4.7) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (4.6) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåí-
ñòâó (4.4) ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. 4

Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, çàìåòèì, ÷òî ïî îïðå-
äåëåíèþ

wiT+1 = D(i)
T∏
t=1

β
1−|ht(x̄i)−yi|
t . (4.8)

Èç (4.4) è (4.8) ïîëó÷àåì

l∑
i=1

wiT+1 >
∑

i:h(x̄i)6=yi

wiT+1 >

>

 ∑
i:h(x̄i)6=yi

D(i)

( T∏
t=1

βt

)1/2

=

= ε

(
T∏
t=1

βt

)1/2

, (4.9)

ãäå ε � îøèáêà îáó÷åíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî êëàññèôèêàòîðà h îò-
íîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ D.

Êîìáèíèðóÿ (4.3) è (4.9), ïîëó÷èì

ε 6
T∏
t=1

1− (1− βt)(1− εt)√
βt

. (4.10)

Òàê êàê ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ (4.10) íåîòðèöàòåëüíû, ìîæíî
ìèíèìèçèðîâàòü ïî βt êàæäûé ñîìíîæèòåëü îòäåëüíî. Ïðèðàâ-
íèâàåì ê íóëþ ïðîèçâîäíóþ ïî βt :

d

dβt

(
1− (1− βt)(1− εt)√

βt

)
= 0

è ïîëó÷àåì: βt = εt/(1− εt). Ïîäñòàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå äëÿ βt â
(4.10) è ïîëó÷àåì (4.1). Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
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Ñëåäñòâèå 4.1. Îøèáêà îáó÷åíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî êëàññèôè-

êàòîðà h óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ε 6 exp

(
−2

T∑
t=1

γ2
t

)
, (4.11)

ãäå εt = 1
2 − γt, γt > 0 ïðè t = 1, . . . , T .

Â ñëó÷àå, êîãäà γt = γ äëÿ âñåõ t, íåðàâåíñòâî (4.11) óïðîùà-
åòñÿ äî

ε 6 exp(−2Tγ2). (4.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â îöåíêå (4.1) òåîðåìû 4.1
ïðè εt = 1

2 − γt áóäåò

2
√
εt(1− εt) =

√
1− 4γ2

t .

Îòñþäà

ε 6
T∏
t=1

√
1− 4γ2

t =

= exp

(
T∑
t=1

1
2

ln(1− 4γ2
t )

)
6

6 exp

(
−2

T∑
t=1

γ2
t

)
. (4.13)

Íåðàâåíñòâî (4.11) äîêàçàíî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4.12) çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.11) â

ýòîì ñëó÷àå ïðåâðàùàåòñÿ â

ε 6 (1− 4γ2)T/2 = exp((T/2) ln(1− 4γ2)) 6 exp(−2Tγ2).

Îöåíêà (4.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþùóþ îöåíêó îøèáêè îáó÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâà ×åðíîâà.

Íåðàâåíñòâî (4.12) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî èòåðàöèé àëãî-
ðèòìà AdaBoost, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ îøèáêè îáó÷åíèÿ
6 ε ðåçóëüòèðóþùåãî êëàññèôèêàòîðà h :

T >
1

2γ2
ln

1
ε
.
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4.2. Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 1

Íàïèñàòü ïðîãðàììó àëãîðèòìà AdaBoost, èñïîëüçóþùåãî â
êà÷åñòâå ñëàáîãî àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè WeakLearn ãîòîâîå
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå SVM, îïèñàííîå â ðàçäåëå 1.8. Ïðîâåñòè
óñèëåíèå àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè ðóêîïèñíûõ öèôð èç ñàéòà

http : //www.cs.toronto.edu/roweis/data.html

Ïî ýòîìó àäðåñó èìåþòñÿ äàííûå èç áàçû USPS â ôîðìàòå
MATLAB, ñîäåðæàùèå öèôðîâûå îáðàçû ðàçëè÷íûõ íàïèñàíèé
ðóêîïèñíûõ öèôð.
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Ãëàâà 5

Ýëåìåíòû òåîðèè èãð

Â äàííîé ãëàâå ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå âîïðîñû
òåîðèè èãð � èãðû äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé. Ìû äîêàæåì ìè-
íèìàêñíóþ òåîðåìó Äæ. ôîí Íåéìàíà, à òàêæå ðàññìîòðèì ìåòî-
äû ðåøåíèÿ òàêèõ èãð. Äàëåå, â ðàçäåëå 5.4, ìû ïðèìåíèì ìèíè-
ìàêñíóþ òåîðåìó äëÿ ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿþùèõñÿ èãð íà
ïðåäñêàçàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ðàññìîòðåí íîâûé òåîðåòèêî-
èãðîâîé ïîäõîä ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïðåäëîæåííûé Âîâêîì è
Øåéôåðîì [14]. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà íàèáîëåå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ôîðìóëèðóåòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óíèâåð-
ñàëüíûõ ïðåäñêàçàíèé, ðàññìîòðåííàÿ â ãëàâå 2.

5.1. Àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû äâóõ èãðîêîâ

Ïóñòü X è Y � ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Ðññìîòðèì àí-
òàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó äâóõ ëèö. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñòðà-

òåãèþ x ∈ X; îäíîâðåìåííî ñ íèì âòîðîé èãðîê âûáèðàåò ñòðà-
òåãèþ y ∈ Y . Â íîðìàëüíîé ôîðìå èãðû êàæäûé èãðîê âûáèðàåò
ñòðàòåãèþ íåçàâèñèìî îò âûáîðà äðóãîãî èãðîêà. Çàäàíà ôóíêöèÿ
f(x, y) âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ïðîèãðûøà âòîðîãî èãðîêà. Ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëå-
íà íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X × Y .

Â ñëó÷àå f(x, y) < 0 âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà îòðèöàòåëüíûé,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîèãðûøåì.
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Öåëü ïåðâîãî èãðîêà � ìàêñèìèçàöèÿ ñâîåãî âûèãðûøà, öåëü
âòîðîãî èãðîêà çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ñâîåãî ïðîèãðûøà.

Åñëè ïåðâûé èãðîê âûáðàë ñòðàòåãèþ x, òî åãî âûèãðûø áó-
äåò íå ìåíüøå ÷åì infy∈Y f(x, y) íåçàâèñèìî îò âûáîðà âòîðîãî
èãðîêà. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì
äëÿ ïåðâîãî èãðîêà. Íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ
ïåðâîãî èãðîêà:

v = sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y)

íàçûâàåòñÿ íèæíèì çíà÷åíèåì èãðû.
Ñòðàòåãèÿ x0 ïåðâîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìèííîé, åñëè

inf
y∈Y

f(x0, y) = v.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ âòîðîãî èãðîêà, âûáîð ñòðàòåãèè y ãàðàíòèðóåò
åìó ìàêñèìàëüíûé ïðîèãðûø: supx∈X f(x, y) � åãî ãàðàíòèðîâàí-
íûé ðåçóëüòàò. Íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò âòîðîãî
èãðîêà � âåëè÷èíà

v = inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y)

íàçûâàåòñÿ âåðõíèì çíà÷åíèåì èãðû.
Ñòðàòåãèÿ y0 âòîðîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàêñíîé, åñëè

sup
x∈X

f(x, y0) = v.

Ëåììà 5.1. Â ëþáîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå v 6 v, ò.å.

sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y) 6 inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y

inf
y∈Y

f(x, y) 6 f(x, y) 6 sup
x∈X

f(x, y).

Îòñþäà
inf
y∈Y

f(x, y) 6 sup
x∈X

f(x, y).

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà çàâèñèò îò x, à ïðàâàÿ � íåò.
Ïîýòîìó

sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y) 6 sup
x∈X

f(x, y)
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äëÿ âñåõ y, ñëåäîâàòåëüíî,

v = sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y) 6 inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y) = v.

Ëåììà äîêàçàíà. 4
Òî÷êà (x0, y0) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè

f , åñëè

f(x, y0) 6 f(x0, y0) 6 f(x0, y) (5.1)

äëÿ âñåõ x ∈ X è y ∈ Y .
Óñëîâèå (5.1) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

max
x∈X

f(x, y0) = f(x0, y0) = min
y∈Y

f(x0, y). (5.2)

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ìû ïèøåì min âìåñòî inf èëè max âìåñòî sup,
òî èìååì ââèäó, ÷òî ýòè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ â
íåêîòîðîé òî÷êå.

Ãîâîðÿò, ÷òî àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà èìååò ðåøåíèå, åñëè
ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó (x0, y0). ×èñëî v = f(x0, y0)
íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì, èëè öåíîé èãðû, x0, y0 � îïòèìàëüíûå

ñòðàòåãèè èãðîêîâ, (x0, y0, v) � ðåøåíèå èãðû. Ýòè íàçâàíèÿ îïðàâ-
äûâàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 5.1. 1) Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x, y) èìåëà ñåäëîâóþ
òî÷êó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

max
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y). (5.3)

2) Ïóñòü âûïîëíåíî (5.3). Òîãäà ïàðà (x0, y0) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé, êîãäà x0 � ìàêñèìèííàÿ, à y0 �

ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè 1) è 2). Ïóñòü
(x0, y0) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(x, y). Òîãäà

v 6 sup
x∈X

f(x, y0) = f(x0, y0) = v = inf
y∈Y

f(x0, y) 6 v. (5.4)
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Îòñþäà v 6 v. Ïî ëåììå 5.1 èìååì ðàâåíñòâî v = v. Òîãäà â
(5.4) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà, è ïîýòîìó x0 � ìàêñèìèííàÿ, à y0 �
ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî (5.3) âûïîë-
íåíî. Âîçüìåì x0 � ìàêñèìèííóþ, y0 � ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèè.
Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé. Äåéñòâè-
òåëüíî,

f(x0, y0) > inf
y∈Y

f(x0, y) = v = v = sup
x∈X

f(x, y0) > f(x0, y0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ìîæíî ïîñòàâèòü
çíàêè ðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, (x0, y0) � ñåäëîâàÿ òî÷êà. 4

Èãðà â îðëÿíêó, ïðè êîòîðîé ïåðâûé èãðîê çàãàäûâàåò ÷èñëî
0 èëè 1, à âòîðîé îòãàäûâàåò, ñ ìàòðèöåé âûïëàò(

−1 1
1 −1

)
íå èìååò ñåäëîâîé òî÷êè. Äëÿ íåå íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé
ðåçóëüòàò äëÿ ïåðâîãî èãðîêà ðàâåí: v = maxi minj ai,j = −1, à
íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ âòîðîãî èãðîêà (ò.å.
åãî ïðîèãðûø) ðàâåí: v = minj maxi ai,j = 1. Ýòà èãðà íå èìååò
ðåøåíèÿ.

5.2. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ñåäëîâîé òî÷êè

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè,
ñëåäñòâèåì ê êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíàÿ òåîðåìà.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî Z ⊆ Rn åâêëè-
äîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
òî÷åê z, z′ ∈ Z è ëþáîãî ÷èñëà 0 6 p 6 1 òî÷êà pz′+ (1− p)z′′ ∈ Z.

Ôóíêöèÿ h(z), îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå Z, íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ z, z′ ∈ Z è ëþáîãî ÷èñëà
0 6 p 6 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

h(pz′ + (1− p)z′′) 6 ph(z′) + (1− p)h(z′′). (5.5)
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Ôóíêöèÿ h(z) íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(5.5), ãäå çíàê 6 çàìåíåí íà >.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü X, Y � âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn è Rm
ñîîòâåòñòâåííî (ãäå n è m � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà),
Y � êîìïàêò, ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà íà X × Y , ïðèíèìàåò
âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îãðàíè÷åíà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå,

ôóíêöèÿ f(x, ·) � âûïóêëàÿ è íåïðåðûâíàÿ (ïî y) äëÿ êàæäîãî

çíà÷åíèÿ x ∈ X, f(·, y) � âîãíóòàÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ y ∈ Y .
Òîãäà

sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y) = inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.1 íàäî äîêàçàòü, ÷òî

inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y) 6 sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y).

Äîïóñòèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî f(x, y) ∈ [0, 1].
Ôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 è äîñòàòî÷íîå áîëüøîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Èç êîìïàêòíîñòè Y ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ε-ñåòü â Y , ò.å. êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê {y1, . . . , yN} òàêîå, ÷òî
êàæäàÿ òî÷êà y ∈ Y íàõîäèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè îäíîé èç òî÷åê yi.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê y1, y2, . . . , yn ∈ Y è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x1, x2, . . . , xn ∈ X ðåêóðñèâíî. Ïóñòü x0

� ëþáàÿ òî÷êà X. Îïðåäåëèì ïðè t = 1, . . . , n :

yt =

N∑
i=1

yie−η
∑t−1
s=0 f(xs,yi)

N∑
j=1

e−η
∑t−1
s=0 f(xs,yj)

, (5.6)

ãäå η =
√

(8 lnN)/n è xt âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû áûëî

f(xt, yt) > sup
x∈X

f(x, yt)−
1
n
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.3 ñ ôóíêöèåé ïîòåðü λ(x, y) = f(x, y).

179



Â àëãîðèòìå ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ (5.6) âåëè÷èíû
yi � ïðîãíîçû ýêñïåðòîâ, i = 1, . . . , N , xt � èñõîäû, t = 1, . . . , n, yt
� ïðîãíîç Ñòàòèñòèêà. Ïî (3.18) ïîëó÷èì

n∑
t=1

f(xt, yt) 6 min
i=1,...,N

n∑
t=1

f(xt, yi) +

√
1
2
n lnN.

Äåëèì ýòî íåðàâåíñòâî íà n :

1
n

n∑
t=1

f(xt, yt) 6 min
i=1,...,N

1
n

n∑
t=1

f(xt, yi) +

√
lnN
2n

. (5.7)

Ïîëüçóåìñÿ âûïóêëîñòüþ ôóíêöèè f ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è âî-
ãíóòîñòüþ ïî ïåðâîìó, à òàêæå èñïîëüçóÿ (5.7), ïîëó÷àåì

inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y) 6

6 sup
x∈X

f

(
x,

1
n

n∑
t=1

yt

)
6

6 sup
x∈X

1
n

n∑
t=1

f(x, yt) 6

6
1
n

n∑
t=1

sup
x∈X

f(x, yt) 6

6
1
n

n∑
t=1

f(xt, yt) +
1
n

6

6 min
i=1, ..., N

1
n

n∑
t=1

f(xt, yi) +

√
lnN
2n

+
1
n

6

6 min
i=1, ..., N

f

(
1
n

n∑
t=1

xt, y
i

)
+

√
lnN
2n

+
1
n

6

6 sup
x∈X

min
i=1, ..., N

f(x, yi) +

√
lnN
2n

+
1
n
. (5.8)

Ïåðåõîä îò 1-é ñòðîêè êî 2-é ïðîèñõîäèò ïî îïðåäåëåíèþ; ïåðåõîä
îò 2-é ê 3-é � ïî âûïóêëîñòè f(x, ·); ïåðåõîä îò 3-é ê 4-é ïðîèñõî-
äèò, òàê êàê ñóïðåìóì ñóììû íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ñóïðåìóìîâ;
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ïåðåõîä îò 4-é ê 5-é ïðîèñõîäèò ïî îïðåäåëåíèþ xt; ïåðåõîä îò
5-é ê 6-é ïðîèñõîäèò ïî (5.7); ïåðåõîä îò 6-é ê 7-é ïðîèñõîäèò ïî
âîãíóòîñòè ôóíêöèè f(·, y); ïåðåõîä îò 7-é ê 8-é ïðîèñõîäèò ïî
îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñåõ n

inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y) 6 sup
x∈X

min
i=1, ..., N

f(x, yi) +

√
lnN
2n

+
1
n
.

Óñòðåìëÿåì n ê áåñêîíå÷íîñòè è ïîëó÷àåì

inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y) 6 sup
x∈X

min
i=1,...,N

f(x, yi).

Óñòðåìëÿåì ε→ 0 è ïîëó÷àåì

inf
y∈Y

sup
x∈X

f(x, y) 6 sup
x∈X

inf
y∈Y

f(x, y).

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2 ñîäåðæèò ìåòîä âû÷èñëåíèÿ öåíû

èãðû, òàê êàê èç 1-é, 5-é è 8-é ñòðîê íåðàâåíñòâà (5.8) ñëåäóåò, ÷òî

âåëè÷èíà 1
n

n∑
t=1

f(xt, yt) ÿâëÿåòñÿ êàê óãîäíî áëèçêèì ïðèáëèæåíè-

åì ê öåíå èãðû ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε è äîñòàòî÷íî áîëüøîì n.

5.3. Ñìåøàííûå ðàñøèðåíèÿ ìàòðè÷íûõ èãð

5.3.1. Ìèíèìàêñíàÿ òåîðåìà

Ïóñòü òåïåðü X = {1, . . . , N}, Y = {1, . . . , M}. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà f(i, j) = ai,j
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìàòðèöû. Ïåðâûé èãðîê âûáèðà-
åò íîìåð ñòðîêè, âòîðîé èãðîê � íîìåð ñòîëáöà, ýëåìåíò ai,j , íàõî-
äÿùèéñÿ íà èõ ïåðåñå÷åíèè, îïðåäåëÿåò âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà
è ïðîèãðûø âòîðîãî.

Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå åãî õîäîâ. Ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå ìàò-
ðè÷íîé èãðû (X,Y, f(x, y)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê èãðà (X ,Y, f̄(p̄, q̄)),
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ãäå X � ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà, Y �
ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, f̄(p̄, q̄) � ñðåä-
íåå çíà÷åíèå âûèãðûøà îòíîñèòåëüíî ìåðû p× q :

X = {p̄ = (p1, . . . , pN ) :
N∑
i=1

pi = 1, pi > 0};

Y = {q̄ = (q1, . . . , qM ) :
M∑
i=1

qi = 1, qi > 0};

f̄(p̄, q̄)) =
N∑
i=1

M∑
j=1

f(i, j)piqj .

Èìååò ìåñòî ìèíèìàêñíàÿ òåîðåìà Äæ. ôîí Íåéìàíà.

Òåîðåìà 5.3. Âñÿêàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà èìååò ðåøåíèå â ñìåøàí-

íûõ ñòðàòåãèÿõ:

max
p̄∈X

min
q̄∈Y

f̄(p̄, q̄) = min
q̄∈Y

max
p̄∈X

f̄(p̄, q̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f̄(p̄, q̄))
èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó. Ïðèìåíèì òåîðåìó 5.2. Ìíîæåñòâà X è Y
� ñèìïëåêñû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ âû-
ïóêëûìè. Ôóíêöèÿ f̄(p̄, q̄) � áèëèíåéíàÿ è ïîýòîìó íåïðåðûâíà ïî
îáîèì àðãóìåíòàì, âîãíóòà è âûïóêëà ïî íèì. 4

Çàìå÷àíèå.Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíûé âà-
ðèàíò èãðû äâóõ èãðîêîâ: ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ýëå-
ìåíò p ∈ X , ïîòîì âòîðîé èãðîê âûáèðàåò q̄ ∈ Y; ïðè ýòîì âòî-
ðîé èãðîê çíàåò âûáîð ïåðâîãî èãðîêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé èã-
ðîê ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âòîðîé èãðîê ñâîèì âûáîðîì
áóäåò ïûòàòüñÿ ìèíèìèçèðîâàòü åãî âûèãðûø. Ïîýòîìó åãî îï-
òèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
äîñòèãàëñÿ maxp̄∈X minq̄∈Y f̄(p̄, q̄).

Ïðè äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé ñíà÷àëà âòîðîé èã-
ðîê âûáèðàåò q̄ ∈ Y, à çàòåì ïåðâûé èãðîê, çíàÿ åãî âûáîð, âûáè-
ðàåò p̄ ∈ X . Çäåñü âòîðîé èãðîê çíàÿ, ÷òî ïåðâûé èãðîê â îòâåò íà
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åãî õîä áóäåò ìàêñèìèçèðîâàòü åãî ïðîèãðûø, âûáåðåò ñâîé õîä
q̄ ∈ Y òàê, ÷òîáû äîñòèãàëñÿ minq̄∈Y maxp̄∈X f̄(p̄, q̄).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïî-ïðåæíåìó âåðíà ìè-
íèìàêñíàÿ òåîðåìà 5.3, ò.å.

max
p̄∈X

min
q̄∈Y

f̄(p̄, q̄) = min
q̄∈Y

max
p̄∈X

f̄(p̄, q̄).

5.3.2. ×èñòûå ñòðàòåãèè

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ èãðó íàX = {1, . . . , N}, Y = {1, . . . , M}
ñ ôóíêöèåé âûèãðûøà f(i, j) = ai,j . Ïðèâåäåì òðè ïðîñòûõ óòâåð-
æäåíèÿ, êîòîðûå áîëåå äåòàëüíî îïèñûâàþò ñòðóêòóðó îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé.

Îáîçíà÷èì 1i = (0, . . . , 1, . . . , 0) � ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå
X, ñîñðåäîòî÷åííîå íà i ∈ X (âåêòîð äëèíû N , ó êîòîðîãî i-ÿ êî-
îðäèíàòà ðàâíà 1, îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû 0). Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñòûå ñòðàòåãèè íà Y . Çàìåòèì, ÷òî
f̄(1i, 1j) = f(i, j) = ai,j .

Òåîðåìà 5.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé (p̄∗, q̄∗)
áûëà ðåøåíèåì (ñåäëîâîé òî÷êîé) ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ ìàò-

ðè÷íîé èãðû (X ,Y, f̄(p̄∗, q̄∗)), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

f̄(1i, q̄∗) 6 f̄(p̄∗, q̄∗) 6 f̄(p̄∗, 1j) (5.9)

äëÿ âñåõ i ∈ X è j ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ñìåøàííàÿ
ñòðàòåãèÿ p̄ = (p1, . . . , pN ) ìàòðè÷íîé èãðû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ÷èñòûõ ñòðàòåãèé p̄ =
N∑
i=1

pi1i, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ q̄ =
M∑
j=1

qj1j . Ïîýòîìó ìîæ-

íî ðàññìîòðåòü äâàæäû ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íåðàâåíñòâà (5.9).
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Ïîëó÷èì

f̄(p̄, q̄∗) =
N∑
i=1

pif̄(1i, q̄∗) 6
N∑
i=1

pif̄(p̄∗, q̄∗) = f̄(p̄∗, q̄∗),

f̄(p̄∗, q̄∗) =
M∑
j=1

qj f̄(p̄∗, q̄∗) 6
M∑
j=1

qj f̄(p̄∗, 1j) = f̄(p̄∗, q̄)

äëÿ âñåõ p̄ è q̄. Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå ñåäëîâîé òî÷êè:

f̄(p̄, q̄∗) 6 f̄(p̄∗, q̄∗) 6 f̄(p̄∗, q̄)

äëÿ ëþáûõ p̄ è q̄. 4

Òåîðåìà 5.5. Äëÿ ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàò-

ðè÷íîé èãðû ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

min
q̄
f̄(p̄, q̄) = min

j
f̄(p̄, 1j),

max
p̄
f̄(p̄, q̄) = max

i
f̄(1i, q̄).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

min
q̄
f̄(p̄, q̄) 6 min

j
f̄(p̄, 1j),

max
p̄
f̄(p̄, q̄) 6 max

i
f̄(1i, q̄).

Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

f̄(p̄, q̄) =
N∑
i=1

M∑
j=1

ai,jpiqj =

=
M∑
j=1

(
N∑
i=1

ai,jpi

)
qj >

>

(
min
j

N∑
i=1

piai,j

) M∑
j=1

qj

 =

= min
j

N∑
i=1

piai,j = min
j
f̄(p̄, 1j),
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êîòîðîå èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî q̄. Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
ìèíèìóì âçâåøåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äîñòèãàåòñÿ, êîãäà
âåñü âåñ ñîñðåäîòî÷åí íà íàèìåíüøåì ýëåìåíòå. Ñëåäîâàòåëüíî,

min
q̄
f̄(p̄, q̄) > min

j
f̄(p̄, 1j).

Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. 4
Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5.1. Â ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè ïðîèçâîëüíîé ìàò-

ðè÷íîé èãðû âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

v = max
p̄

min
j
f̄(p̄, 1j) = min

q̄
max
i
f̄(1i, q̄),

ãäå v � çíà÷åíèå èãðû.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî â ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè ïðîèçâîëü-
íîé ìàòðè÷íîé èãðû ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìèííàÿ (ìèíèìàêñíàÿ)
ñòðàòåãèÿ îäíîãî èãðîêà äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷èñòîé ñòðàòåãèè äðó-
ãîãî èãðîêà:

min
q̄
f̄(p̄∗, q̄) = min

j
f̄(p̄∗, 1j),

max
p̄
f̄(p̄, q̄∗) = max

i
f̄(1i, q̄∗), (5.10)

ãäå (p̄∗, q̄∗) � ðåøåíèå èãðû (ñåäëîâàÿ òî÷êà).
Íàéäåì ðåøåíèå èãðû â îðëÿíêó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Ìàòðèöà âûïëàò ýòîé èãðû òèïà (2× 2) èìååò âèä(
−1 1
1 −1

)
.

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ýòîé èãðû: p̄ = (p, 1 − p) è q̄ = (q, 1 − q), à
ñðåäíåå çíà÷åíèå âûèãðûøà èìååò âèä

f̄(p̄, q̄) =
2∑

i,j=1

ai,jpipj =

= q(−p+ 1− p) + (1− q)(p− (1− p)) =

= 4
(
p− 1

2

)(
q − 1

2

)
.
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Ñðåäíåå âûèãðûøà:

f̄(p̄, q̄) = 4
(
p− 1

2

)(
q − 1

2

)
(5.11)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.
Ïóñòü

v(p) = min
j
f̄(p̄, 1j) = min{1− 2p, 2p− 1}.

Ïî ñëåäñòâèþ 5.1 ðåøåíèå èãðû äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå p∗, íà êîòîðîé
v(p) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà � ýòî p∗ = 1

2 .
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî q∗ = 1

2 . Çíà÷åíèå
èãðû: v∗ = f̄(p̄∗, q̄∗) = 0. Òî÷êà (p∗, q∗) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé
îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (5.11).

5.3.3. Ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èãðû òèïà (2×M)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé â ñìåøàííûõ ðàñøèðåíèÿõ ìàòðè÷íûõ
èãð (2 × M) (èëè (N × 2)) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå ñòðàòåãèé. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.1 çíà÷åíèå òàêîé
èãðû ðàâíî

v = max
p

min
16j6M

(a1,jp+ a2,j(1− p)).

Çäåñü ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ � ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé p̄ = (p, 1 − p) íà ñòðîêàõ ìàòðèöû, à âòîðîé
èãðîê âûáèðàåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ � ñòîëáåö j ìàòðèöû.

Çíà÷èò, äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ èãðû è åå ðåøåíèÿ äëÿ ïåð-
âîãî èãðîêà íàäî ïðîñòî íàéòè çíà÷åíèå p = p∗, ïðè êîòîðîì
ôóíêöèÿ

v(p) = min
16j6M

(a1,jp+ a2,j(1− p))

äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ p∗ íà îòðåçêå [0, 1]. Ýòî
çíà÷åíèå v(p∗) è áóäåò çíà÷åíèåì èãðû.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñòðîèì âñå M ïðÿìûõ âèäà

Lj(p) = a1,jp+ a2,j(1− p),

ãäå j = 1, . . . , M .
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Äëÿ êàæäîãî p ∈ [0, 1] ïðîâîäèì âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ äî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì îðäèíàòû. Òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò ëîìàíóþ ëèíèþ y = v(p) � íèæíþþ îãèáà-

þùóþ äëÿ âñåõ ýòèõ ïðÿìûõ. Âåðõíÿÿ òî÷êà íèæíåé îãèáàþùåé
îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà (åå àáñöèññà
p∗) è çíà÷åíèå èãðû (îðäèíàòà òî÷êè v(p∗)).

Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòðè÷íîé
èãðû: (

7 3 3 1 −1 0
−1 −1 1 0 5 3

)
.

Ñòðîèì âñå ïðÿìûå âèäà Lj(p) = a1,jp + a2,j(1 − p) ïðè j =
1, . . . , 6 :

L1(p) = 7p− (1− p),
L2(p) = 3p− (1− p),
L3(p) = 3p+ (1− p),

L4(p) = p,

L5(p) = −p+ 5(1− p),
L6(p) = 3(1− p).

Ñòðîèì íèæíþþ îãèáàþùóþ. Òî÷êà p∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé 4 è ïðÿìîé 5, ò.å. ðåøàåì óðàâíåíèå p = −p+5(1−p).
Ïîëó÷àåì: p∗ = 5/7, v(p∗) = 5/7.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà èñ-
ïîëüçóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü (p̄∗, q̄∗) � ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èãðû â ñìå-

øàííûõ ñòðàòåãèÿõ, v∗ � çíà÷åíèå èãðû. Òîãäà

• èç p∗i > 0 ñëåäóåò f̄(1i, q̄∗) = v∗,

• èç q∗j > 0 ñëåäóåò f̄(p̄∗, 1j) = v∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïî îïðåäåëå-
íèþ f̄(1i, q̄∗) 6 v∗, i = 1, . . . , N .

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò i0 òàêîå, ÷òî p∗i0 > 0 è îäíîâðåìåí-
íî f̄(1i0 , q̄

∗) < v∗. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íåðàâåíñòâ
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f̄(1i, q̄∗) 6 v∗ ñ êîýôôèöèåíòàìè p∗i , i = 1, . . . , N , è, òàê êàê îäíî
èç ñêëàäûâàåìûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, ïîëó÷èì

v∗ = f̄(p̄∗, q̄∗) =
N∑
i=1

f̄(1i, q̄∗)p∗i < v∗ = f̄(p̄∗, q̄∗).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåì àíàëîãè÷íî. 4

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü (p̄∗, q̄∗) � ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èãðû â ñìå-

øàííûõ ñòðàòåãèÿõ, v∗ � çíà÷åíèå èãðû. Òîãäà

• èç f̄(1i, q̄∗) < v∗ ñëåäóåò p∗i = 0,

• èç f̄(p̄∗, 1j) > v∗ ñëåäóåò q∗j = 0.

Óñëîâèå f̄(p̄∗, 1j) = pa1,j+(1−p)a2,j > v∗ îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ â òî÷êå p∗ ïðîõîäèò âûøå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
(äâóõ) ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå èãðû.

Çàâåðøèì ðåøåíèå çàäà÷è � íàéäåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ
âòîðîãî èãðîêà.

Äëÿ 1-é, 2-é, 3-é, 6-é ÷èñòûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà (ò.å.
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f̄(p̄∗, 1j) = Lj(p∗) > v∗

ïðè j = 1, 2, 3, 6.
Ïî ñëåäñòâèþ 5.2 äëÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

q̄∗ = (q∗1, q
∗
2, q
∗
3, q
∗
4, q
∗
5, q
∗
6)

áóäåò q∗1 = 0, q∗2 = 0, q∗3 = 0, q∗6 = 0, q∗4 = q, q∗5 = 1− q.
Ïóñòü òåïåðü ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ íà

ñòðîêàõ � îäíó èç ñòðîê i = 1, 2. Âòîðîé èãðîê âûáèðàåò ñìåøàí-
íóþ ñòðàòåãèþ q̄∗ = (0, 0, 0, q∗4, 1− q∗4, 0) íà ñòîëáöàõ. Òîãäà

v∗ = min
q

max
16i62

(ai,4q + ai,5(1− q)) = max
16i62

(ai,4q∗4 + ai,5(1− q∗4)).

Äëÿ j = 4, 5 ïîëó÷àåì: q∗4−(1−q∗4) = 5/7 è 5(1−q∗4) = 5/7. Îòñþäà
q∗4 = 6/7, q∗5 = 1/7.
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Ïîëíîå ðåøåíèå èãðû èìååò âèä

p̄∗ =
(

5
7
,
2
7

)
,

q̄∗ = (0, 0, 0,
6
7
,
1
7
, 0),

v∗ =
5
7
.

5.3.4. Ðåøåíèå èãðû òèïà (N ×M)

Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé
A = (ai,j), ãäå i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , M . Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíû; ïîýòîìó çíà÷åíèå v èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãè-
ÿõ òàêæå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî. 1

Ïî ñëåäñòâèþ 5.1 â ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè ïðîèçâîëüíîé ìàò-
ðè÷íîé èãðû âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

v = max
p

min
j
f̄(p̄, 1j) = min

q̄
max
i
f̄(1i, q̄), (5.12)

ãäå v � çíà÷åíèå èãðû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñìåøàííàÿ ñòðàòå-
ãèÿ p̄ = (p1, . . . , pN ) ïåðâîãî èãðîêà, òàêàÿ, ÷òî f̄(p̄, 1j) > v äëÿ
ëþáîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè 1j âòîðîãî èãðîêà. Èíûìè ñëîâàìè, âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

N∑
i=1

ai,jpi > v ïðè j = 1, . . . , M,

N∑
i=1

pi = 1,

pi > 0 ïðè i = 1, . . . , N.
1Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòîãî äîáèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïðèáàâèòü íåêîòîðóþ äîñòà-

òî÷íî áîëüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó ê êàæäîìó ýëåìåíòó ïëàòåæíîé
ìàòðèöû èãðû.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ xi = pi/v, i = 1, . . . , M . Òîãäà ýòè óñëîâèÿ
ïðåâðàùàþòñÿ â ñîîòíîøåíèÿ

N∑
i=1

ai,jxi > 1 ïðè j = 1, . . . , M,

N∑
i=1

xi = 1/v,

xi > 0 ïðè i = 1, . . . , N.

Çàäà÷à ïîèñêà ðåøåíèÿ â ìàòðè÷íîé èãðå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè x1, . . . , xN òàêèå, ÷òî

N∑
i=1

xi → min

ïðè óñëîâèÿõ

N∑
i=1

ai,jxi > 1 ïðè j = 1, . . . , M,

xi > 0 ïðè i = 1, . . . , N.

Äëÿ âòîðîãî èãðîêà ïî (5.12) ñóùåñòâóåò ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ
q̄ = (q1, . . . , qN ) ïåðâîãî èãðîêà, òàêàÿ, ÷òî f̄(1i, q̄) 6 v äëÿ ëþáîé
÷èñòîé ñòðàòåãèè 1i ïåðâîãî èãðîêà. Èíûìè ñëîâàìè, âûïîëíÿþò-
ñÿ óñëîâèÿ

M∑
j=1

ai,jqj 6 v ïðè i = 1, . . . , N,

M∑
j=1

qj = 1,

qj > 0 ïðè j = 1, . . . , M.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: x′j = qj/v, j = 1, . . . , M . Òîãäà ýòè óñëîâèÿ
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ïðåâðàùàþòñÿ â ñîîòíîøåíèÿ

M∑
j=1

ai,jx
′
j 6 1 ïðè i = 1, . . . , N,

M∑
j=1

x′j = 1/v,

x′j > 0 ïðè j = 1, . . . , M.

Çàäà÷à ïîèñêà ðåøåíèÿ â ìàòðè÷íîé èãðå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè x′1, . . . , x

′
M òàêèå, ÷òî

M∑
j=1

x′j → max

ïðè óñëîâèÿõ

M∑
j=1

ai,jx
′
j 6 1 ïðè i = 1, . . . , N,

x′j > 0 ïðè j = 1, . . . , M.

Ýòî � çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê
ïðÿìîé çàäà÷å äëÿ ïåðåìåííûõ xi, i = 1, . . . , N .

5.3.5. Êîíå÷íàÿ èãðà ìåæäó K èãðîêàìè

Â îáùåì ñëó÷àå êîíå÷íàÿ èãðà ìåæäó K èãðîêàìè â íîðìàëüíîé
ôîðìå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èãðîê k ∈ {1, . . . , K}
èìååò Nk âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé (õîäîâ èëè ÷èñòûõ ñòðàòåãèé).
Ïóñòü ī = (i1, . . . , iK) � íåêîòîðûé íàáîð ñòðàòåãèé âñåõ K èãðî-
êîâ, ãäå ij ∈ {1, . . . , Nj}, j = 1, . . . , K.

Òîãäà âûèãðûø k-ãî èãðîêà îáîçíà÷àåòñÿ fk (̄i) = fk(i1, . . . , iK)
(â äðóãîé ïîñòàíîâêå åãî ïîòåðè ðàâíû � fk (̄i)).

Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ k-ãî èãðîêà � ýòî ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé p̄k = (pk1, . . . , p

k
Nk

) íà ìíîæåñòâå âñåõ åãî ñòðàòåãèé
{1, . . . , Nk}. Çäåñü pkj � âåðîÿòíîñòü âûáîðà èãðîêîì ñòðàòåãèè
j ∈ {1, . . . , Nk}.
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Ïóñòü Ik � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå i ∈
{1, . . . , Nk} ñ âåðîÿòíîñòüþ pki .

Ïóñòü Ī = (I1, . . . , IK) � âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ íàáîð ñòðàòåãèé âñåõ èãðîêîâ. Çíà÷åíèÿìè òà-
êîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ī = (i1, . . . , iK), ãäå
ij ∈ {1, . . . , Nj}, j = 1, . . . , K.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû I1, . . . , IK

íåçàâèñèìû. Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ Ī ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿò-
íîñòíàÿ ìåðà π = p̄1 × · · · × p̄K , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü
ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ī = (i1, . . . , iK), ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ âå-
ðîÿòíîñòåé èñõîäîâ:

π(̄i) = π(Ī = ī) = p1
i1 · . . . · p

K
iK
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà k-ãî èãðîêà ðàâíî

Eπ(fk(Ī)) =
∑
ī

π(̄i)fk (̄i) =

=
N1∑
i1=1

· · ·
NK∑
iK=1

p1
i1 · . . . · p

K
iK
fk(i1, . . . , iK).

Íàáîð ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé âñåõ K èãðîêîâ

π = (p̄1, . . . , p̄k, . . . , p̄K)

íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà, åñëè äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , K è
ëþáîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè p̄′k áóäåò

Eπ(fk) > Eπ′(fk),

ãäå ñòðàòåãèÿ
π′ = (p̄1, . . . , p̄′k, . . . , p̄K)

ïîëó÷åíà èç ñòðàòåãèè π çàìåíîé âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
k-ãî èãðîêà p̄k íà äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå p̄′k.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñëè π � ðàâíîâåñèå Íýøà, òî íèêàêîìó
èãðîêó íå âûãîäíî èçìåíÿòü ñâîþ ñòðàòåãèþ, åñëè äðóãèå èãðîêè
íå ìåíÿþò ñâîè ñòðàòåãèè.
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Òåîðåìà 5.7. Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ èãðà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îä-

íî ðàâíîâåñèå Íýøà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè òåî-
ðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Ìèíèìàêñíàÿ òåîðåìà Äæ. ôîí Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì äàííîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ èãðû ñ íóëåâîé ñóììîé äëÿ
äâóõ èãðîêîâ. Â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèè âûèãðûøåé èãðîêîâ ðàâ-
íû f1(i, j) = f(i, j) è f2(i, j) = −f(i, j), ãäå f(i, j) � ôóíêöèÿ
âûèãðûøà â èãðå äâóõ ëèö ñ íóëåâîé ñóììîé.

Îáîáùåíèåì ðàâíîâåñèÿ Íýøà ÿâëÿåòñÿ êîððåëèðîâàííîå ðàâ-
íîâåñèå Àóìàíà. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P íà ìíîæåñòâå

K∏
k=1

{1, . . . , Nk}

âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ ī = (i1, . . . , iK), ñîñòàâëåííûõ èç âñåâîç-
ìîæíûõ ñòðàòåãèé âñåõ K èãðîêîâ, íàçûâàåòñÿ êîððåëèðîâàííûì
ðàâíîâåñèåì, åñëè äëÿ âñåõ k = 1, . . . , K

EP (fk(Ī)) > EP (fk(Ī−, Ĩk)), (5.13)

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Ī = (I1, . . . , IK) ðàñïðåäåëåíà â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì P :

(Ī−, Ĩk) = (I1, . . . , Ik−1, Ĩk, Ik+1, . . . , IK),

ãäå Ĩk � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â
{1, . . . , Nk}, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé îò Ik.

Â îòëè÷èå îò ðàâíîâåñèÿ Íýøà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Ik áîëåå
íå ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ìåð � ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå êîððåëèðî-
âàííîãî ðàâíîâåñèÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

Ëåììà 5.2. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P íà ìíîæåñòâå

K∏
k=1

{1, . . . , Nk}
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòðàòåãèé òèïà ī = (i1, . . . , iK) ÿâëÿ-

åòñÿ êîððåëèðîâàííûì ðàâíîâåñèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ êàæäîãî èãðîêà k ∈ {1, . . . , K} è ëþáûõ ñòðàòåãèé

j, j′ ∈ {1, . . . , Nk} âûïîëíåíî∑
ī:ik=j

P (̄i)(fk (̄i)− fk (̄i−, j′) > 0, (5.14)

ãäå (̄i−, j′) = (i1, . . . , ik−1, j
′, ik, . . . , iK).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (5.13) êîððåëèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ
ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé:∑

ī

P (̄i)(fk (̄i)− fk (̄i−, h(ik)) > 0, (5.15)

ãäå k ∈ {1, . . . , K} è h � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òèïà

h : {1, . . . , Nk} → {1, . . . , Nk}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ j, j′ ∈ {1, . . . , Nk} ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h,
òàêóþ, ÷òî h(j) = j′ è h(ik) = ik äëÿ âñåõ ik 6= j. Òîãäà â ñóì-
ìå (5.15) îñòàíóòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðàì
ī, â êîòîðûõ ik = j, à â îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçíîñòè ñîêðàòÿòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà (5.15) ïðåâðàòèòñÿ â
ñóììó (5.14).

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. 4
Êàæäîå óñëîâèå òèïà (5.14) çàäàåò çàìêíóòóþ ïîëóïëîñêîñòü,

ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ êîððåëèðîâàííûõ ðàâíîâåñèé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â ïðîñòðàíñòâå
âñåõ ìåð íà ìíîæåñòâå

∏K
k=1{1, . . . , Nk}.

Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ Íýøà â ëþáîé êîíå÷íîé èãðå îçíà-
÷àåò, ÷òî êîððåëèðîâàííîå ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò. Ìíîæåñòâî âñåõ
êîððåëèðîâàííûõ ðàâíîâåñèé áîëåå îáøèðíîå è èìååò áîëåå ïðî-
ñòîå îïèñàíèå, ÷åì ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîâåñèé Íýøà.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ
ðàâíîâåñèé Íýøà ÿâëÿåòñÿ êîððåëèðîâàííûì ðàâíîâåñèåì.
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5.4. Ïîâòîðÿþùèåñÿ èãðû

5.4.1. Óíèâåðñàëüíûå ïðåäñêàçàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íîâûé òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä ê
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïðåäëîæåííûé Âîâêîì è Øåéôåðîì [14]. Â
ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ôîðìóëè-
ðóåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ïðåäñêàçàíèé, ðàññìîò-
ðåííàÿ â ãëàâå 2.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿ-
þùóþñÿ èãðó ìåæäó òðåìÿ èãðîêàìè: Ïðåäñêàçàòåëü, Ñêåïòèê è
Ïðèðîäà.

Äåéñòâèÿ èãðîêîâ ðåãóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì ïðîòîêîëîì:
Ïóñòü K0 = 1 è F0 = 1.

FOR n = 1, 2, . . .
Ñêåïòèê ïðåäúÿâëÿåò ôóíêöèþ Sn : [0, 1]→ R.
Ïðåäñêàçàòåëü ïðåäúÿâëÿåò ïðîãíîç pn ∈ [0, 1].
Ïðèðîäà ïðåäúÿâëÿåò èñõîä ωn ∈ {0, 1}.
Ñêåïòèê îáíîâëÿåò ñâîé âûèãðûø: Kn = Kn−1 + Sn(pn)(ωn − pn).
ENDFOR

Ïîáåäèòåëè â áåñêîíå÷íîé äåòåðìèíèðîâàííîé èãðå:

Ïðåäñêàçàòåëü âûèãðûâàåò â ýòîé èãðå, åñëè âûèãðûø Ñêåï-

òèêà Kn îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâà-
þò Ñêåïòèê è Ïðèðîäà.

Òåîðåìà 5.8. Ñêåïòèê è Ïðèðîäà èìåþò âûèãðûøíóþ ñòðàòå-

ãèþ â äåòåðìèíèðîâàííîé èãðå íà ïðåäñêàçàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, Ñêåïòèê ìîæåò îïðåäåëèòü

Sn(p) =
{

1, åñëè p < 0.5,
−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèðîäà ìîæåò îïðåäåëÿòü íà êàæäîì øàãå n èãðû

ωn =
{

1, åñëè pn < 0.5,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà â òàêîé èãðå íà êàæäîì øàãå n > 0, åñëè ωn = 0, òî pn > 1
2

è ïîýòîìó ωn− pn 6 −1
2 è Sn(pn) = −1; åñëè æå ωn = 1, òî pn < 1

2
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è ïîýòîìó ωn − pn > 1
2 è Sn(pn) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Kn > Kn−1 +
1
2

äëÿ âñåõ n, è âûèãðûø Ñêåïòèêà íåîãðàíè÷åí. 4
Â ýòîé èãðå ¾âðàæäåáíàÿ¿ Ïðèðîäà èñïîëüçóåò ïðîãíîç Ïðåä-

ñêàçàòåëÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñâîåãî èñõîäà.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàíäîìèçèðîâàííîì âàðèàíòå ýòîé èãðû

âûèãðûâàåò Ïðåäñêàçàòåëü. Â ðàíäîìèçèðîâàííîì âàðèàíòå èã-
ðû Ïðèðîäà íå áóäåò çíàòü òî÷íîãî ïðîãíîçà Ïðåäñêàçàòåëÿ, åé
èçâåñòíî òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ñîãëàñíî êîòîðîìó
ãåíåðèðóåòñÿ ýòîò ïðîãíîç.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿþùóþñÿ èãðó ìåæäó ÷åòûðü-
ìÿ èãðîêàìè: Ïðåäñêàçàòåëü, Ñêåïòèê, Ïðèðîäà, Ãåíåðàòîð ñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî èñõîäîâ � {0, 1}, P{0, 1} � ìíîæåñòâî
âñåõ ìåð íà {0, 1}. 2

Èãðà ðåãóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîòîêîëîì.
Ïóñòü K0 = 1 è F0 = 1.

FOR n = 1, 2, . . .
Ñêåïòèê ïðåäúÿâëÿåò ôóíêöèþ Sn : [0, 1]→ R.
Ïðåäñêàçàòåëü ïðåäúÿâëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíî-
æåñòâå âñåõ ïðåäñêàçàíèé: Pn ∈ P[0, 1].
Ïðèðîäà ïðåäúÿâëÿåò èñõîä ωn ∈ {0, 1}.
Ïðåäñêàçàòåëü ïðåäúÿâëÿåò òåñò ñëó÷àéíîñòè fn : [0, 1]→ R, óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ êîððåêòíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû Pn, à
èìåííî:

∫
fn(p)Pn(dp) 6 0.

Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïðåäúÿâëÿåò ÷èñëî pn ∈ [0, 1].
Ñêåïòèê îáíîâëÿåò ñâîé âûèãðûø: Kn = Kn−1 + Sn(pn)(ωn − pn).
Ïðåäñêàçàòåëü îáíîâëÿåò ñâîé âûèãðûø: Fn = Fn−1 + fn(pn).
ENDFOR

Ïðîòîêîë îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê äåéñòâèé èãðîêîâ è äîñòóïíóþ
èì èíôîðìàöèþ. Êàæäûé èãðîê ïðè âûáîðå ñâîåé ñòðàòåãèè ìî-
æåò èñïîëüçîâàòü âñþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ïîÿâèëàñü äî åãî õî-
äà � èñõîäû, ïðîãíîçû, ñòðàòåãèè äðóãèõ èãðîêîâ.

2Êàæäàÿ ìåðà Q ∈ P{0, 1} çàäàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè (q, 1− q), ãäå q = Q{1}
� âåðîÿòíîñòü 1.

196



Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ Ñêåïòèêà: Ñêåïòèê äîëæåí âûáèðàòü Sn
òàê, ÷òî åãî âûèãðûø Kn > 0 äëÿ âñåõ n íåçàâèñèìî îò õîäîâ
äðóãèõ èãðîêîâ.

Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ Ïðåäñêàçàòåëÿ: Ïðåäñêàçàòåëü äîëæåí âû-
áèðàòü Pn è fn òàê, ÷òîáû åãî âûèãðûø Fn > 0 äëÿ âñåõ n íåçà-
âèñèìî îò õîäîâ äðóãèõ èãðîêîâ. 3

Ïîáåäèòåëè â ðàíäîìèçèðîâàííîé èãðå íà ïðåäñêàçàíèÿ:

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñòðàòåãèè èãðîêîâ òàêîâû, ÷òî äàííûå îãðà-
íè÷åíèÿ âûïîëíåíû. Åñëè èãðîê õîòÿ áû îäèí ðàç íàðóøàåò îãðà-
íè÷åíèå, òî îí óæå íå ìîæåò áûòü ïîáåäèòåëåì â èãðå.

Ïðåäñêàçàòåëü âûèãðûâàåò â ýòîé èãðå, åñëè (i) åãî âûèãðûø
Fn íåîãðàíè÷åí èëè åñëè (ii) âûèãðûø Ñêåïòèêà Kn îñòàåòñÿ
îãðàíè÷åííûì; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âûèãðûâàþò äðóãèå èãðîêè.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû äîêàæåì, ÷òî Ïðåäñêàçàòåëü èìååò
âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ â ýòîé èãðå.

Òåîðåìà 5.9. Ïðåäñêàçàòåëü èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ â

âåðîÿòíîñòíîé èãðå íà ïðåäñêàçàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàæäîì øàãå n íàøåé èãðû ðàññìîòðèì
âñïîìîãàòåëüíóþ èãðó ñ íóëåâîé ñóììîé ìåæäó Ïðèðîäîé è Ïðåä-
ñêàçàòåëåì, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïðåäñêàçàòåëü âûáèðàåò ÷èñëî pn ∈ [0, 1], Ïðèðîäà âûáèðà-
åò ÷èñëî ωn ∈ {0, 1}. Ïîòåðè Ïðåäñêàçàòåëÿ (âûèãðûø Ïðèðîäû)
ðàâíû:

F (ωn, pn) = S(pn)(ωn − pn).

Äëÿ ëþáîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè Ïðèðîäû Qn ∈ P{0, 1}, Ïðåäñêà-
çàòåëü ïðåäúÿâëÿåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ pn = Q{1}. ×èñòàÿ ñòðàòå-
ãèÿ pn ñîîòâåòñòâóåò ñìåøàííîé ñòðàòåãèè Pn(pn) = 1, Pn(r) = 0
ïðè r ∈ [0, 1] \ {pn}.

3Âûèãðûø Fn ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèþ îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ñóïåðìàðòèí-
ãàëà â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à fn(p) ñîîòâåòñòâóåò ñóïåðìàðòèíãàë-ðàçíîñòè
Fn − Fn−1. Óñëîâèÿ èãðû òðåáóþò, ÷òîáû F0 = 1 è â ïðîöåññå èãðû Fn > 0
äëÿ âñåõ n. Óñëîâèå

∫
fn(p)Pn(dp) 6 0 äëÿ âñåõ n âëå÷åò

∫
FnPn(dp) 6 Fn−1

äëÿ âñåõ n. Ýòè ñâîéñòâà ñîñòàâëÿþò îïðåäåëåíèå ñóïåðìàðòèíãàëà â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòè ñâîéñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî íà
òðàåêòîðèè ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . , êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ â ïðîöåññå èãðû.
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Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà Ïðèðîäû îòíîñè-
òåëüíî ñìåøàííîé ñòðàòåãèè Q è ÷èñòîé ñòðàòåãèè pn ðàâíî

F (Qn, Pn) = Q{0}F (0, pn) +Q{1}F (1, pn) =
= Q{0}S(pn)(−pn) +Q{1}S(pn)(1− pn) =

= (1−Q{1})S(pn)(−Q{1}) +Q{1}S(pn)(1−Q{1}) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ∀ Q ∃ P F (P,Q) 6 0 èëè

max
Q

min
P
F (Q,P ) 6 0. (5.16)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü ìèíèìàêñíóþ òåîðåìó, íàäî ïðå-
âðàòèòü ýòó èãðó â ìàòðè÷íóþ.

Ìû óæå èìååì äâå ñòðîêè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñêàçà-
íèÿì Ïðèðîäû ωn ∈ {0, 1}.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé èãðå,
â êîòîðîì ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ õîäàì Ïðåäñêà-

çàòåëÿ, êîíå÷íîå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ∆ > 0 âûáåðåì â ìíîæåñòâå
[0, 1] êîíå÷íóþ ε-ñåòü Nε, ñîñòîÿùóþ èç ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê, òà-
êóþ, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî îòðåçêà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå
áîëåå ÷åì ε îò îäíîé èç òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà, à òàêæå, ÷òîáû
çíà÷åíèå èãðû íå ïðåâîñõîäèëî ∆/2, åñëè Ïðåäñêàçàòåëü âûáèðà-
åò pn ∈ Nε.

Òàêóþ ε-ñåòü ìîæíî âûáðàòü, òàê êàê |Sn(p)| 6 Kn−1 6 2n−1

îãðàíè÷åíî ïî p (çàâèñèò òîëüêî îò n). 4 Òîãäà íåðàâåíñòâî (5.16)
áóäåò ïðåîáðàçîâàíî â íåðàâåíñòâî

max
Q

min
P
F (Q,P ) 6 ∆/2.

Ñîãëàñíî ìèíèìàêñíîé òåîðåìå,

min
P

max
Q

F (Q,P ) = max
Q

min
P
F (Q,P ) 6 ∆/2.

Ïîýòîìó Ïðåäñêàçàòåëü èìååò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ P ∈ P[0, 1],
ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ìíîæåñòâå Nε, òàêóþ, ÷òî

max
Q

F (Q,P ) 6 ∆,

4Ñêåïòèê äîëæåí âûáèðàòü Sn(p) òàê, ÷òî Kn > 0 äëÿ âñåõ n íåçàâèñèìî
îò äåéñòâèé äðóãèõ èãðîêîâ.
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî∫
Sn(p)(ωn − p)P (dp) 6 ∆ (5.17)

äëÿ îáîèõ çíà÷åíèé ωn = 0 è ωn = 1.
Ïóñòü E∆ � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P[0, 1] âñåõ âåðîÿòíîñò-

íûõ ìåð íà åäèíè÷íîì îòðåçêå, ñîñòîÿùåå èç ìåð P , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ (5.17) äëÿ ωn = 0 è ωn = 1 îäíîâðåìåííî.

Íà ìíîæåñòâå ìåð P[0, 1] ìîæíî ðàññìîòðåòü òîïîëîãèþ ñëà-
áîé ñõîäèìîñòè. Èç òåîðèè ìåðû èçâåñòíî, ÷òî P[0, 1] êîìïàêòíî
â ýòîé òîïîëîãèè. Êðîìå òîãî, E∆ çàìêíóòî â ýòîé òîïîëîãèè.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííî óáûâàþùèõ ê 0 ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë ∆i, i = 1, 2, . . . Ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè çàìêíóòûõ âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäìíîæåñòâ
êîìïàêòà íåïóñòî, ïîýòîìó ∩E∆i 6= ∅.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Pn ∈ ∩E∆i ⊆ P[0, 1],
òàêàÿ, ÷òî ∫

Sn(p)(ωn − p)Pn(dp) 6 0 (5.18)

äëÿ ωn = 0 è ωn = 1 îäíîâðåìåííî.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íàøåé îñíîâíîé èãðå. Ñòðàòåãèÿ Ïðåäñêàçà-

òåëÿ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â âûáîðå íà øàãå n âåðîÿòíîñòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Pn, êîòîðîå áûëî îïðåäåëåíî â âñïîìîãàòåëüíîé èãðå.
Åãî âòîðûì õîäîì áóäåò âûáîð òåñòà fn äëÿ ïðîâåðêè ñëó÷àéíîãî
÷èñëà

fn(p) = Sn(p)(ωn − p).

Òîãäà Fn = Kn äëÿ âñåõ n.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå fn ïî ìåðå Pn íå ïðåâîñõîäèò 0 ïî (5.18), ò.å.

fn � êîððåêòíûé îòíîñèòåëüíî ìåðû Pn òåñò.
Èç Fn = Kn ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãäà áóäåò âûïîëíåíî îäíî èç

äâóõ: ëèáî âûèãðûø Ñêåïòèêà îãðàíè÷åí, ëèáî âûèãðûø Ïðåä-

ñêàçàòåëÿ íåîãðàíè÷åí. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Ïðåäñêàçàòåëü âûèãðû-
âàåò. 4

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûäàåò ïðà-
âèëüíûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà, åñëè supnFn <∞.
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5.4.2. Õîðîøî êàëèáðóåìûå ïðåäñêàçàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî Ñêåïòèê, âûáèðàÿ ñïåöèàëü-
íûì îáðàçîì ñâîþ ñòðàòåãèþ Sn(p), ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
óíèâåðñàëüíûé Ïðåäñêàçàòåëü âûáèðàë ñâîè ïðîãíîçû òàê, ÷òîáû
îíè áûëè õîðîøî êàëèáðóåìûìè íà ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èñõîäîâ, êàê áû Ïðèðîäà èõ íå âûáèðàëà.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé � Ïðåäñêàçàòåëü
áóäåò âûáèðàòü ñâîè ïðîãíîçû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëñÿ íåêîòîðûé
òåîðåòèêî-èãðîâîé âàðèàíò çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî âû-
ïîëíåíî 0 < ε < 1. Ïîëàãàåì K1

0 = 1. Â îïðåäåëåííîé âûøå ðàí-
äîìèçèðîâàííîé èãðå íà ïðåäñêàçàíèå ïîëàãàåì

S1
n(p) = εK1

n−1,

ò.å. ñòðàòåãèÿ Ñêåïòèêà íå çàâèñèò îò ïðîãíîçà Ïðåäñêàçàòåëÿ

íà øàãå n, à çàâèñèò îò âûèãðûøà Ñêåïòèêà, ïîëó÷åííîãî èì íà
øàãàõ < n.

Â ýòîì ñëó÷àå âûèãðûø Ñêåïòèêà íà øàãå n ðàâåí

K1
n =

n∏
i=1

(1 + ε(ωi − pi)), (5.19)

ãäå ω1, . . . , ωn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäîâ, ïðåäëîæåííûõ Ïðè-
ðîäîé, à p1, . . . , pn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãíîçîâ, ïðåäëîæåí-
íûõ Ïðåäñêàçàòåëåì íà øàãàõ 1, . . . , n.

Òàê êàê |ωi−pi| 6 1 äëÿ âñåõ i, K1
n > 0 äëÿ âñåõ n íåçàâèñèìî îò

äåéñòâèé äðóãèõ èãðîêîâ, ò.å. îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê ê ñòðàòåãèè
Ñêåïòèêà âûïîëíåíî.

Ïî òåîðåìå 5.9 Ïðåäñêàçàòåëü èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ
â âåðîÿòíîñòíîé èãðå íà ïðåäñêàçàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûäàåò ïðàâèëüíûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà,
ò.å. supnFn < ∞, òî êàê áû Ïðèðîäà íå âûäàâàëà ñâîè èñõîäû
ω1, . . . , ωn, Ïðåäñêàçàòåëü îáëàäàåò ìåòîäîì ïðîãíîçèðîâàíèÿ,
ïðè êîòîðîì äëÿ åãî ïðîãíîçîâ p1, . . . , pn âûèãðûø Ñêåïòèêà
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K1
n îãðàíè÷åí, ñêàæåì íåêîòîðûì ÷èñëîì C > 0 :

n∏
i=1

(1 + ε(ωi − pi)) 6 C

äëÿ âñåõ n. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

n∑
i=1

ln(1 + ε(ωi − pi)) 6 lnC,

ε
n∑
i=1

(ωi − pi)− ε2
n∑
i=1

(ωi − pi)2 6 lnC,

ε
n∑
i=1

(ωi − pi) 6 lnC + ε2n,

1
n

n∑
i=1

(ωi − pi) 6
lnC
εn

+ ε (5.20)

äëÿ âñåõ n. Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî ln(1 + t) > t− t2
ïðè |t| 6 0.5.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim sup
n→∞

1
n

n∑
i=1

(ωi − pi) 6 ε. (5.21)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëàãàÿ K2
0 = 1 è âûáèðàÿ ñòðàòåãèþ

S2
n(p) = −εK2

n−1,

Ñêåïòèê ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû Ïðåäñêàçàòåëü âûäàâàë
ñâîè ïðîãíîçû òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim inf
n→∞

1
n

n∑
i=1

(ωi − pi) > −ε. (5.22)

Çàäà÷à. Ïðîâåñòè âñå âûêëàäêè äëÿ ñòðàòåãèè S2
n(p) è ïîëó-

÷èòü íåðàâåíñòâî (5.22).
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Îáå ýòè ñòðàòåãèè ìîæíî ñîåäèíèòü â îäíó ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ
îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îáîèõ íåðàâåíñòâ (5.21)
è (5.22). Â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòåãèè S1

n(p) è S2
n(p) è ñîîòâåòñòâóþùèå

êàïèòàëû K1
n(p), K2

n(p) ðàññìàòðèâàþòñÿ Ñêåïòèêîì êàê âñïîìî-
ãàòåëüíûå â åãî ðàñ÷åòàõ.

Äëÿ èãðû Ñêåïòèê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ

Sn(p) =
1
2

(S1
n(p) + S2

n(p)).

Òîãäà åãî âûèãðûø íà øàãå n áóäåò ðàâåí

Kn =
1
2

(K1
n +K2

n).

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç âûèãðûøåé áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèÿì K1

n > 0 è K2
n > 0 äëÿ âñåõ n. Íà ïåðâîì øàãå S1(p) = 0,

òàê êàê S1
1(p) = −S2

1(p), çàòåì çíà÷åíèÿ S1
n(p) è S2

n(p) ðàçîéäóòñÿ,
òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè ñâîèõ âûèãðûøåé K1

n(p)
è K2

n(p).
Ïóñòü Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûäàåò ïðàâèëüíûå ñëó÷àé-

íûå ÷èñëà, ò.å. supnFn <∞.
Èç îãðàíè÷åííîñòè ñóììàðíîãî âûèãðûøà Kn áóäåò ñëåäîâàòü

îãðàíè÷åííîñòü êàæäîãî èç âûèãðûøåé K1
n è K2

n. Êàê áûëî äîêà-
çàíî âûøå, òàêàÿ îãðàíè÷åííîñòü âûèãðûøåé âëå÷åò îäíîâðåìåí-
íîå âûïîëíåíèå ïðåäåëüíûõ íåðàâåíñòâ (5.21) è (5.22).

Ñëåäóþùèé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñòðàòå-
ãèþ Ñêåïòèêà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâ (5.21) è (5.22) äëÿ âñåõ ε > 0.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk = 2−k äëÿ âñåõ k.
Îïðåäåëèì K1,k

0 = 1 è K2,k
0 = 1 äëÿ âñåõ k. Ðàññìîòðèì ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòü ñòðàòåãèé

S1,k
n (p) = εkK1,k

n−1,

S2,k
n (p) = −εkK2,k

n−1,

S+
n (p) =

∞∑
k=1

2−kS1,k
n (p),

S−n (p) =
∞∑
k=1

2−kS2,k
n (p),

Sn(p) =
1
2

(S+
n (p) + S−n (p)).

Ñîîòâåòñòâóþùèå âûèãðûøû ñâÿçàíû óñëîâèÿìè

K+
n =

∞∑
k=1

2−kK1,k
n ,

K−n =
∞∑
k=1

2−kK2,k
n ,

Kn =
1
2

(K+
n +K−n ).

Âñå ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n
áóäåò K1,k

n 6 2n äëÿ âñåõ k ïî ôîðìóëå (5.19). Îòñþäà è èç îïðå-
äåëåíèÿ |S2,k

n (p)| 6 2n−1 äëÿ âñåõ n.
Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç âûèãðûøåé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì K1,k
n > 0 è K2,k

n > 0 äëÿ âñåõ n è k. Ïîýòîìó èç ðàâíîìåð-
íîé îãðàíè÷åííîñòè ñóììàðíîãî âûèãðûøà Kn ñëåäóåò îãðàíè-
÷åííîñòü êàæäîãî èç âûèãðûøåé K1,k

n è K2,k
n . Êàê áûëî äîêàçàíî

âûøå, îãðàíè÷åííîñòü êàæäîãî èç ýòèõ âûèãðûøåé âëå÷åò îäíî-
âðåìåííîå âûïîëíåíèå ïðåäåëüíûõ íåðàâåíñòâ (5.21) è (5.22) óæå
òåïåðü äëÿ âñåõ εk, k = 1, 2, . . .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ Ñêåïòèêà âû-
íóæäàåò Ïðåäñêàçàòåëÿ, ÷òîáû âûèãðàòü â èãðå ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 5.9, âûäàâàòü òàêèå ïðîãíîçû, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëî-
âèå êàëèáðóåìîñòè:

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

(ωi − pi) = 0. (5.23)
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Îïðåäåëåíèå êàëèáðóåìîñòè (5.23) îáëàäàåò î÷åâèäíûì íåäî-
ñòàòêîì. Íàïðèìåð, õîðîøî êàëèáðóåìûìè ïðîãíîçàìè äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ω1, ω2, . . . = 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü p1, p2, . . . = 1

2 ,
1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 , . . . Îäíàêî, åñëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ, èìåþùèå
÷åòíûå (èëè íå÷åòíûå) èíäåêñû, ïîäîáíûå ïðîãíîçû óæå íå áóäóò
õîðîøî êàëèáðóåìûìè íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûå
ïðàâèëà âûáîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü â ïðîöåññå èãðû Ïðèðîäà âûäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñ-
õîäîâ ω1, ω2 . . . , Ïðåäñêàçàòåëü âûäàåò ïðîãíîçû p1, p2, . . . Ïðà-
âèëîì âûáîðà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F (p1, ω1, p2, ω2, . . . , pn−1, ωn−1, pn),

îïðåäåëåííàÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ òèïà

p1, ω1, p2, ω2, . . . , pn−1, ωn−1, pn,

ãäå pn � ïðîãíîç Ïðåäñêàçàòåëÿ íà øàãå n, n = 1, 2, . . . , è ïðèíè-
ìàþùàÿ òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . íàçûâàåòñÿ õîðîøî

êàëèáðóåìîé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ ω1, ω2, . . . îòíîñè-
òåëüíî ïðàâèëà âûáîðà F (p1, ω1, p2, ω2, . . . , pn−1, ωn−1, pn), åñëè
âûïîëíåíî

sup
n

n∑
i=1

F (p1, ω1, p2, ω2, . . . , pi−1, ωi−1, pi) <∞

èëè

lim
n→∞

n∑
i=1

F (p1, ω1, p2, ω2, . . . , pi−1, ωi−1, pi)(ωi − pi)
n∑
i=1

F (p1, ω1, p2, ω2, . . . , pi−1, ωi−1, pi)
= 0. (5.24)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè óíèâåðñàëüíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ
óòâåðæäàåò
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Òåîðåìà 5.10. Äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâèë

âûáîðà Fk, k = 1, 2, . . . , ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ Ïðåä-

ñêàçàòåëÿ (àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîãíîçîâ Pn ïî ïðåäûñòîðèè

p1, ω1, p2, ω2, . . . , pn−1, ωn−1), ÷òî ïðè ëþáîé ñòðàòåãèè Ïðèðî-

äû, âûäàþùåé èñõîäû ωn íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ çíà÷åíèé

p1, ω1, p2, ω2, . . . , pn−1, ωn−1, pn,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãíîçîâ p1, p2, . . . , âûäàâàåìàÿ ãåíåðàòî-

ðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, áóäåò õîðîøî êàëèáðóåìîé îòíîñèòåëüíî

ëþáîãî ïðàâèëà âûáîðà Fk, ïðè óñëîâèè supnFn < ∞ (ò.å. êîãäà
ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûäàåò ïðàâèëüíûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñëåäóþùèé øàã óñëîæíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé âûøå êîíñòðóêöèè.

Â êîíñòðóêöèè ñòðàòåãèé S1,k
n (p) è S1,k

n (p) ÷èñëî εk çàìåíèì íà
ïàðó εkFs, ãäå k, s = 1, 2, . . .

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñïîìîãàòåëü-
íûõ ñòðàòåãèé Ñêåïòèêà:

S1,k,s
n (p) = εkFs(p1, ω1, p2, ω2, . . . , pi−1, ωi−1, p)K1,k,s

n−1 ,

S2,k,s
n (p) = −εkFs(p1, ω1, p2, ω2, . . . , pi−1, ωi−1, p)K2,k,s

n−1 .

Ââåäåì êàêóþ-íèáóäü ýôôåêòèâíóþ íóìåðàöèþ âñåõ ïàð íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë (k, s). Ïóñòü äëÿ òàêîé ïàðû ñ íîìåðîì i áóäåò
p(i) = è q(i) = s. Òàêóþ íóìåðàöèþ è ôóíêöèè p(i) è q(i) ëåãêî
îïðåëåëèòü êîíêðåòíûì îáðàçîì. Îïðåäåëèì

S+
n (p) =

∞∑
j=1

2−jS1,p(j),q(j)
n (p),

S−n (p) =
∞∑
j=1

2−jS2,p(j),q(j)
n (p),

Sn(p) =
1
2

(S+
n (p) + S−n (p)).

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñìåøèâàíèÿ
ñòðàòåãèé Ñêåïòèêà ñ ìíîæèòåëÿìè εk.
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Çàìåòèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå â ìîäåðíèçèðîâàííîì âàðèàíòå
(5.20) äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ òîëüêî ïî òåì i, äëÿ êîòîðûõ

F (p1, ω1, p2, ω2, . . . , pi−1, ωi−1, pi) = 1.

Â ìîäåðíèçèðîâàííîì âàðèàíòå (5.20) è â (5.23) äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîëó÷èòü (5.24), íàäî n â çíàìåíàòåëå çàìåíèòü íà

n∑
i=1

F (p1, ω1, p2, ω2, . . . , pi−1, ωi−1, pi).

Çàäà÷à. Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.10.
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Ãëàâà 6

Àãðåãèðóþùèé àëãîðèòì

Âîâêà

6.1. Ýêñïîíåíöèàëüíî âîãíóòûå ôóíêöèè
ïîòåðü

Ðàññìàòðèâàåì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî èñõîäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ äâóõýëåìåíòíûì Ω = {0, 1} è ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé
åñòü åäèíè÷íûé èíòåðâàë Γ = [0, 1]. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé Ω = {−1, 1} è Γ = [−1, 1]. Ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ïîòåðü λ(ω, γ) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé è
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• ïðè êàæäîì ω ôóíêöèÿ λ(ω, γ) íåïðåðûâíà ïî γ;

• ñóùåñòâóåò γ ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî îáà çíà÷åíèÿ λ(0, γ) è λ(1, γ)
êîíå÷íûå;

• íå ñóùåñòâóåò γ ∈ [0, 1] òàêîãî, ÷òî îáà çíà÷åíèÿ λ(0, γ) è
λ(1, γ) áåñêîíå÷íûå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîòåðü λ(ω, γ) ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé

Πλ = {(x, y) : ∃ p (λ(0, p) = x, λ(1, p) = y)} (6.1)
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è ìíîæåñòâî ñóïåðïðåäñêàçàíèé

Σλ = {(x, y) : ∃ p (λ(0, p) 6 x, λ(1, p) 6 y)}. (6.2)

Èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ôóíêöèè ïîòåðü è êîìïàêòíîñòè [0, 1] ñëå-
äóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ñóïåðïðåäñêàçàíèé çàìêíóòî. Äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ íèæå ôóíêöèé ïîòåðü ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé (6.1)
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà ñóïåðïðåäñêàçàíèé (6.2).

Íàì áóäåò óäîáíî íàçûâàòü ïîëóïëîñêîñòü [0,+∞)2, â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà ïðåäñêàçàíèé è ñóïåðïðåäñêàçàíèé,
ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñêàçàíèé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî η > 0 ïóñòü Eη : [0,+∞)2 → (0, 1]2 åñòü
ãîìîìîðôèçì èç ïðîñòðàíñòâà ïðåäñêàçàíèé â ýêñïîíåíöèàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî

Eη(x, y) = (e−ηx, e−ηy) (6.3)

äëÿ âñåõ x, y ∈ [0,+∞).
Ïðè ýòîì ãîìîìîðôèçìå ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé (6.1) ïåðå-

õîäèò â ìíîæåñòâî

Eη(Πλ) = {(e−ηλ(0,p), e−ηλ(1,p)) : p ∈ Γ},

à ìíîæåñòâî ñóïåðïðåäñêàçàíèé (6.2) ïåðåõîäèò â ìíîæåñòâî

Eη(Σλ) = {(x, y) : ∃ p (0 6 x 6 e−ηλ(0,p), 0 6 y 6 e−ηλ(1,p))}. (6.4)

Ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ) íàçûâàåòñÿ η-ñìåøèâàåìîé, åñëè ìíî-
æåñòâî Eη(Σλ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Ôóíêöèÿ ïîòåðü íàçûâàåòñÿ
ñìåøèâàåìîé (èëè ýêñïîíåíöèàëüíî âîãíóòîé), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
η-ñìåøèâàåìîé äëÿ íåêîòîðîãî η > 0.

ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ ñìåøèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëîé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî íå âñÿêàÿ
âûïóêëàÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ôóíêöèÿ ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ ñìå-
øèâàåìîé. Òàêèì îáðàçîì, ñìåøèâàåìîñòü � áîëåå ñèëüíîå òðåáî-
âàíèå, ÷åì ïðîñòî âûïóêëîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïîòåðü: ëîãà-
ðèôìè÷åñêóþ, êâàäðàòè÷íóþ, àáñîëþòíóþ è ïðîñòóþ. Ïåðâûå
äâå áóäóò ñìåøèâàåìûìè.
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Â ñëó÷àå, êîãäà Ω � êîíå÷íîå, Γ � ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëå-
íèé âåðîÿòíîñòåé íà Ω, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü îïðå-
äåëÿåòñÿ: λ(ω, γ) = − ln γ{ω}, ãäå ω ∈ Ω è γ ∈ Γ � âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Ω.

Åñëè Ω = {0, 1}, òî ìîæíî îòîæäåñòâèòü γ ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöû, òîãäà 1−γ � ýòî âåðîÿòíîñòü íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
âçÿòü Γ = [0, 1] è ðàññìîòðåòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîòåðü
â âèäå

λ(ω, γ) = − ln(ωγ + (1− ω)(1− γ))

èëè, áîëåå ïîäðîáíî,

λ(ω, γ) =
{
− ln γ, åñëè ω = 1,
− ln(1− γ), åñëè ω = 0.

Îáîáùåííàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

λ(ω, γ) = −1
η

ln(ωγ + (1− ω)(1− γ)), (6.5)

ãäå η > 0 � ïàðàìåòð.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

λ(ω, γ) = c(ω − γ)2,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ìîæíî ðàññìîòðåòü
Ω = {0, 1} è Γ = [0, 1].

Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî èñõîäîâ �
åäèíè÷íûé èíòåðâàë Ω = [−1, 1] è àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî ïðåä-
ñêàçàíèé Γ = [−1, 1]. Ýòè ìíîæåñòâà áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â
çàäà÷å ðåãðåññèè.

Àáñîëþòíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ýòî

λ(ω, γ) = c|ω − γ|,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè
ïîòåðü èñïîëüçóþòñÿ òå æå ìíîæåñòâà èñõîäîâ è ïðåäñêàçàíèé,
÷òî è äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü.
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Ðèñ. 6.1. Ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé è ñóïåðïðåäñêàçàíèé ëîãàðèôìè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ïîòåðü

Ïðîñòàÿ èãðà íà ïðåäñêàçàíèå (ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå Ω = Γ = {0, 1}. Ôóíêöèÿ ïîòåðü ñîâïàäàåò
ñ àáñîëþòíîé ôóíêöèåé ïîòåðü (ïðè c = 1) è óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-
ñòâó

λ(ω, γ) =
{

0, åñëè ω = γ,
1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàäà÷à. Íàðèñîâàòü ãðàôèêè ïðåäñêàçàíèé è îáëàñòè ñóïåð-
ïðåäñêàçàíèé, à òàêæå èõ îáðàçû â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå äëÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé ïîòåðü äëÿ ðàçëè÷íûõ η > 0. Ïðè-
âåñòè ïðèìåðû η, ïðè êîòîðûõ äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé è êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèé ïîòåðü ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè â ýêñïîíåíöè-
àëüíîì ïðîñòðàíñòâå áóäóò âûïóêëûìè (à òàêæå íåâûïóêëûìè).

Îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñìåøèâàåìûõ ôóíêöèé ïî-
òåðü. Çäåñü îáîáùåííàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü èãðàåò
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Ðèñ. 6.2. Îáðàçû ìíîæåñòâà ïðåäñêàçàíèé è ñóïåðïðåäñêàçàíèé ëîãà-

ðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå

îñîáóþ ðîëü.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé (6.1) îáîáùåííîé

ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü (6.5) åñòü êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè
ñóïåðïðåäñêàçàíèé:

{(x, y) : e−ηx + e−ηy = 1}. (6.6)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàëëåëüíûå ñäâèãè êðèâîé (6.6) â
ïëîñêîñòè ñóïåðïðåäñêàçàíèé, ò.å. êðèâûå âèäà

{(x, y) : e−η(x−α) + e−η(y−β) = 1}, (6.7)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà (α, β).
Ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà ïëîñêîñòè (x1, y1) íàõîäèòñÿ ¾ñåâåðî-âîñòî÷íåå¿,

÷åì òî÷êà ïëîñêîñòè (x2, y2), åñëè x1 > x2 è y1 > y2.
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Ðèñ. 6.3. Ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé è ñóïåðïðåäñêàçàíèé êâàäðàòè÷íîé

ôóíêöèè ïîòåðü

Ìíîæåñòâî A ⊆ R2 íàõîäèòñÿ ñåâåðî-âîñòî÷íåå íåêîòîðîãî ïà-
ðàëëåëüíîãî ñäâèãà êðèâîé (6.6), åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà íàõîäèòñÿ
ñåâåðî-âîñòî÷íåå íåêîòîðîé òî÷êè, ëåæàùåé íà ýòîì ñäâèãå (6.7).

Çàìåòèì, ÷òî ïðîîáðàçàìè âñåõ ïðÿìûõ âèäà ax + by = c, ãäå
a > 0 è b > 0, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïðè ãîìîìîðôèçìå (6.3) ÿâëÿþòñÿ âñå ïàðàëëåëüíûå ñäâèãè
êðèâîé e−ηx + e−ηy = 1, ðàññìàòðèâàåìîé â ïðîñòðàíñòâå ñóïåð-
ïðåäñêàçàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîîáðàç ïðÿ-
ìîé ax+ by = c ïðè ãîìîìîðôèçìå Eη åñòü êðèâàÿ

ae−ηx + be−ηy = c,

ò.å. ïàðàëëåëüíûé ñäâèã êðèâîé e−ηx + e−ηy = 1 íà âåêòîð(
−1
η

ln
a

c
,−1

η
ln
b

c

)
.
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Ðèñ. 6.4. Îáðàçû ìíîæåñòâà ïðåäñêàçàíèé è ñóïåðïðåäñêàçàíèé êâàä-

ðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó òàêèìè ïðÿìûìè ax+by = c â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
è ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè êðèâîé e−ηx+e−ηy = 1 â ïðîñòðàíñòâå
ñóïåðïðåäñêàçàíèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáðàç Eη(Σλ) ìíîæåñòâà ñóïåðïðåäñêàçà-
íèé â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè åãî ãðàíèöû ñóùåñòâóåò
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó òàêàÿ, ÷òî âåñü ýòîò îáðàç
ìíîæåñòâà ñóïåðïðåäñêàçàíèé íàõîäèòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé
ïðÿìîé.

Ïåðåâîäÿ ýòî ñâîéñòâî èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â
ïðîñòðàíñòâî ñóïåðïðåäñêàçàíèé, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ñìåøèâàåìîñòè ôóíêöèè ïîòåðü.
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Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ôóíêöèÿ ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ η-ñìåøèâàåìîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (a, b), ëåæàùåé

íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà ñóïåðïðåäñêàçàíèé, ñóùåñòâóåò ïàðàë-

ëåëüíûé ñäâèã e−η(x−α) + e−η(y−β) = 1 êðèâîé e−ηx + e−ηy = 1,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó (a, b), è òàêîé, ÷òî âñå ìíîæåñòâî ñó-

ïåðïðåäñêàçàíèé ëåæèò ñåâåðî-âîñòî÷íåå ýòîãî ñäâèãà.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñìåøèâàåìûå
ôóíêöèè ïîòåðü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà η ëîãàðèôìè÷åñêàÿ è êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-
öèè ïîòåðü îêàçûâàþòñÿ η-ñìåøèâàåìûìè, àáñîëþòíàÿ ôóíêöèÿ
ïîòåðü ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñìåøèâàåìîé.

Äëÿ ñìåøèâàåìûõ ôóíêöèé ïîòåðü ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâ-
íûì ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé àãðåãèðóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé
áû ïðåäëîæåí â 1990 ãîäó Â.Ã. Âîâêîì [16]. Ýòîò àëãîðèòì áûë
èñòîðè÷åñêè îäíèì èç ïåðâûõ àëãîðèòìîâ ïîäîáíîãî ðîäà. Îí ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì áîëåå ïðîñòîãî àëãîðèòìà âçâåøåííîãî áîëü-
øèíñòâà, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â 1989 ãîäó Ëèòëñòîóíîì è Âàð-
ìóòîì [12]. Àãðåãèðóþùèé àëãîðèòì Âîâêà èìååò îøèáêó ïðåä-
ñêàçàíèÿ, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà ýêñïåðòîâ è íå çàâèñèò
îò äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

6.2. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýêñïåðòîâ

Â ðàçäåëàõ 3.3 è 3.5 àëãîðèòìû ïðåäñêàçàíèÿ èìåëè îøèáêó ïî-
ðÿäêà O(

√
T lnN), ãäå T � äëèíà ïåðèîäà, à N � ÷èñëî ýêñïåðòîâ.

Àëãîðèòìû è ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàçäåëîâ îòíîñèëèñü ê ôóíêöèÿì
ïîòåðü ïðîèçâîëüíîãî âèäà (â ðàçäåëå 3.3 äîïîëíèòåëüíî òðåáî-
âàëàñü âûïóêëîñòü ôóíêöèè ïîòåðü ïî ïðîãíîçàì).

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì àëãîðèòì ñìåøèâàíèÿ ïðîãíîçîâ, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ñìåøèâàåìûõ ôóíêöèé ïîòåðü
(ëîãàðèôìè÷åñêîé, êâàäðàòè÷íîé).

Ïðèâîäèìûé íèæå àëãîðèòì èìååò îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ, íå
çàâèñÿùóþ îò äëèíû ïåðèîäà T , ýòà îøèáêà èìååò âèä O(lnN),
ãäå N � ÷èñëî ýêñïåðòîâ.
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Â äàëüíåéøåì ìû ïîñòðîèì ñòðàòåãèþ ïðåäñêàçàòåëÿ, äëÿ êî-
òîðîé

LT 6 c(η) inf
θ
LT (θ) + a(η) lnN

äëÿ âñåõ T , ãäå â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü c(η) > 1 äëÿ ïþáîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà îáó÷åíèÿ àëãîðèòìà η ∈ (0,∞).

Â ñëó÷àå ñìåøèâàåìûõ ôóíêöèé ïîòåðü áóäåò c(η) = 1 äëÿ
íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà îáó÷åíèÿ η.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñõåìó àëãîðèòìà â ñëó÷àå ìíî-
æåñòâà èñõîäîâ Ω = {0, 1} è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýêñïåðòîâ
Θ = {1, 2, . . . , N}. Ïðîãíîçû ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå äåéñòâè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ Γ = R. Çàäàíà ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ), ãäå
ω ∈ Ω è γ ∈ Γ.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ áåñêîíå÷íûå
(è äàæå íåñ÷åòíûå) ïðîñòðàíñòâà ýêñïåðòîâ Θ. Ïðè ýòîì ðåçóëü-
òàòû ñóùåñòâåííî íå èçìåíÿòñÿ, íàäî òîëüêî ââåñòè ìåðû íà ýêñ-
ïåðòàõ è ñóììû ïî ýêñïåðòàì çàìåíèòü íà èíòåãðàëû ïî θ.

Íàïîìíèì ïðîòîêîë èãðû íà ïðåäñêàçàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýêñïåðòíûõ ïðîãíîçîâ.
Ïóñòü L0 = 0, L0(i) = 0, i = 1, . . . , N .
FOR t = 1, 2, . . .
Ýêñïåðò i âûáèðàåò ïðîãíîç ξit ∈ Γ, i = 1, . . . , N .
Ñòàòèñòèê âûáèðàåò ïðîãíîç γt ∈ Γ.
Ïðèðîäà âûáèðàåò èñõîä ωt ∈ Ω.
Ýêñïåðò i âû÷èñëÿåò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t èãðû:

Lt(i) = Lt−1(i) + λ(ωt, ξit).

Ñòàòèñòèê âû÷èñëÿåò ñâîè ñóììàðíûå ïîòåðè íà øàãå t èãðû:

Lt = Lt−1 + λ(ωt, γt).

ENDFOR
Ôèêñèðóåì ïàðàìåòð îáó÷åíèÿ η > 0 (learning rate), ïîëàãàåì

β = e−η.
Ââåäåì íåêîòîðîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèÿ P0(i) íà ìíîæå-

ñòâå ýêñïåðòîâ Θ. Åñòåñòâåííî áðàòü ðàâíîìåðíîå àïðèîðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íà ýêñïåðòàõ P0(i) = 1/N äëÿ âñåõ i ∈ Θ, ãäå N �
÷èñëî ýêñïåðòîâ.
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Íà øàãàõ t = 1, 2, . . . Ñòàòèñòèê ïåðåñòðàèâàåò âåñà ýêñïåð-
òîâ i = 1, . . . , N ñîãëàñíî ôîðìóëå

Pt(i) = βλ(ωt,ξit)Pt−1(i). (6.8)

Òàêèì îáðàçîì, âåñ ýêñïåðòà, èìåþùåãî áîëüøèå ïîòåðè, óìåíü-
øàåòñÿ.

Âåñà ýêñïåðòîâ (6.8) íîðìèðóåì:

P ∗t (i) =
Pt(i)
N∑
j=1

Pt(j)
, (6.9)

÷òîáû ñóììà íîðìèðîâàííûõ âåñîâ ñòàëà ðàâíîé 1.
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ¾ïñåâ-

äîïðåäñêàçàíèåì¿ :

gt(ω) = logβ
N∑
j=1

βλ(ω,ξit)P ∗t−1(i). (6.10)

Àëãîðèòì, âûäàþùèé ïñåâäîïðåäñêàçàíèÿ, âû÷èñëåííûå ïî ôîð-
ìóëå (6.10), îáîçíà÷àåì APA (Aggregating Pseudo Algorithm). Îáî-
çíà÷èì ñóììàðíûå ïîòåðè àëãîðèòìà APA çà T øàãîâ íà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ ω1, . . . , ωT :

LT (APA) =
T∑
t=1

gt(ωt). (6.11)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäñòàâëÿåò ñóììàðíûå ïîòåðè àëãîðèòìà
APA â áîëåå ïðîñòîì è ÿñíîì âèäå.

Ëåììà 6.1. Ñóììàðíûå ïîòåðè îáîáùåííîãî àëãîðèòìà çà T
øàãîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

LT (APA) = logβ
N∑
i=1

βLT (i)P0(i).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (6.8) ñëåäóåò, ÷òî

PT (i) = β

T∑
t=1

λ(ωt,ξit)
P0(i) = βLT (i)P0(i).

Èç îïðåäåëåíèÿ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

logβ
N∑
i=1

βLT (i)P0(i)− logβ
N∑
i=1

βLT−1(i)P0(i) =

= logβ

N∑
i=1

βLT (i)P0(i)

N∑
i=1

βLT−1(i)P0(i)
=

= logβ

N∑
i=1

βLT−1(i)+λ(ωT ,ξ
i
T )P0(i)

N∑
i=1

βLT−1(i)P0(i)
=

= logβ

N∑
i=1

βλ(ωT ,ξ
i
T )PT−1(i)

N∑
i=1

PT−1(i)
=

= logβ
N∑
j=1

βλ(ωT ,ξ
j
T )P ∗T−1(j) = gT (ωT ). (6.12)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (6.10). Ïîñêîëüêó
(6.12) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ T , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû

LT (APA) =
T∑
t=1

gt(ωt) = logβ
N∑
i=1

βLT (i)P0(i). 4

Ïñåâäîïðåäñêàçàíèå gt(ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûå óñðåä-
íåííûå ïîòåðè è íå äàåò ñàìîãî ïðåäñêàçàíèÿ γ ∈ Γ, äëÿ êîòîðîãî
ïðåäíàçíà÷åíû ýòè ïîòåðè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïåðåâåñòè ïñåâäîïðåäñêàçàíèå â
îáû÷íîå ïðåäñêàçàíèå. Ôóíêöèåé ïîäñòàíîâêè íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ γt = Σ(gt), òàêàÿ, ÷òî λ(ω,Σ(gt)) 6 gy(ω) äëÿ âñåõ ω.
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Ðèñ. 6.5. Ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ ïðåäñêàçàíèÿ γ∗. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó M , îòìå÷àåò òî÷êó N = (βλ(0,γ∗), βλ(1,γ∗)) íà êðèâîé, ïî

êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ïàðàìåòð γ∗

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè ñóùåñòâóåò, åñëè ôóíê-
öèÿ ïîòåðü λ(ω, γt) ÿâëÿåòñÿ ñìåøèâàåìîé.

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Åñëè ôóíêöèÿ ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ ñìåøèâàå-

ìîé, òî ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ) ÿâëÿåòñÿ η-
ñìåøèâàåìîé è ïóñòü β = e−η. Èç âûïóêëîñòè îáðàçà (6.4) â ýêñïî-
íåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâà ñóïåðïðåäñêàçàíèé ôóíê-
öèè λ(ω, γ)

Eη(Σλ) = {(x, y) : ∃ p (0 6 x 6 βλ(0,p), 0 6 y 6 βλ(1, p))}
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ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò γ∗ ∈ Γ òàêàÿ, ÷òî

βλ(ωT ,γ
∗) >

N∑
j=1

βλ(ωT ,ξ
j
T )P ∗T−1(j) (6.13)

äëÿ âñåõ ωT ∈ {0, 1}. Íåðàâåíñòâî (6.13) îçíà÷àåò, ÷òî àáñöèññà è
îðäèíàòà òî÷êè (

βλ(0,γ∗), βλ(1,γ∗)
)

áîëüøå èëè ðàâíû ÷åì àáñöèññà è îðäèíàòà òî÷êè N∑
j=1

βλ(0,ξjT )P ∗T−1(j),
N∑
j=1

βλ(1,ξjT )P ∗T−1(j)

 .

Ïîëàãàåì Σ(gt) = γ∗. Óñëîâèå λ(ω,Σ(gt)) 6 gt(ω) áóäåò âûïîë-
íåíî äëÿ âñåõ ω.

Åñëè ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ) âû÷èñëèìà íåêîòîðûì àëãîðèò-
ìîì, òî òàêæå ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé íà øàãå t âûäàåò
ïðåäñêàçàíèå γt = Σ(gt). Ýòîò àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àãðåãèðóþ-

ùèì àëãîðèòìîì (AA-àëãîðèòì, Aggregating Algorithm).
Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ïîòåðü ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ìíîãî

ðàçëè÷íûõ γ∗, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (6.13). Â ïîñëåäó-
þùèõ ðàçäåëàõ áóäóò ïðåäñòàâëåíû êîíêðåòíûå àíàëèòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Σ(gt) â ñëó÷àå ëîãàðèôìè÷åñêîé è êâàä-
ðàòè÷íîé ôóíêöèé ïîòåðü.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà Σ(gt) ñóùåñòâóåò, èç ëåììû 6.1 ñëåäóåò,
÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

LT (AA) =
T∑
t=1

λ(ωt,Σ(gt)) 6

6 LT (APA) = logβ
N∑
i=1

βLT (i)P0(i). (6.14)

Ïðèïèøåì êàæäîìó ýêñïåðòó îäèíàêîâûé âåñ P0(i) = 1/N . Òîãäà
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èç (6.14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ Θ, äëÿ âñåõ T

LT (AA) 6 logβ

(
1
N

N∑
i=1

βLT (i)

)
6

6 logβ

(
1
N
βLT (i)

)
= LT (i) +

lnN
η

. (6.15)

Îöåíêà (6.15) îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûå ïîòåðè àãðåãèðóþùåãî
àëãîðèòìà AA íå ïðåâîñõîäÿò ïîòåðè ëþáîãî ýêñïåðòà, â òîì ÷èñ-
ëå è íàèëó÷øåãî, ò.å., èìåþùåãî íàèìåíüøèå ïîòåðè ñðåäè âñåõ
ýêñïåðòîâ, ïëþñ íåêîòîðûé ðåãðåò (îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ), êîòî-
ðûé çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà ýêñïåðòîâ è ïàðàìåòðà è, ÷òî î÷åíü
âàæíî, íå çàâèñèò îò äëèíû ïåðèîäà ïðåäñêàçàíèÿ, êàê ýòî áûëî
â àëãîðèòìå ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ.

6.3. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýêñïåðòîâ

Ïîâòîðèì ñõåìó àëãîðèòìà â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýêñ-
ïåðòîâ Θ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà Θ çàäàíà ñòðóêòóðà âåðî-
ÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà � ñèãìà àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.
Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìåðû íà Θ. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììû ïî
ýêñïåðòàì i = 1, . . . , N çàìåíÿþòñÿ íà èíòåãðàëû ïî ýòèì ìåðàì
íà Θ.

Ïî-ïðåæíåìó Ω = {0, 1}, Γ = [0, 1]. Çàäàíà ôóíêöèÿ ïîòåðü
λ(ω, γ), ãäå ω ∈ Ω è γ ∈ Γ, η > 0 � ïàðàìåòð îáó÷åíèÿ, β = e−η.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå àïðèîðíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå P0(dθ) íà ìíîæåñòâå ýêñïåðòîâ Θ.

Íà øàãå t = 1, 2, . . . Ñòàòèñòèê ïåðåñòðàèâàåò âåñà ýêñïåð-
òîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

Pt(dθ) = βλ(ωt,ξθt )Pt−1(dθ). (6.16)

Òàêèì îáðàçîì, âåñ ýêñïåðòà, èìåþùåãî áîëüøèå ïîòåðè, óìåíü-
øàåòñÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ çàäàíèå âåñîâ (6.16) ýêâèâàëåíòíî ñïî-
ñîáó âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé E ïî ôîðìóëå

Pt(E) =
∫
E
βλ(ωt,ξθt )Pt−1(dθ).
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Âåñà (6.16) íîðìèðóåì:

P ∗t (dθ) =
Pt(dθ)
Pt(Θ)

. (6.17)

Íîðìèðîâàííûå âåñà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó;
äëÿ íåå P ∗t (Θ) = 1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ¾ïñåâäîïðåäñêàçàíèå¿

gt(ω) = logβ

∫
Θ
βλ(ω,ξθt )P ∗t−1(dθ). (6.18)

Àëãîðèòì, âûäàþùèé ïñåâäîïðåäñêàçàíèÿ, òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ
APA, à ñóììàðíûå ïîòåðè àëãîðèòìà APA çà T øàãîâ ðàâíû

LT (APA) =
T∑
t=1

gt(ωt). (6.19)

Èç (6.16) ñëåäóåò, ÷òî

PT (dθ) = β

T∑
t=1

λ(ωt,ξθt )
P0(dθ) = βLT (θ)P0(dθ),

P ∗T (dθ) =
βLT (θ)∫

Θ β
LT (θ)P0(dθ)

P0(dθ).

Òîãäà ðàâåíñòâî (6.18) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

gT (ω) = logβ

∫
Θ

βλ(ω,ξθT )+LT−1(θ)∫
Θ β

LT−1(θ)P0(dθ)
P0(dθ). (6.20)

Èìååò ìåñòî àíàëîã ëåììû 6.1.

Ëåììà 6.2. Ñóììàðíûå ïîòåðè îáîáùåííîãî àëãîðèòìà çà T
øàãîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

LT (APA) = logβ

∫
Θ
βLT (θ)P0(dθ). (6.21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó ëåììû 6.1. Èç (6.8) ñëåäóåò, ÷òî

Pt(dθ) = β

T∑
t=1

λ(ωt,ξθt )
P0(dθ) = βLT (θ)P0(dθ). (6.22)

Èç îïðåäåëåíèÿ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

logβ

∫
Θ
βLT (θ)P0(dθ)− logβ

∫
Θ
βLT−1(θ)P0(dθ) =

= logβ

∫
Θ β

LT (θ)P0(dθ)∫
Θ β

LT−1(θ)P0(dθ)
=

= logβ

∫
Θ β

LT−1(θ)+λ(ωT ,ξ
θ
T )P0(dθ)∫

Θ β
LT−1(θ)P0(dθ)

=

= logβ

∫
Θ β

λ(ωT ,ξ
θ
T )PT−1(dθ)∫

Θ PT−1(dθ)
=

= logβ

∫
Θ
βλ(ωT ,ξ

θ
T )P ∗T−1(dθ) = gT (ωT ). (6.23)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (6.18).
Ïîñêîëüêó (6.23) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ T , ïîëó÷àåì óòâåðæäå-

íèå ëåììû. 4
Äëÿ ñìåøèâàåìîé ôóíêöèè ïîòåðü íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè Σ(gt) òàêæå ñóùåñòâóåò è â ñëó÷àå áåñ-
êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ýêñïåðòîâ Θ. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàëû
ïî dθ ïðèáëèæàþòñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-
þò êîíå÷íûì ìíîæåñòâàì ýêñïåðòîâ. Ïðåäñêàçàíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòèì êîíå÷íûì ìíîæåñòâà ýêñïåðòîâ, èìåþò ïðåäåëüíóþ
òî÷êó γ∗, òàê êàê ìíîæåñòâî ïðåäñêàçàíèé êîìïàêòíî. Òàê êàê
ôóíêöèÿ ïîòåðü λ(ω, γ) íåïðåðûâíà ïî γ, ýòà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

λ(ω, γ∗) 6 gt(ω)

äëÿ âñåõ ω, ãäå gt(ω) îïðåäåëåíî ïî (6.18). Ïîëàãàåì Σ(gt) = γ∗.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 6.2 áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

LT (AA) =
T∑
t=1

λ(ωt,Σ(gt)) 6 logβ

∫
Θ
βLT (θ)P0(dθ). (6.24)

6.4. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîêàæåì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ è
êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèè ïîòåðü ÿâëÿþòñÿ ñìåøèâàåìûìè.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ïîòåðü íå ÿâëÿåòñÿ ñìåøèâàå-
ìîé, îïðåäåëÿåòñÿ êðèâàÿ ñìåøèâàåìîñòè (mixability curve) c(η) :

c(η) = inf
{
c : ∀ P ∃ δ ∈ Γ ∀ ω

(
λ(ω, δ) 6 c logβ

∫
Γ
βλ(ω,γ)P (dγ)

)}
.

Ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèÿ c(η) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþ-
ùåé.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíê-
öèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

∀ η ∀ ω : λ(ω,Ση(g)) 6 c(η)g(ω) (6.25)

äëÿ ëþáîãî ïñåâäîïðåäñêàçàíèÿ

g(ω) = logβ

∫
Γ
βλ(ω,γ)P (dγ)

è âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P íà Γ.
Ìîæíî îïðåäåëèòü ìèíèìàêñíóþ ôóíêöèþ ïîäñòàíîâêè.

Ση(g) ∈ arg min
γ∈Γ

sup
ω∈Ω

λ(ω, γ)
g(ω)

. (6.26)

Ïî îïðåäåëåíèþ ëþáàÿ ìèíèìàêñíàÿ ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè Ση(g),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ (6.26), óäîâëåòâîðÿåò è íåðàâåíñòâó (6.25).

Çàìåòèì, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äðóãèå � íå ìèíèìàêñíûå,
ôóíêöèè ïîäñòàíîâêè òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (6.25). ×àñòî
èõ ïðîùå âû÷èñëèòü.
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Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîòåðü, íå îáÿçà-
òåëüíî ñìåøèâàåìîé, âìåñòî (6.24) èìååì

LT (AA) =
T∑
t=1

λ(ωt,Σ(gt)) 6 c(η) logβ

∫
Θ
βLT (θ)P0(dθ).

Âñå àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà áóäóò âåðíûìè, åñëè èõ óìíîæèòü
íà c(η).

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñïåðòîâ íåðàâåíñòâî (6.15) ïåðå-
õîäèò â íåðàâåíñòâî

LT (AA) 6 c(η) logβ

(
1
N

N∑
i=1

βLT (i)

)
6

6 c(η) logβ

(
1
N
βLT (i)

)
= c(η)LT (k) + c(η)

lnN
η

äëÿ âñåõ T è âñåõ k = 1, . . . , N .

6.5. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü

Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ èñõîäîâ Ω è ìíîæåñòâî âñåõ ýêñïåðòîâ Θ �
êîíå÷íûå, ìíîæåñòâî âñåõ ïðîãíîçîâ Γ = P(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà Ω. Ïðè γ ∈ Γ è ω ∈ Ω, âåëè÷èíà
γ(ω) = γ({ω}) ðàâíà âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòà ω. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ïîòåðü îïðåäåëÿåòñÿ λ(ω, γ) = − ln γ(ω).

Âîçüìåì η = 1, òîãäà β = e−1. Â ýòîì ñëó÷àå

βλ(ω,γ) = γ(ω),

ò.å. ðàâíî âåðîÿòíîñòè, êîòîðóþ ýêñïåðò èëè Ñòàòèñòèê ïðèïè-
ñûâàåò èñõîäó ω. Â ýòîì ñëó÷àå àãðåãèðóþùèé àëãîðèòì ñîâïàäà-
åò ñ àëãîðèòìîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ.

Ïðîãíîç ýêñïåðòà i íà øàãå t � ýòî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ξit = ξit(·) ∈ Γ íà ïðîñòðàíñòâå èñõîäîâ Ω.

Ñ êàæäûì ýêñïåðòîì i ∈ Θ íà øàãå t áóäåì ñâÿçûâàòü ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Qi íà Ω∞, îïðåäåëÿåìîå óñëîâíûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè:

Qi(ω|ω1, . . . , ωt−1) = ξit(ω) ∈ Γ. (6.27)

224



Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñóáúåêòèâíîå
óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ýêñïåðòà i íà t-ì øàãå. Âåëè÷èíà (6.27)
ðàâíà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, êîòîðóþ i-é ýêñïåðò ïðèïèñûâàåò áó-
äóùåìó èñõîäó ω, ïîñëå òîãî êàê îí íàáëþäàë èñõîäû ω1, . . . , ωt−1.

Òîãäà ñóáúåêòèâíàÿ âåðîÿòíîñòü, êîòîðàÿ ïðèïèñûâàåòñÿ íà
øàãå t ýêñïåðòîì i ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ ω1, . . . , ωt ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ

Qi(ω1, . . . , ωt) = ξi1(ω1)ξi2(ω2) · . . . · ξit(ωt). (6.28)

Âåñà ýêñïåðòîâ ïåðåñòðàèâàþòñÿ ñîãëàñíî (6.8). Â äàííîì ñëó-
÷àå âåñ i-ãî ýêñïåðòà ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íà øàãå t :

Pt(i) = βλ(ωt,ξit)Pt−1(i) =
= ξi1(ω1)ξi2(ω2) · . . . · ξit(ωt)P0(i) =

= Qi(ω1, . . . , ωt)P0(i). (6.29)

Âåñà (6.29) ýêñïåðòîâ íîðìèðóþòñÿ êàê

P ∗t (i) =
Pt(i)
N∑
j=1

Pt(j)
=

Qi(ω1, . . . , ωt)P0(i)
N∑
j=1

Qj(ω1, . . . , ωt)P0(j)
. (6.30)

Âåðîÿòíîñòü P ∗t (i) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü
ýêñïåðòà i ïîñëå íàáëþäåíèÿ èñõîäîâ ω1, . . . , ωt.

Òàê êàê βλ(ωt,ξit) = ξit(ωt), ïñåâäîïðåäñêàçàíèå (6.10) ïðåâðàùà-
åòñÿ â ëîãàðèôì áàéåñîâñêîé ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé, ïðåäëàãàåìûõ
íà øàãå t ýêñïåðòàìè,

gt(ω) = logβ
N∑
i=1

ξit(ω)P ∗t−1(i). (6.31)

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðåäñêàçàíèÿ Σ(gt) àëãîðèòìà AA ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàéåñîâñêóþ
ñìåñü ðàñïðåäåëåíèé, ïðåäëàãàåìûõ íà øàãå t ýêñïåðòàìè.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé � ïðåäñêàçàíèå àëãîðèòìà AA,
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

γt(ω) = Σ(gt) =
N∑
i=1

ξit(ω)P ∗t−1(i).
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Òîãäà çíà÷åíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü íà èñõîäå ωt
ïðè ïðåäñêàçàíèè Ñòàòèñòèêà, ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèþ γt, ïðî-
ñòî ðàâíî ïñåâäîïðåäñêàçàíèþ

λ(ωt, γt) = − ln γt(ωt) = logβ
N∑
i=1

ξit(ωt)P
∗
t−1(i) = gt(ωt).

Ðàçüÿñíèì äàííûé ìåòîä è åãî ñâÿçü ñ áàéåñîâñêèì ïðàâèëîì

íà ïðèìåðå ïåðâûõ äâóõ øàãîâ: t = 1, 2.
Êàæäîìó ýêñïåðòó i íà øàãå t = 1 ñîîòâåòñòâóåò åãî ïðîãíîç �

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ξi1 = ξi1(·) ∈ Γ íà Ω. Íà ïåðâîì øàãå
ïðåäñêàçàíèå àëãîðèòìà AA �

γ1(ω) =
N∑
i=1

ξi1(ω)P0(i),

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàéåñîâñêóþ ñìåñü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ýêñïåðòîâ îòíîñèòåëüíî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P0 íà
ìíîæåñòâå âñåõ ýêñïåðòîâ.

Ïîñëå òîãî êàê ïîÿâèëñÿ ïåðâûé èñõîä ω1, Ñòàòèñòèê ïåðå-
ñòðàèâàåò àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå ýêñïåðòîâ. Ñíà-
÷àëà îí îïðåäåëÿåò âåñà ýêñïåðòîâ:

P1(i) = βλ(ω1,ξi1)P0(i) = ξi1(ω1)P0(i).

Ïîñëå ýòîãî ïóòåì íîðìèðîâàíèÿ âåñîâ âû÷èñëÿþòñÿ àïîñòåðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè ýêñïåðòîâ i ïîñëå íàáëþäåíèÿ èñõîäà ω1 :

P ∗1 (i) =
ξi1(ω1)P0(i)
N∑
j=1

ξj1(ω1)P0(j)
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîð-
ìóëó Áàéåñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè P ∗1 (i)
ýêñïåðòà i ïîñëå íàáëþäåíèÿ èñõîäà ω1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïàåì íà øàãå t = 2.
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Êàæäîìó ýêñïåðòó i íà øàãå t = 2 ñîîòâåòñòâóåò åãî ïðîãíîç �
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ξi2(·) íà Ω. Ïðåäñêàçàíèå àëãîðèòìà
AA

γ2(ω) =
N∑
i=1

ξi2(ω)P ∗1 (i)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàéåñîâñêóþ ñìåñü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé ýêñïåðòîâ îòíîñèòåëüíî àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P ∗1
íà ìíîæåñòâå âñåõ ýêñïåðòîâ, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå èñõîäà, ïî-
ëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ïîñëå òîãî êàê ïîÿâèëñÿ âòîðîé èñõîä ω2, Ñòàòèñòèê ïåðå-
ñòðàèâàåò àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå ýêñïåðòîâ.
Ñíà÷àëà îí ïåðåîïðåäåëÿåò âåñà ýêñïåðòîâ

P2(i) = βλ(ω2,ξi2)P1(i) = ξi2(ω2)P1(i) = ξi1(ω1)ξi2(ω2)P0(i).

Ïîñëå ýòîãî ïóòåì íîðìèðîâàíèÿ âåñîâ âû÷èñëÿþòñÿ àïîñòåðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè ýêñïåðòîâ i ïîñëå íàáëþäåíèÿ èñõîäîâ ω1, ω2 :

P ∗2 (i) =
ξi1(ω2)P ∗1 (i)
N∑
j=1

ξj2(ω2)P ∗1 (j)
.

Âíîâü íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó Áàéåñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè P ∗2 (i) ýêñïåðòà i ïîñëå íàáëþäåíèÿ èñõîäà ω2 íà îñíî-
âå ïðåäûäóùèõ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé P ∗1 (i), âû÷èñëåííûõ
íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü
àëãîðèòì AA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå
áàéåñîâñêîãî ïðàâèëà â ðåæèìå îíëàéí.

Ïîòåðè i-ãî ýêñïåðòà çà T øàãîâ ðàâíû

LT (i) =
T∑
i=1

λ(ωt, ξit) =

= − ln(ξi1(ω1) · . . . · ξiT (ωT )) =
= − lnQi(ω1, . . . , ωT ). (6.32)
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Ýòî ðàâåíñòâî èñïîëüçóåò îïðåäåëåíèå ñóáúåêòèâíîé âåðîÿòíîñòè
(6.27), êîòîðóþ Ñòàòèñòèê ïðèïèñûâàåò ýêñïåðòàì íà øàãå t.

Ïîòåðè Ñòàòèñòèêà, èñïîëüçóþùåãî àëãîðèòì AA, çà T øà-
ãîâ ðàâíû

LT (AA) =
T∑
t=1

λ(ωt,Σ(gt)) =

= logβ
N∑
i=1

βLT (i)P0(i) =

= logβ
N∑
i=1

Qi(ω1, . . . , ωT )P0(i). (6.33)

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåðè Ñòàòèñòèêà çà T øàãîâ, èñïîëüçóþ-
ùåãî àëãîðèòì AA, ðàâíû ìèíóñ ëîãàðèôìó îò áàéåñîâñêîé ñìå-
ñè âñåõ âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå ýêñïåðòû ïðèïèñûâàþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èñõîäîâ ω1, . . . , ωT äëèíû T .

Íåðàâåíñòâî (6.15) ïðåâðàùàåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ Θ â
íåðàâåíñòâî

LT (AA) = logβ
N∑
i=1

Qi(ω1, . . . , ωT )P0(i) 6

6 − lnQk(ω1, . . . , ωT )− lnP0(k) (6.34)

äëÿ âñåõ T è k = 1, . . . , N .

6.6. Ïðîñòàÿ èãðà íà ïðåäñêàçàíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòàÿ èãðà íà ïðåäñêàçàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ è ïðîñòðàíñòâî ïðîãíîçîâ �
äâóõýëåìåíòíûå è ñîâïàäàþò Ω = Γ = {0, 1}. Çàäà÷à ïðåäñêàçà-
íèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû òî÷íî ïðåäñêàçàòü áóäóùèé èñõîä.
Ôóíêöèÿ ïîòåðü îïðåäåëÿåòñÿ

λ(ω, γ) =
{

0, åñëè ω = γ,
1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òàêèì îáðàçîì, êóìóëÿòèâíûå ïîòåðè ýêñïåðòà ðàâíû ÷èñëó îøè-
áîê ïðè ïðåäñêàçàíèè áóäóùåãî èñõîäà.

Èìååòñÿ N ýêñïåðòîâ; ýêñïåðò i äåëàåò íà øàãå t ïðåäñêàçàíèå
ξit ∈ {0, 1}.

Äëÿ àíàëèçà ýòîé èãðû êàæäîå ïñåâäîïðåäñêàçàíèå

g(ω) = logβ
N∑
i=1

βλ(ω,ξit)P ∗t−1(i) (6.35)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òî÷êè (g(0), g(1)) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè R2. Ýòà òî÷êà èìååò âèä

(logβ(βp+ (1− p)), logβ(p+ β(1− p))), (6.36)

ãäå 0 < β < 1 � ïàðàìåòð ñìåøèâàíèÿ, p =
∑
ξit=1

P ∗t−1(i) � ñóì-

ìàðíûé âåñ ýêñïåðòîâ, ïðåäñêàçûâàþùèõ 1 íà øàãå t, ïðè ýòîì
1−p =

∑
ξit=0

P ∗t−1(i) � ñóììàðíûé âåñ ýêñïåðòîâ, ïðåäñêàçûâàþùèõ

0 íà øàãå t.
Âñå òî÷êè òèïà (6.36) îáðàçóþò âûïóêëóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþ-

ùóþ òî÷êè (1, 0) è (0, 1), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò p = 0 è p = 1.
Çàäà÷à. Ïðîâåðèòü âûïóêëîñòü ýòîé êðèâîé.
Ïóñòü 1/c(β) ðàâíî àáñöèññå (îðäèíàòå) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìîé y = x è ýòîé êðèâîé. Ïðè p = 1
2 èç (6.36) ïîëó÷àåì

1
c(β)

= logβ

(
1 + β

2

)
,

èëè

c(β) =
ln 1

β

ln 2
1+β

.

Çàäà÷à. Íàðèñîâàòü ãðàôèê êðèâîé c(β).
Ïðèìåíèì àëãîðèòì AA ê ýòîé èãðå.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ïîäñòàíîâêè γ = Σ(g) ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: Σ(g) = 0, åñëè òî÷êà (g(0), g(1)), âû÷èñëåííàÿ ïî (6.36),
ëåæèò âûøå ïðÿìîé y = x, γ = Σ(g) = 1, åñëè òî÷êà (g(0), g(1))
ëåæèò íèæå èëè íà ïðÿìîé y = x.
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Ýòà ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.25), òàê
êàê ïðè γ = 0 áóäåò àáñöèññà g(0) > λ(0, 0) = 0 è îðäèíàòà g(1)
áîëüøå îðäèíàòû 1

c(β) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû êîîðäèíàò-

íîãî óãëà è êðèâîé (6.36). Òàêèì îáðàçîì, g(1) > 1
c(β) = 1

c(β)λ(1, 0).
Ïîýòîìó λ(ω, 0) 6 c(β)g(ω) ïðè âñåõ ω ∈ {0, 1}.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî λ(ω, 1) 6 c(β)g(ω)
ïðè âñåõ ω ∈ {0, 1}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà (g(0), g(1)) ëåæèò âûøå ïðÿìîé y = x,
òî àáñöèññà ìåíüøå îðäèíàòû, ò.å. g(0) < g(1), èëè

logβ(βp+ (1− p)) < logβ(p+ β(1− p)),

÷òî ýêâèâàëåíòíî p < 1
2 . Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïðåäñêàçûâàåò

γ = 0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. åñëè òî÷êà (g(0), g(1)) ëåæèò íèæå

(èëè íà) ïðÿìîé y = x, òî

logβ(βp+ (1− p)) > logβ(p+ β(1− p)),

÷òî ýêâèâàëåíòíî p > 1
2 . Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïðåäñêàçûâàåò

γ = 1.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì AA ïðåäñêàçûâàåò 1, åñëè ñóì-

ìàðíûé âåñ ýêñïåðòîâ, ïðåäñêàçûâàþùèõ 1, áîëüøå ñóììàðíîãî
âåñà ýêñïåðòîâ, ïðåäñêàçûâàþùèõ 0; àëãîðèòì AA ïðåäñêàçûâàåò
0 â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì AA ïðåä-
ñêàçûâàåò êàê âçâåøåííîå áîëüøèíñòâî ýêñïåðòîâ. Èñòîðè÷åñêè,
ïî-âèäèìîìó, ýòî ïåðâûé àëãîðèòì òàêîãî ðîäà. Îí áûë ïðåäëî-
æåí Ëèòëñòîóíîì è Âàðìóòîì â 1989 ãîäó è íàçûâàëñÿ Weighted
Majority Algorithm [12]. Íåñêîëüêî ïîçæå, â 1990 ãîäó, Â.Ã. Âîâê
ïðåäëîæèë áîëåå îáùèé àãðåãèðóþùèé àëãîðèòì (Aggregating Al-
gorithm) è ïîíÿòèå ïåðåìåøèâàåìîñòè, êîòîðûå ðàáîòàþò äëÿ èãð
áîëåå îáùåãî òèïà [16].

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ýêñïåðòà θ ∈ Θ áóäåò èìåòü ìåñòî
íåðàâåíñòâî

LT (AA) 6

(
ln 1

β

ln 2
1+β

)
LT (θ)− ln

(
1 + β

2

)
lnP0(θ). (6.37)
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Çàäà÷à. Âûâåñòè ýòî íåðàâåíñòâî. Íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷å-
íèå β.

Çàäà÷à.Èñïîëüçîâàòü ëåììó 3.2 èç ðàçäåëà 3.1 äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíêè ñ ðåãðåòîì O(

√
T ).

6.7. Èãðà ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïîòåðü

Èçó÷èì èãðó ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ïîòåðü â ïðîñòåéøåì ñëó-
÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ äâóõýëåìåíòíîå: Ω = {−1, 1},
ïðîñòðàíñòâî ïðîãíîçîâ ýòî ïî-ïðåæíåìó âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà Γ = R. Ôóíêöèÿ ïîòåðü � êâàäðàò ðàçíîñòè ìåæäó èñõîäîì è
ïðîãíîçîì λ(ω, γ) = (ω − γ)2.

Ìû ðàñìàòðèâàåì ñëó÷àé Ω = {−1, 1}, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëü-
ñòâà â ýòîì ñëó÷àå ïðîùå. Âñå ïðèâåäåííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ
òàêæå âåðíû è äëÿ ñëó÷àÿ Ω = [−1, 1].

Ëåììà 6.3. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ η-ñìåøèâàåìîé
ïðè Ω = {−1, 1} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η 6 1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ïñåâäîïðåäñêàçàíèå (g(−1), g(1))
òî÷êîé â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå:

(e−ηg(−1), e−ηg(1)).

Ìíîæåñòâó âñåõ ïðåäñêàçàíèé γ ∈ [−1, 1] ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåò-
ðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå

(x(γ), y(γ)) = (e−η(−1−γ)2 , e−η(1−γ)2).

Ôóíêöèÿ ïîòåðü áóäåò η-ñìåøèâàåìîé, åñëè îáðàç ìíîæåñòâà ñó-
ïåðïðåäñêàçàíèé â ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëûì ìíîæåñòâîì, ò.å. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îãðàíè÷è-
âàþùàÿ åãî êðèâàÿ ïîâîðà÷èâàåò íàëåâî ïðè âîçðàñòàíèè γ (ïðè
ýòîì àáñöèññà óìåíüøàåòñÿ). Ýòî áóäåò â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå âîãíóòîñòè êðèâîé: d
2y
d2x

6 0.
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Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé êðè-
âîé

d2y

d2x
=
dγ

dx

x′(γ)y′′(γ)− x′′(γ)y′(γ)
(x′(γ))2

. (6.38)

Ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà γ âåëè÷èíà x(γ) óáûâàåò, ïîýòîìó
dγ
dx < 0. Èãðà áóäåò η-ïåðåìåøèâàåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
d2y
d2x

6 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

x′(γ)y′′(γ)− x′′(γ)y′(γ) > 0.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó:

x′(γ) = −2η(1 + γ)e−η(1+γ)2 ,

x′′(γ) = 2η(−1 + 2η(1 + γ)2)e−η(1+γ)2 ,

y′(γ) = 2η(1− γ)e−η(1−γ)2 ,

y′′(γ) = 2η(−1 + 2η(1− γ)2)e−η(1−γ)2 . (6.39)

Òîãäà óñëîâèå η-ñìåøèâàåìîñòè òðåáóåò, ÷òîáû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
γ ∈ [−1, 1]

−(1 + γ)(−1 + 2η(1− γ)2)−
−(1− γ)(−1 + 2η(1 + γ)2) > 0,

η(1− γ2) 6
1
2
,

η 6
1
2
. (6.40)

Ëåììà äîêàçàíà. 4
Íàéäåì òåïåðü âèä êàêîé-íèáóäü ôóíêöèè ïîäñòàíîâêè Σ(g) â

ñëó÷àå Ω = {−1, 1} è êîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñïåðòîâ Θ = {1, . . . , N}.
Ïóñòü η = 1

2 , β = e−
1
2 .

Ïðîèçâîëüíîå ïñåâäîïðåäñêàçàíèå

gt(ω) = logβ
N∑
i=1

βλ(ω,ξit)P ∗t−1(i) (6.41)
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çàäàåòñÿ òî÷êîé

(e−
1
2
g(−1), e−

1
2
g(1)) =

=

(
N∑
i=1

βλ(−1,ξit)P ∗t−1(i),
N∑
i=1

βλ(1,ξit)P ∗t−1(i)

)
, (6.42)

êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà ïîä âîãíóòîé êðèâîé(
βλ(−1,γ), βλ(1,γ)

)
, (6.43)

ïðè γ ∈ [−1.1].
Ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷-

êó (6.42). Êîýôôèöèåíò íàêëîíà ýòîé ïðÿìîé ðàâåí

k =
βg(1)

βg(−1)
= e

1
2
g(−1)− 1

2
g(1). (6.44)

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
(
βλ(−1,γ∗), βλ(1,γ∗)

)
ýòîé ïðÿìîé è êðèâîé (6.43)

èìååò àáñöèññó è îðäèíàòó ïî âåëè÷èíå íå ìåíüøå, ÷åì àáñöèññà
è îðäèíàòà òî÷êè (6.42) :

βλ(−1,γ∗) > βg(−1),

βλ(1,γ∗) > βg(1). (6.45)

Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü (6.45) èìååò âèä

λ(−1, γ∗) 6 g(−1),
λ(1, γ∗) 6 g(1). (6.46)

Âû÷èñëèì ïðåäñêàçàíèå γ∗. Çíà÷åíèå γ∗ íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

βg(1)

βg(−1)
= βg(1)−g(−1) =

βλ(1,γ∗)

βλ(−1,γ∗)
= βλ(1,γ∗)−λ(−1,γ∗). (6.47)

Îñòàåòñÿ íàéòè êîðåíü óðàâíåíèÿ

λ(1, γ∗)− λ(−1, γ∗) = (1− γ∗)2 − (−1− γ∗)2 = g(1)− g(−1),
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êîòîðûé ðàâåí

γ∗ =
1
4

(g(−1)− g(1)). (6.48)

Áîëåå äåòàëüíî íà øàãå t âûáèðàåòñÿ ïðåäñêàçàíèå

γ∗t =
1
4

(
logβ

N∑
i=1

βλ(−1,ξit)P ∗t−1(i)− logβ
N∑
i=1

βλ(1,ξit)P ∗t−1(i)

)
èëè

γ∗t = −1
2

ln


N∑
i=1

e−
1
2

(1−ξit)2P ∗t−1(i)

N∑
i=1

e−
1
2

(1+ξit)
2
P ∗t−1(i)

 .

Àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà è óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî è äëÿ ìíîæå-
ñòâà Ω = [−1, 1] (ñì. [19]).

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èñõîäîâ Ω ãåîìåòðè÷åñêîå îïðå-
äåëåíèå ñìåøèâàåìîé ôóíêöèè ïîòåðü íå èìååò ñìûñëà. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè áîëåå îáùåå (ïðÿìîå) îïðåäåëåíèå ñìåøèâà-
åìîñòè. Ôóíêöèÿ ïîòåðü íàçûâàåòñÿ η-ñìåøèâàåìîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè Σ(gt) òàêàÿ, ÷òî

λ(ω,Σ(gt)) 6 gy(ω)

äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, ãäå gt îïðåäåëåíà ïî (6.18).

6.8. Óíèâåðñàëüíûé ïîðòôåëü

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èãðó Êîâåðà [6]. Èìååòñÿ N ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ, íàïðèìåð àêöèé. Âðåìÿ ðàçäåëåíî íà ìîìåíòû t =
1, 2, . . . Ïîâåäåíèå ðûíêà â ìîìåíò t õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì
èçìåíåíèé öåí àêöèé îò ìîìåíòà t− 1 ê ìîìåíòó t :

ω̄t = (ω1,t, . . . , ωN,t),

ãäå ωi,t = ci,t/ci,t−1, ci,t � öåíà àêöèè i ïðè çàêðûòèè ðûíêà â
ìîìåíò t. Ïî îïðåäåëåíèþ ωi,t ∈ [0,∞), ïðè÷åì ñ÷èòàåì, ÷òî íå
âñå ωi,t ðàâíû íóëþ.
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Èíâåñòèöèè â äàííûå N ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ ïîðòôåëåì � âåêòîðîì γ̄t ∈ [0, 1]N , ãäå

γ̄t = (γ1,t, . . . , γN,t)

è γ1,t + · · · + γN,t = 1. Âåëè÷èíû γi,t îïðåäåëÿþò ïðîïîðöèè, ïî
êîòîðûì òåêóùàÿ ñóììà äåíåã âêëàäûâàåòñÿ â ôèíàíñîâûå èí-
ñòðóìåíòû. Òîãäà èíâåñòèöèè, âëîæåííûå ñîãëàñíî ïîðòôåëþ γ̄,
óâåëè÷èâàþòñÿ â

(γ̄ · ω̄) =
N∑
i=1

γiωi

ðàç.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ïîòåðü â âèäå

λ(ω̄, γ̄) = − ln(γ̄ · ω̄). (6.49)

Ðàññìîòðèì ïîñòîÿííûõ ýêñïåðòîâ � êàæäûé ýêñïåðò âñåãäà áóäåò
äàâàòü â êà÷åñòâå ïðîãíîçà îäèí è òîò æå ïîðòôåëü: γ̄ ∈ Γ. Òà-
êèì îáðàçîì, êàæäûé ïîðòôåëü èç Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå
ýêñïåðòà.

Ïðèìåíèì àãðåãèðóþùèé àëãîðèòì AA ê ýòîìó ìíîæåñòâó
ýêñïåðòîâ è ê ýòîé ôóíêöèè ïîòåðü [18].

Äîïóñòèì, ÷òî çàäàíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå P0(dγ̄) íà ñèì-
ïëåêñå Γ âñåõ ïîðòôåëåé.

Ñîãëàñíî (6.20) ïîòåðè îáîáùåííîãî àëãîðèòìà APA ðàâíû

gT (ω) = logβ

∫
Γ

βλ(ω̄,γ̄)+LT−1(γ̄)∫
Γ β

LT−1(γ̄)P0(dγ̄)
P0(dγ̄), (6.50)

ãäå β = e−η, 0 < η 6 1.

Òåîðåìà 6.1. Èãðà (ôóíêöèÿ ïîòåðü (6.49)) Êîâåðà ÿâëÿåòñÿ

ñìåøèâàåìîé ïðè 0 < η 6 1. Ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè çàäàåòñÿ âû-

ðàæåíèåì

Σ(gT ) = γ̄∗ =
∫

Γ
γ̄PT−1(dγ̄) =

=
∫

Θ
γ̄

βLT−1(γ̄)∫
Γ β

LT−1(γ)P0(dγ̄)
P0(dγ̄). (6.51)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ω̄

λ

(
ω̄,

∫
Γ
γ̄P (dγ̄)

)
6 logβ

∫
Γ
βλ(ω̄,γ̄)P (dγ̄).

Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

f

(∫
Γ
γ̄P (dγ̄)

)
>
∫

Γ
f(γ̄)P (dγ̄), (6.52)

ãäå f(γ̄) = βλ(ω̄,γ̄) = (γ̄ · ω̄)η. Íåðàâåíñòâî (6.52) ñëåäóåò èç âîãíó-
òîñòè ôóíêöèè f(γ̄) ïðè 0 < η 6 1. 4

Ïðîãíîç ïîðòôåëÿ (6.51) ìîæíî çàïèñàòü ïîëíîñòüþ, èñïîëü-
çóÿ ïðåäñòàâëåíèå (6.21) (èç ëåììû 6.2) ñóììàðíûõ ïîòåðü îáîá-
ùåííîãî àëãîðèòìà çà T øàãîâ:

LT (APA) = logβ

∫
Γ
βLT (γ̄)P0(dγ̄).

Ïîëàãàåì η = 1. Òàê êàê ïðè íàøåé ôóíêöèè ïîòåðü ñóììàðíûå
ïîòåðè îäíîãî ýêñïåðòà γ̄ çà T øàãîâ ðàâíû

LT (γ̄) = − ln
T∏
t=1

(γ̄ · ω̄t),

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ � ïðîãíîçà íà-
øåãî àëãîðèòìà:

γ̄T =

∫
Γ γ̄
∏T−1
t=1 (γ̄ · ω̄t)P0(dγ̄)∫

Γ

∏T−1
t=1 (γ̄ · ω̄t)P0(dγ̄)

.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ýêñïåðòîâ Γ óäîáíî ðàñ-
ñìîòðåòü â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèå Äè-
ðèõëå ñ ïàðàìåòðàìè (1/2, . . . , 1/2) íà ñèìïëåêñå Γ :

P0(dγ̄) =
Γ(N/2)

[Γ(1/2)]N

N∏
j=1

γ
−1/2
j dγ̄,
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ãäå

Γ(a) =

∞∫
0

xa−1e−xdx.

Çàìåòèì, ÷òî Γ(N + 1) = N !.
Ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè [17],

êîòîðûé äàåò îöåíêó îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìà AA.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî ýêñïåðòîâ Γ � ïðîèçâîëüíîå,

η = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî γ̄ ñóììàðíûå ïîòåðè àëãîðèòìà AA óäî-

âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

LT (AA) 6 inf
γ̄
LT (γ̄) +

N − 1
2

lnT + c (6.53)

äëÿ âñåõ T , ãäå c � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Òàê êàê äîõîä ïðè ñëåäîâàíèè ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ, ïðåä-
ëàãàåìîé àëãîðèòìîì AA, ðàâåí

KT (AA) = e−LT (AA),

íåðàâåíñòâî (6.53) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

KT (AA) > T−
N−1

2 KT (γ̄),

ãäå KT (γ̄) � äîõîä, ïîëó÷åííûé ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîëüíîãî
ïîñòîÿííîãî ïîðòôåëÿ γ̄.

6.9. Ìíîãîìåðíàÿ îíëàéí ðåãðåññèÿ

6.9.1. Ìíîãîìåðíàÿ ðåãðåññèÿ ñ ïîìîùüþ àãðåãèðóþ-

ùåãî àëãîðèòìà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå àãðåãèðóþùåãî àë-
ãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåãðåññèè. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé
ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò îáó÷àþùóþ âûáîð-
êó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîèõ ïàðàìåòðîâ, AA-àëãîðèòì îáó÷àåòñÿ â
ðåæèìå îíëàéí.

237



Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ. Ïðèðîäà âû-
äàåò çíà÷åíèÿ (xt, yt), ãäå xt ∈ Rn è yt ∈ R ïðè t = 1, 2, . . .

Çàäà÷à ðåãðåññèè çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè íà êàæäîì øà-
ãå t > 1 ïðîãíîçà âåëè÷èíû yt ïî ðàíåå ïîëó÷åííûì çíà÷åíè-
ÿì (x1, y1), . . . , (xt−1, yt−1), xt. Èìåþòñÿ ýêñïåðòû � ëèíåéíûå
ôóíêöèè f(x) = (θ ·x), ãäå θ, x ∈ Rn. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðè
x = xt èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïðîãíîçû ýêñïåðòîâ θ íà øàãå t. Â
ýòîì ðàçäåëå ìû íå ïîä÷åðêèâàåì âåêòîðû ÷åðòîé ñâåðõó.

Çàäà÷åé ðåãðåññèè â ðåæèìå îíëàéí ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íà
êàæäîì øàãå t ïðîãíîçà âåëè÷èíû yt, èñïîëüçóÿ ïðîãíîçû òàêèõ
ëèíåéíûõ ýêñïåðòîâ.

Îáùàÿ ñõåìà ðåãðåñèè ðåãóëèðóåòñÿ ñëåäóþùåì ïðîòîêîëîì.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ìåæäó èãðîêàìè:
Ñòàòèñòèê, Ïðèðîäà.

FOR t = 1, 2, . . .
Ïðèðîäà àíîíñèðóåò xt ∈ Rn.
Ýêñïåðòû àíîíñèðóþò ïðîãíîçû f(xt) = (θ · xt), θ ∈ Rn.
Ñòàòèñòèê ïðåäñòàâëÿåò ïðåäñêàçàíèå γt ∈ R.
Ïðèðîäà àíîíñèðóåò yt ∈ [−Y, Y ].
ENDFOR

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ïðåäñêàçàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñ-
ïåðòíûõ ñòðàòåãèé ââåäåì â ýòó èãðó ýêñïåðòîâ θ ∈ Rn. Ýêñïåðò
θ äàåò íà øàãå t ïðåäñêàçàíèå � çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè:
ξθt = (θ · xt).

Äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïîòåðü èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
ïîòåðü. Íà øàãå t Ýêñïåðò θ âû÷èñëÿåò ñâîè ïîòåðè (yt−(θ ·xt))2.
Ñòàòèñòèê âû÷èñëÿåò ñâîè ïîòåðè (yt − γt)2.

Ïðèìåíèì ê ýòîé èãðå àëãîðèòì AA ñ ïàðàìåòðîì îáó÷åíèÿ
η = 1/2Y 2. 1

Ââåäåì àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

P0(dθ) = (aη/π)n/2e−aη|θ|
2
2dθ, (6.54)

ãäå a � íåêîòîðûé ïàðàìåòð (àíàëîãè÷íûé ïàðàìåòðó, êîòîðûé èñ-

1Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâ-
êè ñóùåñòâóåò è èìååò âèä (6.48).
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ïîëüçóåòñÿ â ãðåáíåâîé ðåãðåññèè), à êîíñòàíòû âûáðàíû èç óñëî-
âèÿ íîðìàëèçàöèè. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà
θ = (θ1, . . . , θn), çàäàííàÿ ôîðìóëîé |θ|22 = θ2

1 + · · · + θ2
n. Íà-

ïîìíèì òàêæå, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(θ · x) è îäíîýëåìåíòíóþ ìàòðèöó x′θ, ãäå x′ � âåêòîð-ñòðîêà, θ �
âåêòîð-ñòîëáåö.

Òîãäà ïîòåðè ïðîèçâîëüíîãî ýêñïåðòà θ ∈ Rn íà øàãå t ðàâíû:

λ(y, x′tθ) = (yt − x′tθ)2 = θ′(xtx′t)θ − 2(ytx′t)θ + y2
t . (6.55)

Íàïîìíèì, ÷òî x′t = (x1,t, . . . , xn,t), θ′ = (θ1, . . . , θn), à xt, θ �
ýòè æå âåêòîðû, çàïèñàííûå â âèäå ñòîëáöîâ. Çäåñü ìû èñïîëü-
çîâàëè ðàâåíñòâî x′tθx

′
tθ = θ′(xtx′t)θ, êîòîðîå ìîæíî ïðîâåðèòü

ïî-êîîðäèíàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

x′tθx
′
tθ =

(
n∑
i=1

xt,iθi

) n∑
j=1

xt,jθj

 =

=
n∑

i,j=1

θixt,ixt,jθj = θ′(xtx′t)θ.

Ïîòåðè ýòîãî ýêñïåðòà θ ∈ Rn çà ïåðâûå T øàãîâ ðàâíû

LT (θ) =
T∑
t=1

(yt − x′tθ)2 =

= θ′

(
T∑
t=1

xtx
′
t

)
θ − 2

(
T∑
t=1

ytx
′
t

)
θ +

T∑
t=1

y2
t . (6.56)

Ñîãëàñíî (6.8) è (6.22) èìååì

Pt−1(dθ) = βLt−1(θ)P0(dθ).

Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíîå ïñåâäîïðåäñêàçàíèå íà øàãå t èìååò âèä

gt(y) = logβ

∫
βλ(y,x′tθ)P ∗t−1(dθ) =

= logβ

∫
βλ(y,x′tθ)

Pt−1(dθ)
Pt−1(Θ)

=

= logβ

∫
βλ(y,x′tθ)+Lt−1(θ) 1

Pt−1(Θ)
P0(dθ). (6.57)
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (6.54) äëÿ àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ è (6.55) äëÿ ôóíêöèè ïîòåðü, ïîëó÷èì

gT (−Y ) = logβ

∫
βλ(yT ,x

′
T θ)+LT−1(θ) 1

PT−1(Θ)
P0(dθ) = (6.58)

=
∫
Rn

e
−ηθ′(aI+

T∑
t=1

xtx′t)θ+2η(
T−1∑
t=1

ytx′t−Y x′T )θ−η(
T−1∑
t=1

y2t+Y 2) dθ

PT−1(Θ)
.

Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî äëÿ gT (Y ).
Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü è ìíîæåñòâà ïðåä-

ñêàçàíèé [−Y, Y ] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè ñó-
ùåñòâóåò è èìååò âèä (6.48) (ñì. [19]).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6.58) äëÿ gT (−Y ) è àíàëîãè÷íóþ
ôîðìóëó äëÿ gT (Y ), ïîëó÷àåì

γT =
1

4Y
(gT (−Y )− gT (Y )) =

1
4Y
×

× logβ

∫
Rn e

−ηθ′(aI+
T∑
t=1

xtx′t)θ+2η(
T−1∑
t=1

ytx′t−Y x′T )θ−η(
T−1∑
t=1

y2t+Y 2)
dθ∫

Rn e
−ηθ′(aI+

T∑
t=1

xtx′T )θ+2η(
T−1∑
t=1

ytx′t+Y x
′
t)θ−η(

T−1∑
t=1

y2t+Y 2)
dθ

=

=
1

4Y
logβ

∫
Rn e

−ηθ′(aI+
T∑
t=1

xtx′t)θ+2η(
T−1∑
t=1

ytx′t−Y x′T )θ
dθ∫

Rn e
−ηθ′(aI+

T∑
t=1

xtx′t)θ+2η(
T−1∑
t=1

ytx′t+Y x
′
T )θ
dθ

=

=
1

4Y
logβ e

−ηF
(
aI+

T∑
t=1

xtx′t,−2
T−1∑
t=1

ytx′t,2Y x
′
T

)
=

=
1

4Y
F

(
aI +

T∑
t=1

xtx
′
t,−2

T−1∑
t=1

ytx
′
t, 2Y x

′
T

)
=

=

(
T−1∑
t=1

ytx
′
t

)(
aI +

T∑
t=1

xtx
′
t

)−1

· xT . (6.59)
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Çäåñü ìû ñðàçó ñîêðàòèëè îáùèé ìíîæèòåëü 1
PT−1(Θ) â ÷èñëèòåëå

è çíàìåíàòåëå 2-é ñòðîêè. Ïðè ïåðåõîäå îò 2-é ñòðîêè ê 3-é ìíî-

æèòåëü e
−η(

T−1∑
t=1

y2t+Y 2)
â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå áûë âûíåñåí èç

ïîä èíòåãðàëà è ñîêðàùåí.
Ïðè ïåðåõîäå îò 3-é ñòðîêè ê 4-é ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ

íèæå ëåììó 6.4, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë â ÷èñëèòåëå 3-é
ñòðîêè ðàâåí

πn/2√
detA

e
−η inf

θ∈Rn
(θ′Aθ+c′θ+x′θ)

,

à èíòåãðàë â çíàìåíàòåëå 3-é ñòðîêè ðàâåí

πn/2√
detA

e
−η inf

θ∈Rn
(θ′Aθ+c′θ−x′θ)

,

ãäå

A = aI +
T∑
t=1

xtx
′
t,

c = −2
T−1∑
t=1

ytx
′
t,

x = 2Y x′T .

Â 4-é ñòðîêå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå

F (A, c, x) = inf
θ∈Rn

(θ′Aθ + c′θ + x′θ)−

− inf
θ∈Rn

(θ′Aθ + c′θ − x′θ), (6.60)

à ïðè ïåðåõîäå îò 5-é ñòðîêè ê 6-é � ñëåäóþùóþ íèæå ëåììó 6.5,
ñîãëàñíî êîòîðîé F (A, c, x) = −c′A−1x.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 6.4 è 6.5.

Ëåììà 6.4. Ïóñòü Q(θ) = θ′Aθ + c′θ + d, ãäå θ, c ∈ Rn, d ∈ R è

A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà òèïà

(n× n). Òîãäà ∫
Rn

e−Q(θ)dθ = e−Q0
πn/2√
detA

, (6.61)
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ãäå Q0 = minθ∈Rn Q(θ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q(θ) = θ′Aθ + c′θ + d

äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = θ0. Ïîëàãàåì ξ = θ − θ0 è Q̃(ξ) = Q(ξ + θ0).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôîðìû Q̃ åñòü ξ′Aξ. Òàê
êàê ìèíèìóì íîâîé ôîðìû Q̃ äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = 0̄, ãäå 0̄ =
(0, . . . , 0), ýòà ôîðìà íå ìîæåò èìåòü ëèíåéíîé ÷àñòè. Äåéñòâè-
òåëüíî, â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè 0̄ ëèíåéíàÿ ÷àñòü äîìè-
íèðîâàëà áû íàä êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ è òîãäà áû íà 0̄ ôîðìà Q̃
íå ïðèíèìàëà áû ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Òàê êàê ìèíèìóì Q̃(ξ) ðàâåí Q0, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî êîí-
ñòàíòà ôîðìû åñòü Q0. Òàêèì îáðàçîì, Q̃(ξ) = ξ′Aξ +Q0.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî∫
Rn

e−ξ
′Aξdθ = πn/2/

√
detA.

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3 (ðàçäåëà 2.7) ìîíîãðàôèè [1]. 4
Ëåììà 6.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî F (A, c, x) = −c′A−1x.

Ëåììà 6.5. Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííàÿ ìàòðèöà òèïà (n× n), b, x ∈ Rn. Òîãäà

F (A, c, x) = min
θ∈Rn

(θ′Aθ + c′θ + x′θ)−

− min
θ∈Rn

(θ′Aθ + c′θ − x′θ) = −c′A−1x. (6.62)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî ìèíèìóìà ïðèðàâ-
íèâàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû θ′Aθ+c′θ+x′θ
ïî θi ê íóëþ. Çäåñü θ = (θ1, . . . , θn). Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé 2Aθ + c′ + x′ = 0̄. Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò ìèíèìóì
äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè âåêòîðà θ1 = −1

2A
−1(c + x). Àíàëîãè÷-

íî, ìèíèìóì âòîðîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè θ1 = −1
2A
−1(c − x).

Óòâåðæäåíèå ëåììû ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ýòèõ çíà÷åíèé â
ðàçíîñòü ìèíèìóìîâ. 4
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Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (6.59) äëÿ γT , íà øàãå T

A = aI +
T∑
t=1

xtx
′
t,

b =
T−1∑
t=1

ytx
′
t,

γT = b′A−1xT =

=

(
T−1∑
t=1

ytx
′
t

)(
aI +

T∑
t=1

xtx
′
t

)−1

· xT .

Ýòè ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìû ìîæåì çàïèñàòü òåïåðü àë-
ãîðèòì AAR äëÿ ðåãðåññèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = aI; b = 0.
FOR t = 1, 2, . . .
Àëãîðèòì ïîëó÷àåò xt ∈ Rn.
Âû÷èñëÿåì A = A+ xtx

′
t.

Âûäàåì ïðåäñêàçàíèå γt = b′A−1xt.
Àëãîðèòì ïîëó÷àåò yt ∈ [−Y, Y ].
Âû÷èñëÿåì b = b+ ytx

′
t.

ENDFOR
Ñðàâíåíèå ïîòåðü àëãîðèòìà AAR ñ ïîòåðÿìè íàèëó÷øåãî ýêñ-

ïåðòà äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî T

LT (AAR) 6 inf
θ

(LT (θ) + a|θ|22) + Y 2 ln det

(
I +

1
a

T∑
t=1

xtx
′
t

)
6

6 inf
θ

(LT (θ) + a|θ|22) + Y 2
n∑
t=1

ln

(
1 +

1
a

T∑
t=1

x2
t,i

)
.

Åñëè ê òîìó æå |xt| 6 X äëÿ âñåõ t, òî

LT (AAR) 6 inf
θ

(LT (θ) + a|θ|22) + nY 2 ln
(
TX2

a
+ 1
)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η = 1
2Y . Ïî ëåììå 6.2 ïîòåðè àëãîðèò-

ìà APA âûðàæàþòñÿ â âèäå ôîðìóëû (6.21). Â íàøåì ñëó÷àå ýòà
ôîðìóëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

LT (APA) = logβ

∫
Rn

e−ηLT (θ)P0(dθ) =

= logβ

∫
Rn

(aη/π)n/2e
−ηθ′(aI+

T∑
t=1

xtx′t)θ+2η(
T∑
t=1

ytx′t)θ−η
T∑
t=1

y2t
dθ. (6.63)

Ýêñïîíåíòà â (6.63) èìååò âèä e−ηF (θ), ãäå

F (θ) = θ′

(
aI +

T∑
t=1

xtx
′
t

)
θ − 2

(
T∑
t=1

ytx
′
t

)
θ +

T∑
t=1

y2
t .

Ïóñòü ìèíèìóì F (θ) äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = θ0.
Òîãäà ïî ëåììå 6.4 âûðàæåíèå (6.63), ïðåäñòàâëÿþùåå ïîòåðè

APA, ðàâíî

LT (APA) =

= logβ

((aη/π)n/2)
πn/2e−ηF (θ0)√

det
(
aηI + η

T∑
t=1

xtx′t)
)
 =

= F (θ0)− 1
2

logβ det

(
I +

1
a

T∑
t=1

xtx
′
t

)
=

= F (θ0) +
1
2η

ln det

(
I +

1
a

T∑
t=1

xtx
′
t

)
=

= F (θ0) +
1
2η
Y 2 ln det

(
I +

T∑
t=1

xtx
′
t

)
.
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Ïî îïðåäåëåíèþ (6.56) êóìóëÿòèâíûõ ïîòåðü ýêñïåðòà θ

F (θ0) = θ′0

(
aI +

T∑
t=1

xtx
′
t

)
− 2

(
T∑
t=1

ytx
′
t

)
θ0 +

T∑
t=1

y2
t =

= a|θ0|2 +
T∑
t=1

(yt − x′tθ0)2 =

= a|θ0|2 + LT (θ0).

Òàê êàê LT (AAR) 6 LT (APA), îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû. 4

6.9.2. Ïåðåõîä ê ÿäåðíîé ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè

Äëÿ ïåðåõîäà ê ÿäåðíîé ðåãðåññèè íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè âñå ïîëó-
÷åííûå àëãîðèòìû è îöåíêè îøèáîê ðåãðåññèè â ôîðìó, ïðè êîòî-
ðîé âñå îíè çàâèñÿò òîëüêî îò ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ
èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîñëå ýòîãî ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïåðïëîñ-
êîñòü ðåãðåññèè áûëà ïðîâåäåíà â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, ïðè
ýòîì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áóäóò ñâåðíóòû â âèäå çíà÷åíèé
ÿäðà.

Âñïîìíèì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ àë-
ãîðèòìà:

A = aI +
T∑
t=1

xtx
′
t,

b =
T−1∑
t=1

ytx
′
t,

γT = b′A−1xT =

=

(
T−1∑
t=1

ytx
′
t

)(
aI +

T∑
t=1

xtx
′
t

)−1

· xT . (6.64)

Ïóñòü K(x̄, ȳ) � íåêîòîðîå ÿäðî è ìû ïîëó÷àåì íà âõîä âûáîð-
êó S = (x̄1, y1), . . . , x̄T , yT ), . . . )

Ââîäåì îáîçíà÷åíèÿ:
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KT = (K(xi, xj))
T
i,j=1 � ìàòðèöà çíà÷åíèé ÿäðà;

kT = (k(xi, xT ))Ti=1 � ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû KT ;
YT � âåêòîð-ñòîëáåö èñõîäîâ;
YT−1, 0) = (y1, . . . , yT−1, 0) � íåïîëíûé âåêòîð-ñòîëáåö èñõîäîâ,

äîïîëíåííûé íóëåì.
Çàïèøåì îíëàéí àëãîðèòì ëèíåéíîé ðåãðåññèè (6.64) â âèäå

óäîáíîì äëÿ ïåðåâîäà â ÿäåðíóþ ôîðìó.
Ââåäåì ìàòðèöó òèïà T × n

XT =


x′1
x′2
. . .
x′T

 =


x11, x12, . . . , x1T

x21, x22, . . . , x2T

. . .
xn1, xn2, . . . , xnT

 ,

ó êîòîðîé ñòðîêè � âåêòîðû-ñòðîêè x′1, . . . , x
′
T . Òîãäà ëåãêî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî

T∑
t=1

xtx
′
t = X ′TXT ,

à òàêæå

T−1∑
t=1

ytxt = (YT−1, 0)′XT .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 6.6. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö n×m ìàòðèöû B è ëþáîé m×n
ìàòðèöû C òàêèõ, ÷òî ìàòðèöû aIn +CB è aIm +BC îáðàòè-

ìû, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

B(aIn + CB)−1 = (aIm +BC)−1B, (6.65)

ãäå a � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî è In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàç-
ìåðà n. 2

2Äàëåå èíäåêñ n îïóñêàåì.

246



Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (6.65) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

(aIn +BC)B = B(aIm + CB),

êîòîðîå î÷åâèäíî ââèäó äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö. 4
Èñïîëüçóÿ ëåììó ïðåäñòàâèì çíà÷åíèå ïðåäñêàçàíèÿ ëèíåé-

íîé ðåãðåññèè

γT = b′A−1xT =

=

(
T−1∑
t=1

ytx
′
t

)(
aI +

T∑
t=1

xtx
′
t

)−1

· xT =

= (YT−1, 0)′XT

(
aI +X ′TXT

)−1
xT =

(YT−1, 0)′
(
aI +XTX

′
T

)−1
XTxT =

= (YT−1, 0)′
(
aI + K̃T

)−1
k̃T , (6.66)

ãäå K̃T = XTX
′
T è k̃T = XTxT . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

XTX
′
T = (xt · xt′)Tt,t′=1 ,

k̃T = (xt · xT )Tt=1 ,

ò.å. ýëåìåíòû ìàòðèöû è âåêòîðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ x1, . . . , xT .

Àäàïòèâíûé àëãîðèòì ÿäåðíîé âåðñèè ïîëó÷àåòñÿ èç àëãîðèò-
ìà ëèíåéíîé îíëàéí ðåãðåñèè çàìåíîé ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
èç ìàòðèöû K̃T = XTX

′
T è âåêòîðà k̃T = XTxT íà çíà÷åíèÿ ÿäðà

KT = (K(xi, xj))
T
i,j=1 è kT = (k(xi, xT ))Ti=1. Ïîëó÷èì âûðàæåíèå

äëÿ ïðîãíîçà ÿäåðíîé âåðñèè ÿäåðíîé ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè

γT = (YT−1, 0)′ (aI +KT )−1 kT .

Îöåíêà îøèáêè ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ ÿäåðíîé ìíîãîìåðíîé ðåãðåñ-
ñèè èìååò âèä

Òåîðåìà 6.4. Åñëè |yt| 6 X è ||xt||2 6 X äëÿ âñåõ t, òî

LT (AAR) 6 inf
θ

(LT (θ) + a|θ|22) + nY 2 ln
(
TX2

a
+ 1
)

äëÿ âñåõ T .
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6.9.3. Äâîéñòâåííàÿ ôîðìà çàäà÷è ðåãðåññèè

Äàäèì òåïåðü îáùåå îïðåäåëåíèå äâîéñòâåííîé ôîðìû ïðîèç-
âîëüíîãî àëãîðèòìà ïðåäñêàçíèÿ.

Ïóñòü àëãîðèòì ïðåäñêàçàíèÿ A èñïîëüçóåò âõîäíûå âåêòîðû
x1, x2, . . . xT òîëüêî â âèäå èõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Ïóñòü çàäàíî ÿäðî K(x, y), ãäå x, y ∈ Rn.
Ôîðìóëà äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ìåòîäîì ãðåáíåâîé ðåãðåññèè

γT+1 = w′x = ((aI +X ′TXT )−1X ′TYT )′ · xT+1

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñ ïîìîùüþ ëåììû 6.6 ê âèäó

γT+1 = w′x = ((aI +X ′TXT )−1X ′TYT )′ · xT+1 =
= Y ′TXT (aI +X ′TXT )−1 · xT+1 =
= Y ′T (aI +XTX

′
T )−1XT · xT+1 =

= Y ′T (aI +XTX
′
T )−1XT · kT+1.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ æå îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà (6.66) äëÿ àäàï-
òèâíîé ÿäåðíîé ðåãðåññèè èìååò íåñêîëüêî îòëè÷íûé âèä:

γT+1 = (YT , 0)′ (aI +KT+1)−1 · kT+1.

6.10. Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

Èñïîëüçîâàòü äàííûå èç ñëåäóþùèõ ñàéòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ðåãðåññèè.

http : //www.csie.ntu.edu.tw/cjlin/libsvmtools/datasets/.

Áàçà äàííûõ UCI Machine Learning Repository íàõîäèòñÿ íà ñàéòå

http : //archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html

Îíà ñîäåðæèò 185 íàáîðîâ äàííûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè è ðåãðåñ-
ñèè.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 1
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Ïîñòðîèòü ïðîñòóþ ëèíåéíóþ, ãðåáíåâóþ ðåãðåññèè, à òàêæå
ðåãðåññèþ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ
SVM, äàííûõ ïî ôîðìóëàì ðàçäåëîâ 1.5 è 1.5.2, 1.6.2. Äàòü ñðàâ-
íèòåëüíûé àíàëèç òî÷íîñòè ðåãðåññèè äëÿ âñåõ èñïîëüçîâàííûõ
ìåòîäîâ.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 2

Ïðîâåñòè òàêæå ýêñïåðèìåíòû ñ ÿäåðíûìè âåðñèÿìè ýòèõ ìå-
òîäîâ. Äàòü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òî÷íîñòè ðåãðåññèè äëÿ âñåõ
èñïîëüçîâàííûõ ìåòîäîâ.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 3

Ïðîâåñòè ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ â ðåæèìå îíëàéí ñ ïîìîùüþ
àãðåãèðóþùåãî àëãîðèòìà èç ðàçäåëà 6.9. Ïðîâåñòè ñðàâíèòåëü-
íûé àíàëèç òî÷íîñòè ðåãðåññèè ñ äðóãèìè ìåòîäàìè.
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