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Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Что мы моделируем?

Нелинейная гравитационная неустойчивость,
приближение Зельдовича и каустики

«Модель прилипания»
и динамика внутри сингулярных многообразий

Реконструкция ранней Вселенной
как задача выпуклой оптимизации
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Каталоги галактик
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1 Sloan Digital Sky Survey Collaboration (2013)
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Состав наблюдаемой Вселенной в модели ΛCDM

5%: барионная материя
I подвижный светящийся «маркер»

распределения масс

25%: темная материя (Cold Dark Matter)
I подвижная, нерелятивистская (cold),

не взаимодействует с излучением (dark)

70%: темная энергия
I «Λ-член» Эйнштейна: не участвует

в движении материи, но ускоряет
расширение Вселенной

Крупномасштабное распределение массы
образовано темной материей
и наблюдаемо благодаря погруженным в него галактикам.
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Крупномасштабные структуры
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2Sloan Digital Sky Survey Collaboration (2013)
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Предыстория наблюдаемой Вселенной
?: исходная сингулярность

I от квантовой гравитации к КТП + ОТО
I инфляционное расширение в 1026 раз
I нарушение симметрии

кварков/антикварков

10−32 с: конец фазы инфляции
I кварк-глюонная плазма

1–10 с: кварки объединяются в адроны и лептоны
I аннигиляция антивещества
I излучение доминирует по энергии

3–20 мин: протоны и нейтроны объединяются в ядра

7 · 104 лет: материя догоняет излучение по энергии

3,8 · 105 лет: рекомбинация ядер и электронов
I излучение отделяется от материи
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После рекомбинации: реликтовое излучение
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3Wilkinson Microwave Anisotropy Probe Team (2012)
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После рекомбинации: гравитационная
неустойчивость

M.White, http://astro.berkeley.edu/~mwhite/growthofstructure.html

http://astro.berkeley.edu/~mwhite/growthofstructure.html
http://astro.berkeley.edu/~mwhite/growthofstructure.html
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Прямое численное моделирование
космологической эволюции

Millennium Run:
I N = 21603 ≈ 1010 частиц
I масса частицы 9 · 108 M⊙

I 500× 500× 500 Мпк
I периодические краевые условия
I феноменологические модели образования звезд и пр.

в областях высокой плотности
4

4V. Springel et al (2005)
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Уравнения Эйлера–Пуассона
в абсолютном пространстве

𝜕𝜎

𝜕t
+∇ · (𝜎v) = 0 сохранение массы

𝜕v
𝜕t

+ (v · ∇) v = −∇𝜑 уравнение Эйлера

∇2𝜑 = 4𝜋G𝜎 уравнение Пуассона

𝜎(t , r), v(t , r): плотность и скорость в точке (t , r)

I Статического решения (𝜎 = const, v = 0) не существует
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Хаббловское расширение
Уравнения Фридмана

𝜎 = 𝜎(t), v = H (t)r однородность + изотропия

H (t): параметр («постоянная») Хаббла

𝜕𝜎

𝜕t
+∇ · (𝜎v) = 0; 𝜎̇ + 3H𝜎 = 0; 𝜎(t) =

𝜎̄

(a/ā)3

𝜕v
𝜕t

+ (v · ∇) v = −∇𝜑; (Ḣ +H 2)r = −∇𝜑;

∇2𝜑 = 4𝜋G𝜎; 3(Ḣ +H 2) = −4𝜋G𝜎; 3
ä
a

= − 4𝜋G𝜎̄
(a/ā)3

ṙ = H (t)r : r = a(t)x , v = ȧx =
ȧ
a
r , H =

ȧ
a

a(t): масштабный множитель, a(t̄) = ā
x : вектор сопутствующих координат
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ä
a

= − 4𝜋G𝜎̄
(a/ā)3
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x : вектор сопутствующих координат



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Хаббловское расширение
Уравнения Фридмана

𝜎 = 𝜎(t), v = H (t)r однородность + изотропия

H (t): параметр («постоянная») Хаббла

𝜕𝜎

𝜕t
+∇ · (𝜎v) = 0; 𝜎̇ + 3H𝜎 = 0;

𝜎(t) =
𝜎̄

(a/ā)3
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(Ḣ +H 2)r = −∇𝜑;

∇2𝜑 = 4𝜋G𝜎;
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ȧ
a

a(t): масштабный множитель, a(t̄) = ā
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Расширение плоской вселенной

ä = −4𝜋G𝜎̄ā3

3a2 ⇒ d
dt

ȧ2

2
=

4𝜋G𝜎̄ā3

3
d
dt

1
a

плоская вселенная: ȧ2 =
8𝜋G𝜎̄ā3

3a
или

ȧ2

a2 =
8𝜋G𝜎̄

3
ā3

a3

критическая плотность: 𝜎̄ =
3H̄ 2

8𝜋G
, где H̄ =

ȧ(t̄)
a(t̄)

масштабный множитель: a(t) = ā
(︂

t
t̄

)︂2/3

параметр Хаббла: H (t) =
ȧ
a

=
2
3t
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3a2 ⇒ d
dt

ȧ2
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ä = −4𝜋G𝜎̄ā3
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Уравнения Эйлера–Пуассона
в сопутствующих координатах

Переход к сопутствующим координатам x = r/a :

𝜎 =
𝜎̄ā3

a3 𝜌, v = H r + au , ∇𝜑 = −(Ḣ +H 2)r + a∇x𝜑,

где 𝜌 = 𝜌(x , t), u = u(x , t), 𝜑 = 𝜑(x , t)

𝜌 = 1 + 𝜏

𝜕𝜌

𝜕t
+∇x · (𝜌u) = 0

𝜕𝜏

𝜕t
+∇x · u = 0

𝜕u
𝜕t

+ (u · ∇x )u = −2Hu −∇x𝜑

𝜕u
𝜕t

= −2Hu −∇x𝜑

∇2
x𝜑 =

4𝜋G𝜎̄ā3

a3 (𝜌− 1)

∇x · (∇x𝜑) =
4𝜋G𝜎̄ā3

a3 𝜏
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𝜎̄ā3

a3 𝜌, v = H r + au , ∇𝜑 = −(Ḣ +H 2)r + a∇x𝜑,
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𝜕2𝜏

𝜕t2 + 2H
𝜕𝜏

𝜕t
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Уравнения Эйлера–Пуассона
в переменных (x , 𝜏 )

𝜕𝜌

𝜕𝜏
+∇x · (𝜌u) = 0

𝜕u
𝜕𝜏

+ (u · ∇x )u = − 3
2𝜏

(u +∇x𝜑)

∇2
x𝜑 =

𝜌− 1
𝜏

условия согласованности при 𝜏 = 0: u(x ) = −∇x𝜑, 𝜌 = 1
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Лагранжевы переменные
и приближение Зельдовича

𝜕𝜌

𝜕t
+∇x · (𝜌u) = 0

𝜕u
𝜕𝜏

+ (u · ∇x )u = − 3
2𝜏

(u +∇x𝜑) D2
𝜏 x =

3
2𝜏

(D𝜏x +∇x𝜑)

∇2
x𝜑 =

𝜌− 1
𝜏

∇2
x𝜑 =

1
𝜏
(|det 𝜕x/𝜕q |−1 − 1)

x = x (q , 𝜏 ), D𝜏 =
𝜕

𝜕𝜏
+ (u · ∇x )

𝜌 = |det
𝜕x
𝜕q
|−1, u = D𝜏x

приближение Зельдовича: D2
𝜏 x = 0, x (q , 𝜏 ) = q + 𝜏u(q , 0)
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приближение Зельдовича: D2
𝜏 x = 0, x (q , 𝜏 ) = q + 𝜏u(q , 0)
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Точное регулярное при 𝜏 = 0 решение 𝜉(q , 𝜏 ) = u0(q)𝜏



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Каустики в приближении Зельдовича

x

t



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Каустики в приближении Зельдовича

x

t



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Каустики в приближении Зельдовича

x

t



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Каустики в прямом
численном моделировании (d = 1)6 D. Fanelli and E. Aurell: Asymptotic behavior of a stratified perturbation ...
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0.4
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Fig. 4. Velocity field versus positions, starting from a sin-
gle speed initial condition (sinus wave). Here N = 4096
and t/t0 = 6.1249064× 104. Reflecting boundaries are as-
sumed. Positions and velocities are in arbitrary units.

the discreteness of the representation, and can be assumed
to hold in the continuum limit. The scaling is present over
several decades and the best numerical fit gives the value
α = −0.22. Then, a source of noise is introduced in the
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 N = 1024
 N = 2048
 N = 4096

tα

Fig. 5. ∆x/L is plotted versus t/t0. Different symbols re-
fer to different values of N (see the legend). A clear power-
law behavior is displayed. The best numerical fit gives ex-
ponent α = −0.22. The small inset represent the initial
condition in the phase space (x, w).

initial condition: as shown in the small inset of Fig. 6 a
white noise signal is generated and superposed to a sinus
wave of amplitude w0. The thickness of the dense region
is studied, following the line of the preceding discussion.
Results are reported in the main plot of Fig. 6, for a sin-

gle realization. They show complete agreement with (5)
. It is worth stressing that these results are not sensitive
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 N = 4096
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Fig. 6. ∆x/L is plotted versus t/t0. Here w0 represents
the amplitude of the initial smooth sinus to which the white
noise, swn, is superposed (i.e., w = w0sin(x) + swn, see
small inset). Different symbols refer to different values of
N (see the legend). The scaling is consistent with the one
derived from Fig. 5 (here represented by the thick solid
line).

to the choice of measuring the interval that contains N/2
particles. Any other finite fraction leads to the same con-
clusions.

In order to provide a full picture, we performed sim-
ilar analysis for the velocities distribution. Consider ∆w,
such that N/2 particles have velocities in the interval
[∆w/2, −∆w/2]. The ratio ∆w/w0 is plotted vs. t/t0,
where w0 represents the amplitude of the initial smooth
wave (see captions of Figs. 7 and 8). Again, and for both
the initial conditions considered here, a power-law behav-
ior:

∆w

w0
=

(
t

t0

)β

(28)

is clearly displayed (Figs. 7, 8). Here the best numerical
fit gives β = −0.11.

Assuming the occurrence of power-law behaviors, there
is a simple, heuristic, explanation for deriving the correct
value of the exponents, in agreement with the numeri-
cal findings. As previously stated, the Quintic model is
equivalent to the Vlasov-Poisson set of equations in the
continuous limit (Aurell & Fanelli 2001). Such a system is
conservative and therefore the volumes in the phase space
are conserved (Liouville theorem). Hence:

∆x∆p = const , (29)

where ∆x and ∆p represent, respectively, any space and
momentum intervals in the comoving reference frame.

D. Fanelli and E. Aurell (2002)
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Каустики в прямом
численном моделировании (d = 2)

A.L. Melott & S. Shandarin (1989)
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Каустики в прямом
численном моделировании (d = 3)

V. Springel et al (2005)
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Уравнения Власова–Пуассона

𝜕 f
𝜕𝜏

+
1
𝜏 3/2 (p · ∇x )f − 3𝜏 3/2

2
(∇x𝜑 · ∇p)f = 0

∇2
x𝜑 =

1
𝜏

(︂∫︁
f dp − 1

)︂

монокинетические решения:

f (t , x ,p) = 𝜌(𝜏, q) 𝛿(p − 𝜏 3/2v(𝜏, q))
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Что мы моделируем?

Нелинейная гравитационная неустойчивость,
приближение Зельдовича и каустики

«Модель прилипания»
и динамика внутри сингулярных многообразий

Реконструкция ранней Вселенной
как задача выпуклой оптимизации
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u = ∇x𝜑
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+

1
2
|∇x𝜑|2 = 𝜖∇2

x𝜑, 𝜖 ↓ 0

D𝜏𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝜏
+ v · ∇x𝜑 = v · ∇𝜑− 1

2
|∇𝜑|2 ≤ 1

2
|v |2
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Сингулярные многообразия
в решениях модели прилипания

Eulerian positions where two different trajectories min-
imize (2.5); they form Eulerian manifolds of dimension
(d − 1): in one dimension the shocks are isolated points,
in two dimensions they are lines, in three dimensions
surfaces, etc. There also exist Eulerian manifolds with
three different minimizing trajectories. In one dimen-
sion, they are isolated space-time events corresponding
to the merger of two shocks. In two dimensions, they are
triple points where three shock lines meet. In three di-
mensions they are filaments corresponding to the inter-
section of three shock surfaces. There also exist Eulerian
locations where the minimum in (2.5) is reached for four
different trajectories, etc.

points

A2 1A
3

3A
termination

shock lines
points
triple

1

(a)

(b)

Fig. 2. Typical aspect of the singularities present at a fixed
time in the solution for (a) d = 2 and (b) d = 3.

The generic form of such singularities and their typi-
cal metamorphoses occurring in the course of time were
studied in details and classified for d = 2 and d = 3 by
Arnold, Baryshnikov and Bogaevsky in the Appendix
of [62] and in a more detailed paper by Bogaevsky [17].
This classification is based on two criteria: (i) the num-
ber of trajectories minimizing (2.5) and (ii) the multi-
plicity of each of these minima. The shocks correspond-
ing to locations with two distinct minimizers are hence
denoted by A2

1. At a fixed time, the A2
1 singularities are

discrete points in one dimension. In two dimensions (see
figure 2(a)) they form curve segments with extremities
that can be either triple points A3

1 or isolated termina-

tion points of the type A3 corresponding to a degenerate
minimum. In three dimensions (see figure 2(b)) the sin-
gular manifold is formed by shock surfaces of A2

1 points.
The boundaries of these surfaces are either made of de-
generate A3 points or of triple lines made of A3

1 points.
The triple lines intersect at isolated A4

1 points or inter-
sect shock boundaries at particular singularities called
A1A3 where the minimum is attained in two points, one
of which is degenerate.

It is important to remark here that degenerate singu-
larities (of the type A3 or of higher orders A5, A7, etc.)
introduce in the solution points where the velocity gra-
dients becomes arbitrarily large. This is not the case of
the An

1 singularities which correspond to discontinuities
of the velocity but are associated to bounded values of
its gradients. As we will see in sections 4 and 7, these
degenerate singularities are responsible for an algebraic
behavior of the probability density function of velocity
gradients, velocity increments and of the mass density.

A3
1

x

t

A3

A2
1

(a)

A3

A3
1

x

x

1

2

A2
1

(b)

Fig. 3. Illustration of the similarities between the singular
manifold in space time for d = 1 and at fixed time for d = 2
(b). The two manifolds contain the same type of singularities
with the same co-dimensions. The restrictions on the possible
metamorphoses in dimension d = 1 are the following: a point
of the type A3 can only exist at the bottom extremity of
a shock trajectory; the A3

1 points necessarily correspond to
the merger of two shocks; shock trajectories cannot have a
horizontal tangent.

The singularities with co-dimensions (d + 1) generically
appear in the solution at isolated times. They corre-
spond to instantaneous changes in the topological struc-
ture of the singular manifold, called metamorphoses and
can be also classified (see [17]). In one dimension, there

6

Схема из J. Bec and K. Khanin (2007)
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Динамика внутри сингулярных многообразий
Обрываются ли траектории частиц, попавших на
сингулярное многообразие?
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x 𝜖(𝜏 )
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Cannarsa and Yu (2009); A.S. and K. Khanin (2010)
обобщение на произвольный выпуклый гамильтониан

http://arXiv.org/abs/math-ph/0407073
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Удерживающие и неудерживающие
узлы сингулярностей

I удерживающий узел: I неудерживающий узел:

I формирование и отрыв кластера:

Богаевский, arXiv:math-ph/0407073

http://arXiv.org/abs/math-ph/0407073
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Модель прилипания
с сохранением импульса

𝜕𝜌

𝜕𝜏
+∇x · (𝜌u) = 0 | u

𝜕u
𝜕𝜏

+ (u · ∇x )u = 0 | 𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝜏
+∇x · (𝜌u) = 0

𝜕(𝜌u)
𝜕𝜏

+∇ · (𝜌u ⊗ u) = 0

В одномерном случае два эквивалентных построения:
I формула Лакса–Олейник в лагранжевых массовых

координатах:
E, Rykov, Sinai (1996), Brenier, Grenier (1998)

I ортогональная проекция на множество допустимых
конфигураций: Shnirelman (1986)
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Формула Лакса–Олейник в массовых координатах

𝜕𝜌

𝜕𝜏
+
𝜕(𝜌u)
𝜕x

= 0 𝜌dx − 𝜌u d𝜏 = dm

𝜕(𝜌u)
𝜕𝜏

+
𝜕(𝜌u2)

𝜕x
= 0 𝜌u dx − 𝜌u2 d𝜏 = dz

−𝜌u =
𝜕m
𝜕𝜏

= −𝜕z
𝜕x

:
𝜕m
𝜕𝜏

+
𝜕z
𝜕x

= 0

−𝜌2u2 =
𝜕m
𝜕𝜏

𝜕z
𝜕x

=
𝜕m
𝜕x

𝜕z
𝜕𝜏

:
𝜕(m , z )
𝜕(𝜏, x )

= 0

𝜕m
𝜕𝜏

+
𝜕𝜁(m)

𝜕x
= 0 или m =

𝜕𝜓

𝜕x
,

𝜕𝜓

𝜕𝜏
+ 𝜁

(︂
𝜕𝜓

𝜕x

)︂
= 0

𝜓(x , 𝜏 ) = max
m

[︀
mx − (𝜓*(m , 0) + 𝜏𝜁(m))

]︀
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Проекционная конструкция
приближение Зельдовича: x (q , 𝜏 ) = q + u(q)𝜏
— теряет взаимную однозначность (монотонность) после
образования каустик

множество допустимых конфигураций: 𝒳 = {x (·)}
— замкнутое выпуклое множество в L2(R; 𝜌0(·))

динамика: x̄ (·, 𝜏 ) = Proj𝒳 x (·, 𝜏 )

u0t

ξ̄tξ

X



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Что мы моделируем?

Нелинейная гравитационная неустойчивость,
приближение Зельдовича и каустики

«Модель прилипания»
и динамика внутри сингулярных многообразий

Реконструкция ранней Вселенной
как задача выпуклой оптимизации



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Как сформировалась
крупномасштабная структура?

I замена каустик на сингулярности

I приближение Зельдовича
+ модель прилипания

I число неизвестных = числу ограничений
5

Frisch et al. (2002); Brenier et al. (2003)

5Sloan Digital Sky Survey Collaboration (2013)
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Уравнение Монжа–Ампера
модель прилипания:

D2
𝜏 x = − 3

2𝜏
(D𝜏x +∇x𝜑) ≈ 0 приближение Зельдовича

x (q , 𝜏 ) ≈ q + 𝜏 D𝜏x (q , 0) = q − 𝜏∇q𝜑(q , 0)

= ∇xΦ(q , 𝜏 )

Φ(q , 𝜏 ) =
|q |2
2
− 𝜏𝜑(q , 0) выпуклый потенциал

сохранение массы: 𝜌0 dq = 𝜌(x , 𝜏 )dx

det(𝜕qi𝜕qjΦ) =
𝜌0

𝜌(∇qΦ, 𝜏 )

преобразование Лежандра: ∇xΘ = (∇qΦ)
−1

det(𝜕xi𝜕xjΘ) = 𝜌(x , 𝜏 )/𝜌0
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Минимизация среднеквадратичного смещения
При краевых условиях 𝜌0(q)dq = 𝜌(x , 𝜏 )dx , где x = x (q),
минимизировать

I =

∫︁
V0

1
2
|x (q)− q |2 𝜌0(q)dq =

∫︁
V𝜏

1
2
|x − q(x )|2 𝜌(x , 𝜏 )dx

Вариация смещений x (q) ↦→ x (q) + 𝛿x (q) сохраняет 𝜌(x , 𝜏 ):

∇x · (𝜌(x , 𝜏 ) 𝛿x (q(x )) = 0

Вариация функционала:

𝛿I =

∫︁
V0

(x (q)− q) · 𝛿x (q) 𝜌0(q)dq

=

∫︁
V𝜏

(x − q(x )) · 𝛿x (q(x )) 𝜌(x , 𝜏 )dx = 0

Следовательно, x − q(x ) есть градиент



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Минимизация среднеквадратичного смещения
При краевых условиях 𝜌0(q)dq = 𝜌(x , 𝜏 )dx , где x = x (q),
минимизировать

I =

∫︁
V0

1
2
|x (q)− q |2 𝜌0(q)dq =

∫︁
V𝜏

1
2
|x − q(x )|2 𝜌(x , 𝜏 )dx

Вариация смещений x (q) ↦→ x (q) + 𝛿x (q) сохраняет 𝜌(x , 𝜏 ):

∇x · (𝜌(x , 𝜏 ) 𝛿x (q(x )) = 0

Вариация функционала:

𝛿I =

∫︁
V0

(x (q)− q) · 𝛿x (q) 𝜌0(q)dq

=

∫︁
V𝜏

(x − q(x )) · 𝛿x (q(x )) 𝜌(x , 𝜏 )dx = 0

Следовательно, x − q(x ) есть градиент



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Минимизация среднеквадратичного смещения
При краевых условиях 𝜌0(q)dq = 𝜌(x , 𝜏 )dx , где x = x (q),
минимизировать

I =

∫︁
V0

1
2
|x (q)− q |2 𝜌0(q)dq =

∫︁
V𝜏

1
2
|x − q(x )|2 𝜌(x , 𝜏 )dx

Вариация смещений x (q) ↦→ x (q) + 𝛿x (q) сохраняет 𝜌(x , 𝜏 ):

∇x · (𝜌(x , 𝜏 ) 𝛿x (q(x )) = 0

Вариация функционала:

𝛿I =

∫︁
V0

(x (q)− q) · 𝛿x (q) 𝜌0(q)dq

=

∫︁
V𝜏

(x − q(x )) · 𝛿x (q(x )) 𝜌(x , 𝜏 )dx = 0

Следовательно, x − q(x ) есть градиент



Что моделируем? Приближение Зельдовича «Модель прилипания» Восстановить прошлое

Выпуклость и монотонность
Что мы знаем про поле смещений x − q(x )?
Оно потенциально, так что q(x ) = ∇xΘ(x ),
и монотонно:

(x 1 − x 2) · (q(x 1)− q(x 2)) ≥ 0
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Выпуклость и монотонность
Что мы знаем про поле смещений x − q(x )?
Оно потенциально, так что q(x ) = ∇xΘ(x ),
и монотонно:

(x 1 − x 2) · (q(x 1)− q(x 2)) ≥ 0

Действительно, пусть последнее неравенство нарушено:

−x 1 · q(x 2)− x 2 · q(x 1) < −x 1 · q(x 1)− x 2 · q(x 2)

1
2
|x 2 − q(x 1)|2 + 1

2
|x 1 − q(x 2)|2 < 1

2
|x 1 − q(x 1)|2 + 1

2
|x 2 − q(x 2)|2

Следовательно, отображение q(x ) неоптимально.
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Следовательно, отображение q(x ) неоптимально.

(x 1 − x 2) · (∇xΘ(x 1)−∇xΘ(x 2)) ≥ 0, т. е. Θ выпукла
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Выпуклость и монотонность
Что мы знаем про поле смещений x − q(x )?
Оно потенциально, так что q(x ) = ∇xΘ(x ),
и монотонно:

(x 1 − x 2) · (q(x 1)− q(x 2)) ≥ 0

Циклическая монотонность q(·): для любого k > 1

−x 1 · q(x k )− x 2 · q(x 1)− · · · − x k · q(x k−1)

≥ −x 1 · q(x 1)− · · · − x k · q(x k )

⇒ существует такая выпуклая Θ(·),
что q(x ) задает наклон опорной плоскости к графику Θ(x )

Это позволяет рассматривать негладкие потенциалы Θ, Φ
и многозначные отображения q(x ), x (q)
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Источники ошибок реконструкции

I потеря единственности
в многопотоковом течении

I потеря информации
на сингулярном многообразии

I неизвестные границы
носителя 𝜌0(q)

I восстановление монотонного
отображения вместо
циклически монотонного,
Croft and Gaztañaga (1997)
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Метод МАК

современное распределение: из каталога галактик
𝜌(x , 𝜏 ) =

∑︀
i mi 𝛿(x − x i )

начальное распределение: регулярная сетка (q j )

𝜌0(q) =
∑︀

j 𝜇 𝛿(q − q j ) (mi выбираются кратными 𝜇)

задача о назначениях: минимизировать 1
2
∑︀

i ,j 𝛾ij |x i − q j |2
при условиях 𝛾ij ≥ 0,

∑︀
j 𝛾ij = mi ,

∑︀
i 𝛾ij = 𝜇

двойственная задача: максимизировать −∑︀
i mi𝜃i − 𝜇

∑︀
j 𝜑j

при условиях 1
2 |x i − q j |2 + 𝜃i + 𝜑j ≥ 0

min
𝛾ij≥0

max
𝜃i ,𝜑j

[︁∑︁
i ,j

𝛾ij
1
2 |x i−q j |2+

∑︁
i

𝜃i (
∑︀

j 𝛾ij−mi )+
∑︁
j

𝜑j (
∑︀

i 𝛾ij−𝜇)
]︁
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2 |x i − q j |2 + 𝜃i + 𝜑j ≥ 0

min
𝛾ij≥0

max
𝜃i ,𝜑j

[︁∑︁
i ,j

𝛾ij (
1
2 |x i−q j |2 + 𝜃i + 𝜑j )−

∑︀
i mi𝜃i − 𝜇

∑︀
j 𝜑j

]︁
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Тестирование метода МАК

I N = 1283 частиц
I 200× 200× 200 Мпк
I периодические краевые

условия
I вписанной сферой

высечено 17178 частиц
из подрешетки с 323

вершинами
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Результаты тестирования

«квазипериодическая
проекция»:

q̃ =
q1 +

√
2q2 +

√
3q3

1 +
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2 +
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Выпуклые функции и преобразование Лежандра

Выпуклая функция — верхняя огибающая
семейства касательных к своему графику:

f (x ) = sup
q

[q · x − g(q)]

, g(q) = sup
x

[q · x − f (x )]

(*)

Неравенство Юнга:

f (x ) + g(q) ≥ x · q для всех x , q

f (·), g(·) — преобразования Лежандра друг друга

В гладком случае равенства в (*) достигаются при

x = ∇qg(q), q = ∇x f (x )

(назад к уравнению Монжа–Ампера. . . )
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