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.. Уравнения в группах

.
Определение
..

......

Уравнением u = 1 с k неизвестными в группе G будем называть
выражение вида

g0x
m1
i1 g1 . . . x

mn
in gn = 1,

где gj ∈ G и mj ∈ Z - заданы, а xij ∈ X = {x1, . . . , xk}.

Свободное произведение GX = F(X) ∗ G— пространство всех
уравнений в переменных X с коэффициентами из G.
.
Определение
..

......

Решением уравнения u = 1 в G называется отображение
xj → hj ∈ G такое, что g0h

m1
i1 g1 . . . h

mn
in gn = 1.

Антон Меньшов О системах уравнений в группе Zm



. . . . . .

.. Уравнения в группах

.
Определение
..

......

Уравнением u = 1 с k неизвестными в группе G будем называть
выражение вида

g0x
m1
i1 g1 . . . x

mn
in gn = 1,

где gj ∈ G и mj ∈ Z - заданы, а xij ∈ X = {x1, . . . , xk}.

Свободное произведение GX = F(X) ∗ G— пространство всех
уравнений в переменных X с коэффициентами из G.

.
Определение
..

......

Решением уравнения u = 1 в G называется отображение
xj → hj ∈ G такое, что g0h

m1
i1 g1 . . . h

mn
in gn = 1.

Антон Меньшов О системах уравнений в группе Zm



. . . . . .

.. Уравнения в группах

.
Определение
..

......

Уравнением u = 1 с k неизвестными в группе G будем называть
выражение вида

g0x
m1
i1 g1 . . . x

mn
in gn = 1,

где gj ∈ G и mj ∈ Z - заданы, а xij ∈ X = {x1, . . . , xk}.

Свободное произведение GX = F(X) ∗ G— пространство всех
уравнений в переменных X с коэффициентами из G.
.
Определение
..

......

Решением уравнения u = 1 в G называется отображение
xj → hj ∈ G такое, что g0h

m1
i1 g1 . . . h

mn
in gn = 1.

Антон Меньшов О системах уравнений в группе Zm



. . . . . .

.. Уравнения в группе Zm

В Zm будем использовать аддитивную запись и записывать
уравнения в виде

γ1x1 + . . .+ γkxk = b, где γj ∈ Z, xj ∈ Zm(Qm), b ∈ Zm

Систему из n уравнений будем записывать в матричном виде

AX = B, где A ∈ Zn·k, X ∈ Zk·m(Qk·m), B ∈ Zn·m

GX = A(X)× Zm ' Zk+m, где A(X) — свободная абелева
группа с базисом X = (x1, . . . , xk)

Gn
X = Zn(k+m) — пространство всех систем из n уравнений

из GX

Антон Меньшов О системах уравнений в группе Zm



. . . . . .

.. Уравнения в группе Zm

В Zm будем использовать аддитивную запись и записывать
уравнения в виде

γ1x1 + . . .+ γkxk = b, где γj ∈ Z, xj ∈ Zm(Qm), b ∈ Zm

Систему из n уравнений будем записывать в матричном виде

AX = B, где A ∈ Zn·k, X ∈ Zk·m(Qk·m), B ∈ Zn·m

GX = A(X)× Zm ' Zk+m, где A(X) — свободная абелева
группа с базисом X = (x1, . . . , xk)

Gn
X = Zn(k+m) — пространство всех систем из n уравнений

из GX

Антон Меньшов О системах уравнений в группе Zm



. . . . . .

.. Уравнения в группе Zm

Обозначения:

SAT(G, k) - множество всех уравнений из GX,
разрешимых в G

SAT(G, k, n) - множество всех систем из Gn
X,

разрешимых в G

Если G ≤ H, то

SATH(G, k, n) - множество всех систем из Gn
X,

разрешимых в H
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.. Системы уравнений в Zm

Пусть AX = B — система из n уравнений в Zm.
Обозначим B1, . . . ,Bm — столбцы матрицы B ∈ Znm.
.
Лемма
..

......

Система уравнений AX = B разрешима в Zm(Qm) тогда и
только тогда, когда система Ax = Bi разрешима в Z(Q) для
любого i = 1, . . . ,m.
Если Xi = (x1i, . . . , xki)T — решение системы Ax = Bi, то
X = (X1, . . . ,Xm) — решение системы AX = B.
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.. Асимптотическая плотность в Zm

Для v = (v1, . . . , vm) ∈ Zm положим ‖v‖∞ = max{|vi|}.
Обозначим Br = {v ∈ Zm | ‖v‖∞ ≤ r}.
.
Определение
..

......

Асимптотической плотностью множества M ⊆ Zm называется
предел

ρ(M) = lim
r→∞

ρr(M), где ρr(M) =
|M ∩ Br|
|Br|

,

если он существует. В противном случае будем использовать
пределы

ρ(M) = lim sup
r→∞

ρr(M), ρ(M) = lim inf
r→∞

ρr(M).
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.. Системы, разрешимые в Qm

Рассмотрим систему уравнений

Ax = b, где A ∈ Znk, b ∈ Zn (1)

.
Теорема (Кронекера-Капелли)
..

......

Система (1) разрешима в Q тогда и только тогда, когда
rank(A) = rank(A|b).
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.. Системы, разрешимые в Qm

Yonatan R. Katznelson, Integral Matrices of Fixed Rank, Proceedings
of the American Mathematical Society 120.3 (1994), pp. 667–675

Обозначим

Vn,k,s(Z) = {A ∈ Zn·k | rank(A) = s},
N(r; n, k, s) = ]{A ∈ Vn,k,s(Z) | ‖A‖2 < r}.

.
Теорема (Y. R. Katznelson)
..

......

Пусть k ≥ n > s ≥ 1 и r → ∞, тогда

(1) N(r; n, k, s) = α(n, k, s)rks + O(rks−1) при n < k,

(2) N(r; k, k, s) = β(k, s)rks log r+ O(rks) при n = k.

.
Следствие
..

......

ρ(Vn,k,s(Z)) = 0, при s = 1, . . . , n− 1

ρ(Vn,k,n(Z)) = 1
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.. Системы, разрешимые в Qm

.
Теорема
..

......

(1) ρ(SATQm(Zm, k, n)) = 1 при n ≤ k,

(2) ρ(SATQm(Zm, k, n)) = 0 при n > k.

Так как SAT(Zm, k, n) ⊂ SATQm(Zm, k, n), то получаем

ρ(SAT(Zm, k, n)) = 0 при n > k.

.
Следствие
..
......ρ(SAT(Zm, k, n)) = 0 при n > k .
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.. Системы, разрешимые в Zm

Рассмотрим систему уравнений

Ax = b, где A ∈ Znk, b ∈ Zn, n ≤ k (2)

Наибольшим делителем матрицы A будем называть
наибольший общий делитель ее миноров порядка n.
.
Теорема (Smith)
..

......

Пусть Ax = b система вида (2) и rank(A) = n. Система
разрешима в Z тогда и только тогда, когда наибольший
делитель матрицы системы совпадает с наибольшим
делителем ее расширенной матрицы.
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.. Системы, разрешимые в Zm

Матрицу A ∈ Znk(n ≤ k) будем называть унимодулярной, если
она может быть дополнена до матрицы Ā ∈ GLn(Z). Известно,
что A унимодулярная тогда и только тогда, когда наибольший
делитель A равен единице.
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.. Системы, разрешимые в Zm

G. Maze, J. Rosenthal, U. Wagner Natural density of rectangular
unimodular integer matrices, Linear Algebra and Its Applications
434.5 (2011), pp. 1319–1324

Обозначим

Un,k = {A ∈ Znk | A− унимодулярная}

.
Теорема (G. Maze, J. Rosenthal, U. Wagner)
..

......

(1) ρ(Un,k) =

(
k∏

j=k−n+1

ζ(j)

)−1

при k > n ≥ 1,

(2) ρ(Un,n) = 0 при n ≥ 1.
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.. Системы, разрешимые в Zm

R. Gilman, A. Myasnikov, V. Roman'kov, Random equations in
nilpotent groups, Journal of Algebra 352 (1 2012), pp. 192–214
.
Теорема (R. Gilman, A. Myasnikov, V. Roman'kov)
..

......

(1) ρ(SAT(Zm, k)) =
ζ(k+m)

ζ(k)
при k ≥ 2,

(2) ρ(SAT(Zm, 1)) = 0.
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.. Системы, разрешимые в Zm

.
Теорема
..

......

Справедливы следующие оценки

(1) ρ(Un,k) ≤ ρ(SAT(Zm, k, n)) при k > n > 1,

(2) ρ(SAT(Zm, k, n)) ≤ ρ(SAT(Zm, k))n при k ≥ n > 1,

(3) ρ(SAT(Zm, k, n)) = 0 при n > k ≥ 1;
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