
Ïðèìåð.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî T×R, ãäå T = R/Z. Òî÷êà èç T îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç s (å¼ ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëîì mod 1), òî÷êà èç R � ÷åðåç x (ýòî
îáû÷íîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî). Ôàçîâûå òî÷êè, ñòàëî áûòü, ñóòü ïàðû
(s, x). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ÎÄÓ

ṡ = 1, εẋ = −x+ f(s), (1)

ãäå f � âåùåñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (íà T). Âðåìÿ îáû÷íî
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç t. Ñ íåêîòîðîé óñëîâíîñòüþ ìîæíî ïåðåéòè ê çàïèñè

εẋ = −x+ f(x). (2)

f òåïåðü � âåùåñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ÷èñëîâîé
îñè ñ ïåðèîäîì 1.

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

x = f − εẋ, ïîäðîáíåå: x(t, ε) = f(t)− εẋ(t, ε) (3)

(òî÷êà = äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t). Çàìåíèì â (3) ïîñëåäíèé (ñàìûé
ïðàâûé) ñèìâîë x íà f − εẋ. Ïîëó÷èì

x = f − εḟ + ε2ẍ.

Îïÿòü çàìåíèì ïîñëåäíåå x íà f − εẋ:

x = f − εḟ + ε2ẍ,

è òàê äàëåå. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì n > 0

x(t, ε) =
n∑

k=0

(−ε)kf (k)(x) + (−ε)n+1xn+1(t, ε).

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(t) äîïóñêàåò ïðè êàæäîì t ðàçëîæåíèå â àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε (çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t)

x(t, ε) =
∞∑
k=0

(−ε)kf (k)(t). (4)

Äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ðÿäà

Sn(ε; t) =
n∑

k=0

(−ε)kf (k)(t)
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îòëè÷àåòñÿ îò x(t, ε) íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà εn+1.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä (4), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó îí

çàâèñèò îò äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (t è ε), ïðè÷¼ì (4) ÿâëÿòñÿ
ñòåïåííûì ðÿäîì ïî îäíîé èç íèõ (ïî ε), à ïî äðóãîé (ïî t)� íåò (îò t
êàêèì-òî îáðàçîì çàâèñÿò êîýôôèöèåíòû óïîìÿíóòîãî ðÿäà), òî ñòîèò
óòî÷íèòü, êàê èìåííî ïîíèìàåòñÿ ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü òàêîãî
ðÿäà. Áóäåò äîêàçàíî

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè f íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé, òî ïðè ëþáîì
t ðÿä (4) ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè ε = 0.

Íåïîñðåäñòâííî áóäåò äîêàçàíî óâòâåðæäåíèå, ôîðìóëèðîâêà êîòîðîãî
âûãëÿäèò íåñêîëüêî èíà÷å:

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ïðè êàêîì-íèáóäü ôèêñèðîâàííîì t êðóã ñõîäèìîñòè
ðÿäà

∑
k =0

∞f (k)(t)εk/k! (ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè ε 7→ f(t+ε)) èìååò
êîíå÷íûé ðàäèóñ, òî ïðè ýòîì t ðÿä (4) ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè ε = 0.

Óáåäèìñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå 2 −→ óòâåðæäåíèå 1. Åñëè áû ïðè êàêîì-
íèáóäü t êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà èç óòâåðæäåíèÿ 2 èìåë áåñêîíå÷íûé
ðàäèóñ, òî êðóã ñîâïàäàë áû ñî âñåé ïëîñêîñòüþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
C è ôóíêöèÿ f áûëà áû öåëîé. Ó íàñ æå ñêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ f íå öåëàÿ.
Ñòàëî áûòü, ïðè ëþáîì t êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà èç óòâåðæäåíèÿ 2 èìååò
êîíå÷íûé ðàäèóñ, à òîãäà ýòî óòâåðæäåíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
t ðÿä (4) ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè ε = 0. À â çàêëþ÷åíèè óòâåðæäåíèÿ 1 òàê
è ãîâîðèòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rt ðàäèóñ êðóãà ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè
ε 7→ f(t+ ε), à ÷åðåç rt � ðàäèóñ êðóãà ñõîäèìîñòè ðÿäà (4). Ïî òåîðåìå
Êîøè�Àäàìàðà,Rt è rt ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ðÿäîâ:

1

Rt

= lim n

√
|f (n)(t)|/n!, 1

rt
= lim n

√
|f (n)(t)|.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî rt > 0 −→ Rt =∞, ò.å.

lim n

√
|f (n)(t)| <∞ −→ lim n

√
|f (n)(t)|/n! = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî lim n
√
|f (n)(t)| <∞. Âîçüì¼ì êàêîå-íèáóäü ÷èñëî a, á�îëüøåå

ýòîãî ïðåäåëà. Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n áóäåò n
√
|f (n)(t)| <

a. À n-ûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n
√
|f (n)(t)|/n!, âåðõíèé ïðåäåë
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êîòîðîé ðàâåí 1
Rt
, â n
√
n! ðàç ìåíüøå, ÷åì n

√
|f (n)(t)|. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n áóäåò

n

√
|f (n)(t)|/n! ≤ a

n
√
n!
.

Èç ôîðìóëû Ñòèðëèíãà âèäíî, ÷òî n
√
n! = n

e
(1 + o(1)). Ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n ýòî> n/3, çíà÷èò, a
n√
n!

< 3a/n, n
√
|f (n)(t)|/n! < 3a/n. Âåðõíèé

ïðåäåë ïðè n→∞ ðàâí 0, ìåæäó òåì îí îöíèâàåò ñâåðõó 1
Rt
.
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