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CONTENT

THREE MAIN TOPICS: CLASSIFICATION OF THE

mm-SPACES; VIRTUAL CONTINUITY OF THE

FUNCTIONS AND SOBOLEV THEOREMS; DYNAMICS

OF METRICS

1. Measure and Metrics, Admissible metrics. Metric (Gromov)
triples. (X , ρ, µ) VARIABLE METRICS.
2.Classi�cation of the metric triples and measurable functions of
several arguments. Matrix distribution.
3.Classical Lusin theorem for one variable and general posing of the
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4.Main notion: Virtual continuity of the functions of several
arguments.
5.Various properties of the virtual continuity.
6.Applications: Sobolev embedding theorems, virtual continuity of
the kernels of nuclear operators, the restriction of the metrics on
the partitions.
7.Dynamic of the metrics, Scaling entropy. Main examples.
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Äîïóñòèìûå ìåòðèêè

(X ,A, µ) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà-Ðîõëèíà � ∼ ([0, 1],A,m).
We will consider various (semi)-metrics on it.
ρ : X × X → R+ � (ïîëó-)ìåòðèêà íà X , èçìåðèìàÿ ïî µ× µ.

De�nition
ρ � äîïóñòèìàÿ (ïîëó-)ìåòðèêà, à (X , µ, ρ) � äîïóñòèìàÿ
(ïîëó-)ìåòðè÷åñêàÿ òðîéêà; åñëè ñóùåñòâóåò X0 ⊂ X , ò.÷.
µ(X0) = 1, è (X0, ρ) � ñåïàðàáåëüíî.

Lemma (Îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðèê)

Ïóñòü ρ1 è ρ2 � äâå äîïóñòèìûå ìåòðèêè íà (X , µ). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ K ⊂ X , ò.÷. µ(K ) > 1− ε è òîïîëîãèè,

çàäàâàåìûå ìåòðèêàìè ρ1 è ρ2 íà K , ñîâïàäàþò.
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ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÐÎÅÊ (Ãðîìîâ,
Âåðøèê)

(X , µ, ρ) ∼ (X ′, µ′, ρ′) i�

∃T : X → X ′; Tµ = µ′ ρ′(Tx ,Ty) = ρ(x , y)

(T � èçîìåòðèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ìåðó).

Theorem
Ïîñòðîèì ïî ìåòðèêå îòîáðàæåíèå:

Fρ : X∞ × X∞ → M∞(R) Fρ({xi}i , {yj}j) = {ρ(xi , yj)}i ,j ,

è cíàáäèì X∞ × X∞ ïðîäàêò-ìåðîé µ∞ × µ∞. Òîãäà îáðàç
ìåðû � Ff ∗(µ

2∞) ≡ Dρ, íàçûâàåìûé ÌÀÒÐÈ×ÍÛÌ

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ ìåòðèêè ρ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ (èëè

ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé) åñòü ïîëíûé èíâàðèàíò

ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðèê íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé.



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÐÎÅÊ (Ãðîìîâ,
Âåðøèê)

(X , µ, ρ) ∼ (X ′, µ′, ρ′) i�

∃T : X → X ′; Tµ = µ′ ρ′(Tx ,Ty) = ρ(x , y)

(T � èçîìåòðèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ìåðó).

Theorem
Ïîñòðîèì ïî ìåòðèêå îòîáðàæåíèå:

Fρ : X∞ × X∞ → M∞(R) Fρ({xi}i , {yj}j) = {ρ(xi , yj)}i ,j ,

è cíàáäèì X∞ × X∞ ïðîäàêò-ìåðîé µ∞ × µ∞. Òîãäà îáðàç
ìåðû � Ff ∗(µ

2∞) ≡ Dρ, íàçûâàåìûé ÌÀÒÐÈ×ÍÛÌ

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ ìåòðèêè ρ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ (èëè

ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé) åñòü ïîëíûé èíâàðèàíò

ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðèê íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé.



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÐÎÅÊ (Ãðîìîâ,
Âåðøèê)

(X , µ, ρ) ∼ (X ′, µ′, ρ′) i�

∃T : X → X ′; Tµ = µ′ ρ′(Tx ,Ty) = ρ(x , y)

(T � èçîìåòðèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ìåðó).

Theorem
Ïîñòðîèì ïî ìåòðèêå îòîáðàæåíèå:

Fρ : X∞ × X∞ → M∞(R) Fρ({xi}i , {yj}j) = {ρ(xi , yj)}i ,j ,

è cíàáäèì X∞ × X∞ ïðîäàêò-ìåðîé µ∞ × µ∞. Òîãäà îáðàç
ìåðû � Ff ∗(µ

2∞) ≡ Dρ, íàçûâàåìûé ÌÀÒÐÈ×ÍÛÌ

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ ìåòðèêè ρ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ (èëè

ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé) åñòü ïîëíûé èíâàðèàíò

ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðèê íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé.



Ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ñëó÷àéíûå ìàòðèöèû

Àíàëîãèÿ ñ ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé.
Îáîáùåíèå êëàññèôèêàöèè íà ïðîèçâîëüíûå èçìåðèìûå
ôóíêöèè: äëÿ ÷èñòûõ ôóíêöèé ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå
-ïîëíûé èíâàðèàíò. (V.2002)
Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó ðàññòîÿíèé {ρ(xi , yj)}i ,j è
ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðó Dρ íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ
ìàòðèö. Êàê âîññòàíîâèòü òðîéêó (X , ρ, µ) ïî íåé?
Ýðãîäè÷åñêèé ìåòîä. Õàðàêòåðèñòèêà ìåð Dρ

Theorem
Äëÿ ìàòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ìåðû íà áåñêîíå÷íûõ

ìàòðèöàõ âûïîëíåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óñëîâèå:

M∞(R) 3 {ri ,j} → Measr (N),

ò.å. ìàòðèöå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ìåðà ñòîëáöîâ, è

ýòî ñîïîñòàâëåíèå åñòü áèåêöèÿ ïî÷òè âñþäó.
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Ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ñëó÷àéíûå ìàòðèöèû
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Äëÿ ìàòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ìåðû íà áåñêîíå÷íûõ

ìàòðèöàõ âûïîëíåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óñëîâèå:

M∞(R) 3 {ri ,j} → Measr (N),

ò.å. ìàòðèöå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ìåðà ñòîëáöîâ, è

ýòî ñîïîñòàâëåíèå åñòü áèåêöèÿ ïî÷òè âñþäó.



Ìàòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ñëó÷àéíûå ìàòðèöèû

Àíàëîãèÿ ñ ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé.
Îáîáùåíèå êëàññèôèêàöèè íà ïðîèçâîëüíûå èçìåðèìûå
ôóíêöèè: äëÿ ÷èñòûõ ôóíêöèé ìàòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå
-ïîëíûé èíâàðèàíò. (V.2002)
Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó ðàññòîÿíèé {ρ(xi , yj)}i ,j è
ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðó Dρ íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ
ìàòðèö. Êàê âîññòàíîâèòü òðîéêó (X , ρ, µ) ïî íåé?
Ýðãîäè÷åñêèé ìåòîä. Õàðàêòåðèñòèêà ìåð Dρ

Theorem
Äëÿ ìàòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ìåðû íà áåñêîíå÷íûõ

ìàòðèöàõ âûïîëíåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óñëîâèå:

M∞(R) 3 {ri ,j} → Measr (N),

ò.å. ìàòðèöå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ìåðà ñòîëáöîâ, è

ýòî ñîïîñòàâëåíèå åñòü áèåêöèÿ ïî÷òè âñþäó.



Òåîðåìà Ëóçèíà.

Theorem (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ëóçèíà)
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ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü f : X → Y �

èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî K ⊂ X , ò.÷. µ(K ) > 1− ε è ñóæåíèå ôóíêöèè f íà K
íåïðåðûâíî.
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(ïîëó-)ìåòðèêà ρ íà X , ò.÷. ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïî

òîïîëîãèè, çàäàâàåìîé ρ.

Òåîðåìà Ëóçèíà íå âûïîëíåíà äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ
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(X1, µ1)← (X , ν)→ (X2, µ2), ρ1, ρ2
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Âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè (1)

De�nition
Ïóñòü (X1, µ1) è (X2, µ2) � ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà-Ðîõëèíà.
Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà X ⊂ X1 × X2, íàçûâàåòñÿ
âèðòóàëüíî íåïðåðûâíîé, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:

I Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà X ′1 ⊂ X1,X
′
2 ⊂ X2

ìåðû õîòÿ áû 1− ε êàæäîå è äîïóñòèìûå ïîëóìåòðèêè
ρ1, ρ2 íà X ′1,X

′
2 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî ôóíêöèÿ f

ñîâïàäàåò ïî÷òè âñþäó ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà
(X ′1 × X ′2, ρ1 × ρ2). (çäåñü × = + èëè max è ò.ä.)

I Íàéäóòñÿ ìíîæåñòâà X ′1 ⊂ X1,X
′
2 ⊂ X2 ïîëíîé ìåðû

êàæäîå è äîïóñòèìûå ïîëóìåòðèêè ρ1, ρ2 íà X ′1,X
′
2

ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò ïî÷òè
âñþäó ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà (X ′1 × X ′2, ρ1 × ρ2).
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Âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè (2)
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1− ε êàæäîå, òàêèå ÷òî ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò ïî÷òè âñþäó
ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà (X ′1 × X ′2, ρ1 × ρ2).

I Íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû X ′2 ⊂ X2 è ρ2 �
äîïóñòèìàÿ ìåòðèêà íà X2, òàêàÿ ÷òî ïðè µ1-ïî÷òè âñåõ
x1 ∈ X1 ôóíêöèÿ f (x1, ·) íåïðåðûâíà íà (X ′2, ρ2).



Âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè (2)
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Åùå îäíî îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ íà X × Y ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê îòîáðàæåíèå èç X â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Y , (ò.å.
f (x , y) ≡ fx(y)). Áîëåå ïîäðîáíî î òîì, êàê èñïîëüçîâàòü ýòî
äëÿ êëàññèôèêàöèèè èçìåðèìûõ ôóíêöèé, ñì. â [?].
Âèðòóàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïèñûâàåòñÿ â ýòèõ òåðìèíàõ
ñëåäóþùèì ðàâíîñèëüíûì îïðåäåëåíèåì:

Theorem
Âèðòóàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f (·, ·) ðàâíîñèëüíà
ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó ôóíêöèè: äëÿ ëþáîãî 0 íàéäóòñÿ

ìíîæåñòâà X ′ ⊂ X , Y ′ ⊂ Y ìåðû õîòÿ áû 1− ε êàæäîå, òàêèå
÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà fx(·) íà Y ′ (ïåðåìåííàÿ x
ïðîáåãàåò X ′) îáðàçóåò âïîëíå îãðàíè÷åííîå (ïðåäêîìïàêòíîå)
ñåìåéñòâî â L∞(Y ′).

Ò.å. íåïðåðûâíîñòü ïî îäíîìó àðãóìåíòó ãàðàíòèðóåò
âèðòóàëüíóþ íåïðåðûâíîñòü. Ñêðûòàÿ ñèììåòðèÿ àðãóìåíòîâ.
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Åùå îäíî îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ íà X × Y ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê îòîáðàæåíèå èç X â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Y , (ò.å.
f (x , y) ≡ fx(y)). Áîëåå ïîäðîáíî î òîì, êàê èñïîëüçîâàòü ýòî
äëÿ êëàññèôèêàöèèè èçìåðèìûõ ôóíêöèé, ñì. â [?].
Âèðòóàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïèñûâàåòñÿ â ýòèõ òåðìèíàõ
ñëåäóþùèì ðàâíîñèëüíûì îïðåäåëåíèåì:

Theorem
Âèðòóàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f (·, ·) ðàâíîñèëüíà
ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó ôóíêöèè: äëÿ ëþáîãî 0 íàéäóòñÿ

ìíîæåñòâà X ′ ⊂ X , Y ′ ⊂ Y ìåðû õîòÿ áû 1− ε êàæäîå, òàêèå
÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà fx(·) íà Y ′ (ïåðåìåííàÿ x
ïðîáåãàåò X ′) îáðàçóåò âïîëíå îãðàíè÷åííîå (ïðåäêîìïàêòíîå)
ñåìåéñòâî â L∞(Y ′).

Ò.å. íåïðåðûâíîñòü ïî îäíîìó àðãóìåíòó ãàðàíòèðóåò
âèðòóàëüíóþ íåïðåðûâíîñòü. Ñêðûòàÿ ñèììåòðèÿ àðãóìåíòîâ.



vc-íîðìà.

De�nition
Äëÿ f ∈ L1(X1 × X2, µ1 × µ2) îïðåäåëèì êîíå÷íóþ èëè
áåñêîíå÷íóþ vc-íîðìó:

||f ||vc = inf{
∫
X1

|g1(x1)|dµ1 +

∫
X2

|g2(x2)|dµ2 :

g1(x1) + g2(x2) ≥ |f (x1, x2)| äëÿ µ1 × µ2 ï.â. (x1, x2)}. (1)

Theorem

||f ||vc = sup{
∫

f (x1, x2)φ(x1, x2)dµ1(x1)dµ2(x2) :∫
X2

φ(x1, ·)dµ2 ≤ 1 äëÿ µ1 ï.â. x1,

∫
X1

φ(·, x2)dµ1 ≤ 1 äëÿ µ2 ï.â. x2}.

(2)

(Îáîáùåííàÿ äâîéñòâåííîñòü Êàíòîðîâè÷à)



vc-íîðìà.

De�nition
Äëÿ f ∈ L1(X1 × X2, µ1 × µ2) îïðåäåëèì êîíå÷íóþ èëè
áåñêîíå÷íóþ vc-íîðìó:

||f ||vc = inf{
∫
X1

|g1(x1)|dµ1 +

∫
X2

|g2(x2)|dµ2 :

g1(x1) + g2(x2) ≥ |f (x1, x2)| äëÿ µ1 × µ2 ï.â. (x1, x2)}. (1)

Theorem

||f ||vc = sup{
∫

f (x1, x2)φ(x1, x2)dµ1(x1)dµ2(x2) :∫
X2

φ(x1, ·)dµ2 ≤ 1 äëÿ µ1 ï.â. x1,

∫
X1

φ(·, x2)dµ1 ≤ 1 äëÿ µ2 ï.â. x2}.

(2)

(Îáîáùåííàÿ äâîéñòâåííîñòü Êàíòîðîâè÷à)



Ïðîñòðàíñòâî VC 1 è òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Ïðîñòðàíñòâî VC 1 åñòü ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé vc-íîðìîé. Ïðîñòðàíñòâî ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé ïëîòíî â VC 1.

Theorem
Ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó VC 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

çàðÿäîâ (=çíàêîïåðåìåííûõ ìåð) ν íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé

‖ν‖me = max{sup ess
d |ν|1
dµ1

(x), sup ess
d |ν|2
dµ2

(y)},

ãäå |ν| � âàðèàöèÿ çàðÿäà ν, |ν|1 è |ν|2 � ïðîåêöèè ìåðû |ν| íà
X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî, à

d |ν|i
dµi

, i = 1, 2 � ïðîèçâîäíàÿ

Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

(Àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà).



Ïðîñòðàíñòâî VC 1 è òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Ïðîñòðàíñòâî VC 1 åñòü ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé vc-íîðìîé.

Ïðîñòðàíñòâî ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé ïëîòíî â VC 1.

Theorem
Ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó VC 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

çàðÿäîâ (=çíàêîïåðåìåííûõ ìåð) ν íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé

‖ν‖me = max{sup ess
d |ν|1
dµ1

(x), sup ess
d |ν|2
dµ2

(y)},

ãäå |ν| � âàðèàöèÿ çàðÿäà ν, |ν|1 è |ν|2 � ïðîåêöèè ìåðû |ν| íà
X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî, à

d |ν|i
dµi

, i = 1, 2 � ïðîèçâîäíàÿ

Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

(Àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà).



Ïðîñòðàíñòâî VC 1 è òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Ïðîñòðàíñòâî VC 1 åñòü ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé vc-íîðìîé. Ïðîñòðàíñòâî ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé ïëîòíî â VC 1.

Theorem
Ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó VC 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

çàðÿäîâ (=çíàêîïåðåìåííûõ ìåð) ν íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé

‖ν‖me = max{sup ess
d |ν|1
dµ1

(x), sup ess
d |ν|2
dµ2

(y)},

ãäå |ν| � âàðèàöèÿ çàðÿäà ν, |ν|1 è |ν|2 � ïðîåêöèè ìåðû |ν| íà
X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî, à

d |ν|i
dµi

, i = 1, 2 � ïðîèçâîäíàÿ

Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

(Àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà).



Ïðîñòðàíñòâî VC 1 è òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Ïðîñòðàíñòâî VC 1 åñòü ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé vc-íîðìîé. Ïðîñòðàíñòâî ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé ïëîòíî â VC 1.

Theorem
Ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó VC 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

çàðÿäîâ (=çíàêîïåðåìåííûõ ìåð) ν íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé

‖ν‖me = max{sup ess
d |ν|1
dµ1

(x), sup ess
d |ν|2
dµ2

(y)},

ãäå |ν| � âàðèàöèÿ çàðÿäà ν, |ν|1 è |ν|2 � ïðîåêöèè ìåðû |ν| íà
X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî, à

d |ν|i
dµi

, i = 1, 2 � ïðîèçâîäíàÿ

Ðàäîíà-Íèêîäèìà.

(Àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà).



Òåîðåìà âëîæåíèÿ

Theorem
Ïóñòü Ω1,Ω2 ⊂ Rd � îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

êîíóñà. Ïóñòü pl > d èëè p = 1, l = d . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
W l

p(Ω1 × Ω2) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî

âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé �VC 1.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ åñòü ñêðûòûå
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ìåòðèêà, îòíîñèòëüíî êîòîðîé
ôóíêöèè íåïðåðûâíû íå î÷åâèäíà. Îòñþäà âûòåêàåò îñíîâíîå
ñëåäñòâèå � òåîðåìà î ñëåäàõ. Îãðàíè÷åíèå íà íîñèòåëè
áèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåð.

Corollary

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ ôóíêöèè f ∈W l
p(Ω1 × Ω2) îïðåäåëåí

èíòåãðàë
∫
f (x , y)dν(x , y), ãäå ν � ìåðà íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé ||ν||me (îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíûõ Ð.-Í.ïðîåêöèé

ìåðû).

Î áèñòîõàñòè÷åñêèõ è êâàçèáèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåðû è
ïîëèìîðôèçìàõ.



Òåîðåìà âëîæåíèÿ

Theorem
Ïóñòü Ω1,Ω2 ⊂ Rd � îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

êîíóñà. Ïóñòü pl > d èëè p = 1, l = d . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
W l

p(Ω1 × Ω2) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî

âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé �VC 1.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ åñòü ñêðûòûå
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ìåòðèêà, îòíîñèòëüíî êîòîðîé
ôóíêöèè íåïðåðûâíû íå î÷åâèäíà. Îòñþäà âûòåêàåò îñíîâíîå
ñëåäñòâèå � òåîðåìà î ñëåäàõ. Îãðàíè÷åíèå íà íîñèòåëè
áèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåð.

Corollary

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ ôóíêöèè f ∈W l
p(Ω1 × Ω2) îïðåäåëåí

èíòåãðàë
∫
f (x , y)dν(x , y), ãäå ν � ìåðà íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé ||ν||me (îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíûõ Ð.-Í.ïðîåêöèé

ìåðû).

Î áèñòîõàñòè÷åñêèõ è êâàçèáèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåðû è
ïîëèìîðôèçìàõ.



Òåîðåìà âëîæåíèÿ

Theorem
Ïóñòü Ω1,Ω2 ⊂ Rd � îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

êîíóñà. Ïóñòü pl > d èëè p = 1, l = d . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
W l

p(Ω1 × Ω2) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî

âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé �VC 1.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ åñòü ñêðûòûå
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ìåòðèêà, îòíîñèòëüíî êîòîðîé
ôóíêöèè íåïðåðûâíû íå î÷åâèäíà. Îòñþäà âûòåêàåò îñíîâíîå
ñëåäñòâèå � òåîðåìà î ñëåäàõ. Îãðàíè÷åíèå íà íîñèòåëè
áèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåð.

Corollary

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ ôóíêöèè f ∈W l
p(Ω1 × Ω2) îïðåäåëåí

èíòåãðàë
∫
f (x , y)dν(x , y), ãäå ν � ìåðà íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé ||ν||me (îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíûõ Ð.-Í.ïðîåêöèé

ìåðû).

Î áèñòîõàñòè÷åñêèõ è êâàçèáèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåðû è
ïîëèìîðôèçìàõ.



Òåîðåìà âëîæåíèÿ

Theorem
Ïóñòü Ω1,Ω2 ⊂ Rd � îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

êîíóñà. Ïóñòü pl > d èëè p = 1, l = d . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
W l

p(Ω1 × Ω2) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî

âèðòóàëüíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé �VC 1.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ åñòü ñêðûòûå
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ìåòðèêà, îòíîñèòëüíî êîòîðîé
ôóíêöèè íåïðåðûâíû íå î÷åâèäíà. Îòñþäà âûòåêàåò îñíîâíîå
ñëåäñòâèå � òåîðåìà î ñëåäàõ. Îãðàíè÷åíèå íà íîñèòåëè
áèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåð.

Corollary

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ ôóíêöèè f ∈W l
p(Ω1 × Ω2) îïðåäåëåí

èíòåãðàë
∫
f (x , y)dν(x , y), ãäå ν � ìåðà íà X1 × X2 ñ êîíå÷íîé

íîðìîé ||ν||me (îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíûõ Ð.-Í.ïðîåêöèé

ìåðû).

Î áèñòîõàñòè÷åñêèõ è êâàçèáèñòîõàñòè÷åñêèõ ìåðû è
ïîëèìîðôèçìàõ.



ßäðà ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ

ßäðî ÿäåðíîãî îïåðàòîðà èç L2 è L2 åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ.

Theorem
Ïóñòü (X1, µ1), (X2, µ2) � ñòàíäàðòíûå âåðîÿòíîñòíûå

ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ÿäåð f ÿäåðíûõ

èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Tf èç L2(X1) â L2(X2) ñ íîðìîé
Øàòòåíà-ôîí Íåéìàíà íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â VC 1.

Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñëåäîâ ó ÿäðà
-íàïðèìåð, êîíå÷íîcòü èíòåãðàëà ïî äèàãîíàëè.



ßäðà ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ

ßäðî ÿäåðíîãî îïåðàòîðà èç L2 è L2 åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ.

Theorem
Ïóñòü (X1, µ1), (X2, µ2) � ñòàíäàðòíûå âåðîÿòíîñòíûå

ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ÿäåð f ÿäåðíûõ

èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Tf èç L2(X1) â L2(X2) ñ íîðìîé
Øàòòåíà-ôîí Íåéìàíà íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â VC 1.

Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñëåäîâ ó ÿäðà
-íàïðèìåð, êîíå÷íîcòü èíòåãðàëà ïî äèàãîíàëè.



Îãðàíè÷åíèå ìåòðèê

Ïóñòü (X , µ, ρ) äîïóñòèìàÿ (ìåòðè÷åñêàÿ) òðîéêà è ξ
-èçìåðèìîå ðàçáèåíèå ñî ñëîÿìè íóëåâîé ìåðû. Íàïðèìåð
êâàäðàò [0, 1]2 ñ ëåáåãîâîé ìåðîé è ðàçáèåíèå íà âåðòèêàëüíûé
îòðåçêè. Íî ìåòðèêà ρ � íå ýâêëèäîâà, � à âñåãî ëèøü
èçìåðèìà, êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Q. Ìîæíî ëè
êîððåêòíî îïðåäåëèòü ìåòðèê íà ñëîÿõ (âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêàõ)?

Theorem
Ñóùåñòâóåò êîððåêòíîå îãðàíè÷åíèå äîïóñòèìîé ìåòðèêè íà

ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ëþáîãî èçìåðèìîãî ðàçáèåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ äîïóñòèìàÿ ìåòðèêà âèðòóàëüíî
íåïðåðûâíà è ïîòîìó äîïóñêàåò êîððåêòíîå îãðàíè÷åíèå íà
ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå:
{(x = x1, x2, x3, x4) : x1 = x3}.



Îãðàíè÷åíèå ìåòðèê

Ïóñòü (X , µ, ρ) äîïóñòèìàÿ (ìåòðè÷åñêàÿ) òðîéêà è ξ
-èçìåðèìîå ðàçáèåíèå ñî ñëîÿìè íóëåâîé ìåðû. Íàïðèìåð
êâàäðàò [0, 1]2 ñ ëåáåãîâîé ìåðîé è ðàçáèåíèå íà âåðòèêàëüíûé
îòðåçêè. Íî ìåòðèêà ρ � íå ýâêëèäîâà, � à âñåãî ëèøü
èçìåðèìà, êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Q. Ìîæíî ëè
êîððåêòíî îïðåäåëèòü ìåòðèê íà ñëîÿõ (âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêàõ)?

Theorem
Ñóùåñòâóåò êîððåêòíîå îãðàíè÷åíèå äîïóñòèìîé ìåòðèêè íà
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Ïóñòü ñ÷åòíàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå X ñ
èíâàðèàíòíîé ìåðîé µ. Ðàññìîòðèì äîïóñòèìóþ ìåòðèêó ρ íà
(X , µ) è îïðåäåëèì åå ýâîëþöèþ:
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1

|Gn|
∑
g∈Gn

ρ(gx , gy),
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Ïåðâûé òàêîé èíâàðèàíò � ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ�
îáîáùàåò ýíòðîïèþ Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ.
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Ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

H(X , ρn, ε) ≡ hn(ε)

,
êàê ε-ýíòðîïèþ òðîéêè (X , µ, ρn), ò.å., êàê ìèíèìàëüíûå ÷èñëà
òî÷åê ε-ñåòè ïî âñåì èçìåðèìûì ìíîæåñòâàì, ìåðû > 1− ε
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρn.
Ìàñøòàáèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn,ε} îïðåäåëÿåòñÿ, êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé:

0 < lim inf
(X , ρn, ε)

cn,ε
≤ lim sup

(X , ρn, ε)

cn,ε
<∞

(àñèìïòîòèêà ïî n íå çàâèñèò îò ε)
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Ïðèìåðû

Theorem
1.Ãðóïïà äåéñòâóåò ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì òîãîäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà cn -îãðàíè÷åíà. (V.,Petrov, Zatitsêy; S.Ferenzi)

2.{cn} ∼ |Gn|, n ∈ N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êîëìîãîðîâñêàÿ ýíòðîïèÿ ïîëîæèòåëüíà.(V)

CONJECTURE: àñèìïòîòèêà {cn} íå çàâèñèò îò âûáîðà
íà÷àëüíîé ìåòðèêè. Ïðèìåðû ðîñòà cn ∼ ln|Gn| äëÿ ëîêàëüíî
êîíå÷íûõ ãðóïï. Äëÿ ãðóïï R (è Z) � ýòî ïðåäïîëîæèòåëüíî
ïîòîê îðèöèêëîâ. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íîâûå
èíâàðèàíòû, äëÿ ñëó÷àÿ ôèêñèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé
êîëìîãîðîâñêîé ýíòðîïèè - îíè çàâèñÿò îò áîëåå ñëîæíûõ
ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòëüíîñòè ìåòðèê ρn íà ïðîñòðàíñòâå (X , µ).
(V.St.Petersburg Math.Journ. 2011, N1).
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