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Новизна

Новизна рассматриваемых в диссертационной работы моделей

входящий поток в систему регенерирующий, при этом моменты
регенерации могут не совпадать с моментами поступления
требований;

приборы неидентичные и времена обслуживания поступающих
требований не обязательно имеют показательное распределение;

функционирование системы может зависеть от внешних факторов и
ограничений.

Для таких систем удается определить необходимое и достаточное условие
эргодичности, а также установить предельное поведение процесса, ее
характеризующего, в условиях высокой и сверхвысокой загрузки.
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Многоканальная система с
неидентичными приборами и

регенерирующим входящим потоком
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Входящий поток

Определение

Поток X (t) называется регенерирующим, если существует возрастающая
последовательность случайных величин {θi , i ≥ 0}, θ0 = 0, такая что
последовательность

{κi}∞i=0 = {X (θi−1 + t)− X (θi−1), θi − θi−1, t ∈ [0, θi − θi−1)}∞i=0 (2.1)

состоит из независимых одинаково распределенных случайных элементов.

θi — i-й момент регенерации;

τi = θi − θi−1 — i-й период регенерации;

ξi = X (θi )− X (θi−1) — число требований поступивших в систему за i-й период

регенерации;

λ = a
µ

— интенсивностью входящего потока, где µ = Eτi <∞, a = Eξi <∞.
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Дисциплина обслуживания

Рассматриваемая система состоит из r приборов обслуживания.

Поступившее требование направляется на любой свободный прибор,
когда таковой имеется, иначе оно встает в общую очередь.

Требования обсуживаются в порядке поступления в систему.

Время обслуживания n-го требования на i-м приборе ηin имеет
функцию распределения Bi (x) c конечным математическим
ожиданием β−1

i , (i = 1, . . . , r), β =
∑r

i=1 βi .

Времена обслуживания требований - независимые случайные
величины, не зависящие от входящего потока.
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Процесс, связанный с системой

Введем
−→
W (t) = (W1(t), . . . ,Wr (t)) — r -мерный случайный процесс с

неотрицательными координатами, описывающий эволюцию системы.

Пусть процесс
−→
W (t) определяется с помощью некоторого

функционала через начальное значение
−→
W (0), входящий поток X (s)

до момента t включительно и членами последовательности векторов
{~ηk = (η1k , . . . , η

r
k)}∞k=1, т.е.

−→
W (t) = Φ(

−→
W (0), t, {X (s), s ≤ t},−→η 1, . . .

−→η X (t)), (2.2)

где Φ(·) — некоторая функция в соответствующем пространстве со
значениями в Rr

+. В качестве координат такого процесса можно
рассматривать, виртуальное время ожидания на каждом приборе
многоканальной системы.
Для процесса

−→
W (t) введем вложенную цепь Маркова
−→
W n =

−→
W (θn − 0) = (Wn1, . . . ,Wnr ) (2.3)

и суммы координат w(t) =
∑r

j=1 Wj(t), wn =
∑r

j=1 Wnj .
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Определение эргодичности процесса

Определение

Будем говорить, что точка −→y ∈ Rr
+ достижима из нуля процессом

−→
Y (t),

если для произвольного ε > 0 существуют ε-окрестность,
∆ε(−→y ) = {−→x : ||−→x −−→y || < ε} и tε такие, что
P{
−→
Y (tε) ∈ ∆ε(−→y )|

−→
Y (0) = 0} > 0. Обозначим B0(

−→
Y (·)) множество точек,

достижимых из нуля процессом
−→
Y (t).

Определение

Процесс {
−→
Y (t), t ≥ 0} назовем эргодическим, если для любого

начального состояния
−→
Y (0) = −→y ∈ B0(

−→
Y (·)) существует предел

lim
t→∞

P{
−→
Y (t) ≤ −→x } = F (−→x ),

являющийся функцией распределения, и F (−→x ) не зависит от −→y .
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Определение стохастической ограниченности процесса

Определение

Случайный процесс {
−→
Y (t), t ≥ 0} со значениями в Rr

+ стохастически
ограничен, если для любого ε > 0 существуют −→y = (y1, . . . , yr ) <∞ и t0,
такие что для всех t > t0 выполнено P{

−→
Y (t) < −→y } > 1− ε.

Определение

Случайный процесс
−→
Y (t) сильно стохастически неограничен, если для

любого ε > 0 и −→y = (y1, . . . , yr ) <∞ существует t0 <∞ такое, что при
t > t0 выполнено P{

−→
Y (t) ≥ −→y } > 1− ε.
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Дополнительные условия

Будем предполагать выполнение следующих условий

Условия

1 P{wn+1 = 0|wn = 0} > 0.

2 Для любого −→x <∞, −→x ∈ Rr найдутся целое m(−→x ) и δ(−→x ) > 0,
такие что при всех −→y ∈ B0

(−→
W n

)
и −→y ≤ −→x выполняется равенство

P{wn+m(−→x ) = 0|
−→
W n = −→y } > δ(−→x ).

3 Для произвольных ε > 0 и −→x ∈ Rr
+ существуют δ > 0 и целое n0,

такие что
∣∣∣P{−→W n ≤ −→x |

−→
W 0 = −→y ∗} − P{

−→
W n ≤ −→x |

−→
W 0 = −→y }

∣∣∣ < ε, если

n > n0, ‖−→y ∗ −−→y ‖ < δ и −→y ∗,−→y ∈ B0

(−→
W n

)
.

4 Распределение τn содержит абсолютно непрерывную компоненту.

5 Последовательность случайных величин un = max1≤i,j≤r |Wni −Wnj |,
стохастически ограничена при n→∞.
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Эргодичность и стохастическая ограниченность

Теорема (1)

Пусть выполнены условия 1 и 2.

1 Если для некоторого начального состояния −→y 0 ∈ B0(
−→
W n) процесс

−→
W n стохастически ограничен, то при условии 3 он эргодичен.

2 Если процесс wn стохастически неограничен при любом начальном
состоянии

−→
W 0 = −→y ∈ B0(

−→
W n), то он сильно стохастически

неограничен.

3 Если выполнено условие 5, это верно и для процесса
−→
W n.

4 Данные утверждения имеют место для процесса
−→
W (t) при условии 4.
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Эргодичность многоканальной системы обслуживания

Пусть
−→
W (t) = (W1(t), . . . ,Wr (t)), где Wi (t) — время от момента t до момента,

когда i-й прибор освободится от обслуживания требований, пришедших раньше
t. Пусть

−→
W n = (Wn1, . . . ,Wnr ) =

−→
W (θn − 0).

Теорема (2)

1 Если для некоторого i = 1, r выполнено
P{ξ2 = 0}+ P{ξ2 = 1, τ2 − t1 > ηi1} > 0 и

ρ =
λ∑r
i=1 βi

< 1, (2.4)

то процесс
−→
W n эргодичен. Если, кроме того, распределение τn содержит

абсолютно непрерывную компоненту, то процесс
−→
W (t) эргодичен.

2 При ρ > 1, а также при ρ = 1 и дополнительных условиях Eτ2+δ1 <∞,
Eξ2+δ1 <∞, E(ηi1)

2 <∞, i = 1, r выполненных для некоторого δ > 0, все
эти процессы сильно стохастически неограничены.
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Предельные теоремы при сверхвысокой загрузке
Пусть Q(t) — число требований в системе в момент t. Введем процесс

Q̂n(t) =
Q(nt)− (λ−

∑r
i=1 βi )nt

σ
√
n

, где (2.5)

σ2 = σ2
X + σ2

S > 0, σ2
S =

r∑
i

σ2
S i , σ

2
X =

σ2
ξ

µ
+

a2σ2
τ

µ3
−

2arξτ

µ2
, σ2

S i = β3
i σ

2
i ,

σ2
i =

∫ ∞
0

(x − β−1
i )2dBi (x), σ

2
ξ = Dξ2, σ

2
τ = Dτ2, rξτ = cov(ξ2, τ2).

Теорема (3)

Пусть число требований в начальный момент Q(0) конечно почти наверно и для
некоторого δ > 0 выполнены условия Eτ2+δ1 <∞, Eξ2+δ1 <∞, E(ηi1)

2 <∞,
i = 1, r . Тогда при n→∞ справедливы утверждения.

1 Если ρ > 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к стандартному винеровскому
процессу на любом конечном интервале [0, v ];

2 если ρ = 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к модулю стандартного
винеровского процесса на любом конечном интервале [0, v ];
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Предельная теорема при высокой загрузке
Задается последовательность систем Sn, таких что загрузка ρn = 1− 1√

n

входящий поток в систему Sn

Xn(t) = X

(
ρ−1

(
1−

1
√
n

)
t

)
; (2.6)

последовательности времен обслуживания {ηik}
∞
k=1, i = 1, r одинаковы для

всех систем Sn;
Пусть Qn(t) — число требований в системе Sn. Введем процесс

Q̃n(t) =
Qn(nt)√

n
, (2.7)

Теорема (4)

Пусть limn→∞
Qn(0)

n
= 0 п.н. и для некоторого δ > 0 выполнены условия

Eτ2+δ1 <∞, Eξ2+δ1 <∞, E(ηi1)
2 <∞, i = 1, r . Тогда при n→∞ процесс Q̃n(t)

слабо сходится на конечном интервале [0, v ] к диффузионному процессу с

отражением в нуле и параметрами (−β, σ̃2). Здесь σ̃2 = σ2
S +

σ2
X
ρ

.
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Многоканальная система с
неидентичными приборами и

регенерирующим входящим потоком,
функционирующая в случайной среде
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Описание модели

Рассматривается многоканальная система с неидентичными приборами и
регенерирующим входящим потоком, функционирующая в случайной среде.
Случайная среда воздействует на систему целиком и

{s1n}∞n=1 — последовательные моменты времени, когда система выводится
из строя случайной средой;

{s2n}∞n=1 — последовательность моментов восстановления системы;

u1n = s1n − s2n−1 — интервалы функционирования системы в обычном
режиме, распределеные по показательному закону со средним a1

u2n = s2n − s1n , — интервалы восстановления системы, имеющие
произвольное распределение с конечным средним a2.

после восстановления, система продолжает обслуживание всех требований,
обслуживание которых было прервано поломкой системы, на тех же
приборах.
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Эргодическая теорема

Пусть Q(t) — число требований в системе.

Теорема (5)

1 Если для некоторого i = 1, r выполнено
P{ξ2 = 0}+ P{ξ2 = 1, τ2 − t1 > ηi1} > 0 и распределение τ1 содержит
абсолютно непрерывную компоненту и

ρ̃ =
λ̃∑r
i=1 βi

< 1, (3.1)

где λ̃ = λ a1+a2
a1

, то процесс Q(t) эргодичен.

2 При ρ̃ > 1, а также при ρ̃ = 1 и условиях Eτ2+δ1 <∞, Eξ2+δ1 <∞,
E(ηi1)

2 <∞, i = 1, r , выполненных для некоторого δ > 0, этот процесс
неэргодичен.
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Описание модели

Рассматривается многоканальная система с неидентичными приборами,
регенерирующим входящим потоком, и возможностью неприсоединения
входящих требований к очереди. Вероятности неприсоединения описываются
следующим образом

Задана невозрастающая последовательность {fj}∞j=0, fj ∈ [0, 1].

Требование, заставшее в системе j требований, независимо от других с
вероятностью fj присоединяется к системе до завершения обслуживания и
с вероятностью 1− fj навсегда покидает ее.

Предложенная модель включает в себя следующие системы

если fj = 1 при j ≤ m для некоторого m ≥ r и fj = 0 при j > m, то
получаем систему с m − r местами для ожидания в очереди;

если при m = r , то получаем систему с отказами;

если при fj = 1 для всех j , то получаем классическую модель без
ограничений.
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Эргодическая теорема

Пусть Q(t) — число требований в системе и Qn = Q(θn).

Теорема (6)

1 Пусть последовательность fj и ее предел f ≥ 0 таковы, что∑∞
j=0(fj − f ) <∞ и P{ξ2 = 0}+ P{ξ2 = 1, τ2 − t1 > ηi1} > 0. Если

ρ = f λ

(
r∑

i=1

βi

)−1

< 1, (4.1)

то процесс Qn эргодичен. Если, кроме того, распределение τ1 содержит
абсолютно непрерывную компоненту, то процесс Q(t) эргодичен.

2 При ρ > 1, а также при ρ = 1 и дополнительных условиях Eτ2+δ1 <∞,
Eξ2+δ1 <∞, E(ηi1)

2 <∞, i = 1, r , выполненных для некоторого δ > 0, эти
процессы сильно стохастически неограничены.
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Предельная теорема при сверхвысокой загрузке
Рассмотрим нормированный процесс

Q̂n(t) =
Q(nt)−

(
λf −

∑r
i=1 βi

)
nt

σ̂
√
n

, где (4.2)

σ̂2 = σ2
X + σ2

β , σ
2
X =

f (1− f )a+ f 2σ2
ξ

τ
+

(fa)2σ2
τ

τ3
−

2af 2cov(ξ1, τ1)

τ2
,

σ2
β =

r∑
i=1

σ2
i β

3
i , σ

2
τ = D(τ1), σ

2
ξ = D(ξ1), σ

2
i = D(ηi1), i = 1, r .

Теорема (7)

Пусть Q(0) конечно п. н., для некоторого δ > 0 выполнены условия Eτ2+δ1 <∞,
Eξ2+δ1 <∞, E(ηi1)

2 <∞, i = 1, r и
∑∞

j=0(fj − f ) <∞. Тогда

1 Если ρ > 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к стандартному винеровскому
процессу на любом конечном интервале [0, v ] при n→∞;

2 если ρ = 1, то процесс Q̂n(t) слабо сходится к модулю стандартного
винеровского процесса на любом конечном интервале [0, v ] при n→∞;
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Предельная теорема при высокой загрузке
Задается последовательность систем Sn, таких что загрузка ρn = 1− 1√

n

входящий поток в систему Sn

Xn(t) = X

(
ρ−1

(
1−

1
√
n

)
t

)
; (4.3)

последовательности времен обслуживания {ηik}
∞
k=1, i = 1, r и вероятностей

присоединения {fj}∞j=1 одинаковы для всех систем Sn;
Пусть Qn(t) — число требований в системе Sn. Введем процесс

Q̃n(t) =
Qn(nt)√

n
, (4.4)

Теорема (8)

Пусть limn→∞
Qn(0)

n
= 0 п.н., для некоторого δ > 0 выполнены условия

Eτ2+δ1 <∞, Eξ2+δ1 <∞, E(ηi1)
2 <∞, i = 1, r и

∑∞
j=0(fj − f ) <∞. Тогда при

n→∞ процесс Q̃n(t) слабо сходится на любом конечном интервале [0, v ] к
диффузионному процессу с отражением в нуле и параметрами (−β, σ̃2). Здесь

σ̃2 = σ2
S +

σ2
X
ρ

.
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