
Ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç äëÿ ñèñòåì èç âîñïðîèçîäÿùèõ ÿäåð â
ïðîñòðàíñòâàõ äå Áðàíæà.

Ïóñòü {xn} ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà â ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, a {yn} � åå áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà. Äëÿ
ýëåìåíòà x èç H ðàññìîòðèì åãî îáîáùåííûé (ôîðìàëüíûé) ðÿä Ôóðüå∑

n(x, yn)xn îòíîñèòåëüíî ýòîé áèîðòîãîíàëüíîé ïàðû. Âîññòàíîâëåíèå
ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ïî åãî ðÿäó Ôóðüå (íàïðèìåð. ñ ïîìîùüþ
ëèíåéíîãî ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ) - îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ àíàëèçà.

Åñòü êàê ìèíèìóì äâå ïðè÷èíû, ïðåïÿòñòâóþùèå ñóùåñòâîâàíèþ
ëèíåéíîãî ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîãî ðÿäà.

1. Áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà yn ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïîëíîé (â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé âåêòîð ñ òðèâèàëüíûì ðÿäîì Ôóðüå).

2. Ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ N = N1∪N2 òàêîå, ÷òî
ñìåøàííàÿ ñèñòåìà {xn}n∈N1 ∪ {yn}n∈N2 íåïîëíà.

Åñëè ýòèõ äâóõ ïðåïÿòñòâèé íåò, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ñèñòåìà xn

íàñëåäñòâåííà ïîëíà (èëè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèíòåçèðóåìîñòè).
Â àáñòðàêòíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòè ñâîéñòâà ïîäðîáíî

èçó÷àëèñü â 60�70-õ ãîäàõ â ðàáîòàõ À.Ñ. Ìàðêóñà è Í.Ê. Íèêîëüñêîãî.
Èçó÷åíèå ýòèõ ñâîéñòâ â êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ ãàðìîíèê) íà÷àëîñü â 80-õ ãîäàõ. Òàê, Ð.
Þíã ïîêàçàë äëÿ ëþáîé ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû ýêñïîíåíò
íà îòðåçêå (èëè âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð â ïðîñòðàíñòâå Ïýëè�Âèíåðà)
áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà òîæå ïîëíà.

Ñâîéñòâà 1�2 äëÿ ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà (è âîñïðîèçâîäÿùèõ
ÿäåð) èçó÷àëèñü â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ äîêëàä÷èêîâ. Â ÷àñòíîñòè
â 2011 ã. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèñòåìû âîñïðîèçâîäÿùèõ
ÿäåð ñ íåïîëíîé áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé (è äàæå áåñêîíå÷íîé
êîðàçìåðíîñòè). Â êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè ñèñòåì ýêñïîíåíò íà îòðåçêå
äîêëàä÷èêàìè (ñîâìåñòíî ñ À. Áîðè÷åâûì) áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóþò ñèñòåìû áåç ñèíòåçà, íî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
ñìåøàííîé ñèñòåìå âñåãäà íå áîëåå, ÷åì îäíîìåðíî (Advances in Mathe-
matics, 2013).

Äîêëàä ïîñâÿùåí íåäàâíî ïîëó÷åííîìó ïîëíîìó ðåøåíèþ ïðîáëåìû
ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà. À èìåííî, â
ïðîñòðàíñòâå äå Áðàíæà ëþáàÿ ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà
âîïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð ñ ïîëíîé áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé íàñëåäñòâåííî
ïîëíà òîëüêî äëÿ äâóõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà:

1. Ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà ñ êîíå÷íîé ìåðîé Êëàðêà.
2. Ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ïðîñòðàíñòâîì ôîêîâñêîãî

òèïà.
Äëÿ ñëó÷àÿ 2 óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ

â òåðìèíàõ ìåðû Êëàðêà. Òàêæå, óäàëîñü îïèñàòü ðàçìåð äåôåêòà
ñìåøàííîé ñèñòåìû (â ÷àñòíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå îí áûâàåò
áåñêîíå÷íîìåðíûì). Â çàêëþ÷åíèå ìû îáñóäèì ïðèëîæåíèÿ ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè îïåðàòîðîâ.
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