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Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû



Ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè (P.F. Verhulst, R. May)

xn+1 = r · xn(1− xn),

ãäå xn = ðàçìåð ïîïóëÿöèè â

ìîìåíò âðåìåíè n (÷åðåç n
ëåò).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ èòåðàöèè ôóíêöèè

f (x) = rx(1− x).



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (x)



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (x))



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (f (x)))



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (f (f (x))))



Òåîðèÿ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f (f (f (f (f (x)))))



Òåîðèÿ èòåðàöèé: âîïðîñû

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f , è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ,
f (x), f (f (x)), f (f (f (x))), f (f (f (f (x)))), è ò.ä.

• ×òî äåëàåò ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò x?

• Êàê åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò f ?
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Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Òåîðèÿ èòåðàöèé: ïðàêòèêà



Ìíîãî÷ëåíû

Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé êîìëïåêñíîé

ïåðåìåííîé

f (z) = a0 + a1z + · · ·+ adz
d

êàê òîïîëîãè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà C.

Âñÿêèé êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí àôôèííî ñîïðÿæåí ìíîãî÷ëåíó

pc(z) = z2 + c .



Ñîïðÿæåíèå ìåæäó f è g

C f−−−−→ C

φ

y yφ

C g−−−−→ C

.

Åñëè φ � ãîìåîìîðôèçì, òî ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå.



Áàññåéí áåñêîíå÷íîñòè è ìíîæåñòâî Æþëèà

De�nition
Áàññåéí (ïðèòÿæåíèÿ) áåñêîíå÷íîñòè

Ωc = {z ∈ C | p◦nc (z)→∞ (n→∞)}

De�nition
Ìíîæåñòâî Æþëèà Jc = ∂Ωc � èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, íà

êîòîðîì äèíàìèêà ìíîãî÷ëåíà pc õàîòè÷íà (íåóñòîé÷èâà).



f (z) = z2



f (z) = z2 − 0.2



f (z) = z2 − 0.4



f (z) = z2 − 0.5



f (z) = z2 − 0.73



Ïàðàáîëè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ: f (z) = z2 − 0.75



Áàçèëèêà: f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



f (z) = z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Êðîëèê: f (z) = z2 − 0.12..+ 0.74..i



Ëàìèíàöèÿ äëÿ êðîëèêà



Ñàìîëåò: f (z) = z2 − 1.75..



Äåíäðèò: f (z) = z2 + i



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ 1: z2 + c



Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà

Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà � ýòî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

c , òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0, c , c2 + c , (c2 + c)2 + c , . . .

îãðàíè÷åííà. Åñëè c 6∈ M, òî ìíîæåñòâî òî÷åê, íå óáåãàþùèõ

íà áåñêîíå÷íîñòü ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé ìíîãî÷ëåíà z2 + c ,
ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâó ìíîæåñòâó. Åñëè c ∈ M, òî ýòî

ìíîæåñòâî ñâÿçíî.



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ: z2 + c



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ: z2 + c



Ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Ìíîãî÷ëåí f � ãèïåðáîëè÷åñêèé, åñëè îí ðàñòÿãèâàåò íà

ìíîæåñòâå Æþëèà, òî åñòü

|f ◦n′(z)| ≥ Cqn, C > 0, q > 1

äëÿ âñåõ z ∈ J. Äèíàìèêà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
óñòîé÷èâà.



Ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû



Ãëàâíàÿ êàðäèîèäà

Ãëàâíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà PHD2 � ýòî ìíîæåñòâî

òàêèõ c , ÷òî pc(z) = z2 + c ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì

ìíîãî÷ëåíîì, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî Æþëèà ãîìåîìîðôíî

îêðóæíîñòè. Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì,

PHD2 = {c ∈M2 | ∃ α s.t. pc(α) = α, |p′c(α)| < 1}

Ìíîæåñòâî PHD2 îãðàíè÷åíî ãëàâíîé êàðäèîèäîé.



Õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâà PHD2

Theorem
c ∈ PHD2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pc èìååò

íåîòòàëêèâàþùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Theorem
c 6∈ PHD2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pc èìååò ðàçäåëÿþùóþ

îòòàëêèâàþùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.


