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X = {x1, . . . , x�} @ � 	��	 � *	 7��!(  #A��! (B
A @ ��*���!( ��3 �
!* ( �����
C
��0

B

a = argmin
a∈A

Err(a,X ) @ *
	
*
5�0
" D*+
�
���� 3 �
���B


�
B ( # ���  #;�* ��,���B

a = µ(X ) @ ����� ������	
 µ 	��!��
(��! ��3 �
!* a + 
(.# ��� X �

���������� ����	�
	�� �
����������

� -��  3��	
�
!�  9
#�, Err(a, X̄ )B 3
�
X̄ = {x ′1, . . . , x ′k}@ 	�5�(
�
*�" � 	!� ��	�" (.# ���E

� -�� �!� 
!� *�! 
.  #,��	
" � (.� � �  # #;�:;��
�+ � #	 �!�:E <!��� � 	
5� �  9
#� � Err(a, X̄ )?�

 ��� !��
����� "�#��$ %&%'&()*+,-.&/0123. �����	�
����
������ ������ 
 �������� ������
�����



��������
�����	�
����
������ ������

���������� ������	��� �� ����
 �����


�������� ������
�����
�������	����� ������
�������	����� ����
� � ��	��� �� ������

������ 
�����	������ �������� ��
��� �������������

=�
��� +��
���5�	
"  !
��F		 3 ��5,��!�!� /
�,�3
���� 3 
����	
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Частота ошибок на обучении, %
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	0
+ ��(	 *��	 � �/ 

* �!
G

PX̄

(
sup
a∈A

∣∣P(a)− Err(a,X )
∣∣ ≥ ε

)
≤ GenBound(�, k ,A, ε)

3
� P(a) = EX̄Err(a, X̄ ) H'�+	
�B I��( 	�	�
�B %JK%L�

��
����� 
��������

1��
�  0�	�
 * 3,! #.!� 5�(.9�	. ( ∼ 105..109 ��5 H%L�

������ � ������
 
��������

� 
5*�	
!� + �!�	 (�, 5�
��
 <��(�" ���!�?M
� � *#
	�! �	.� + 
/ 
 � (.( 
,  0�	 � <+��(�" ���!�?�
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� �� ��
���������� ����������� ��� ��� ��������� ��
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X = {x1, . . . , xL} @ � 	��	 � 3�	�����	 � *	 7��!(  #A��! (
A = {a1, . . . , aD} @ � 	��	 � *	 7��!( ��3 �
!* (

I (a, x) = [��3 �
!* a  9
#��!�" 	� x ] @ 
	

��! �  9
#�


���
	�� ��	��� ��5*��� L×DB (�� �! �#0. ��5�
�	.G
a1 a2 a3 a4 a5 a6 · · · aD

x1 � � " � " � · · · � X  *+,-./+01+2
. . . " " " � � � · · · � 3,45+.6+2 78,39:+
x� " " � � " " · · · " 9+;109+ �

x�+1 " " " � � � · · · " X̄  <:98=+2
. . . " " " � " " · · · � :3*=93->*+2 78,39:+
xL " � � � � � · · · " 9+;109+ k = L− �

a �→ (
I (a, x1), . . . , I (a, xL)

)
@ �����
 ��	��� ��3 �
!*� a

ν(a,X ) = 1
|X |
∑
x∈X

I (a, x) @ ������� ��	��� 	� (.# ��� X ⊂ X
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������� "������ �!���� ������#� ����������������

% (��! � @ $  9
# �

�
� �%�&��

x1 '
x2 '
x3 '
x4 '
x5 '
x6 '
x7 '
x8 '
x9 '
x10 '

 ��� !��
����� "�#��$ %&%'&()*+,-.&/0123. �����	�
����
������ ������ 
 �������� ������
�����



��������
�����	�
����
������ ������

���������� ������	��� �� ����
 �����


�������� ������
�����
�������	����� ������
�������	����� ����
� � ��	��� �� ������

������� "������ �!���� ������#� ����������������

% (��! � @ $  9
# �
N (��! � ( @ %  9
#��

�
� �%�&�� " �%�&��

x1 ' " ' ' ' '
x2 ' ' " ' ' '
x3 ' ' ' " ' '
x4 ' ' ' ' " '
x5 ' ' ' ' ' "
x6 ' ' ' ' ' '
x7 ' ' ' ' ' '
x8 ' ' ' ' ' '
x9 ' ' ' ' ' '
x10 ' ' ' ' ' '
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% (��! � @ $  9
# �
N (��! � ( @ %  9
#��
O (��! � ( @ �  9
#�


�
� �%�&�� " �%�&�� # �%�&��

x1 ' " ' ' ' ' " ' ' ' ' " " ' ( ( (
x2 ' ' " ' ' ' " " ' ' ' ' ' ' ( ( (
x3 ' ' ' " ' ' ' " " ' ' ' ' " ( ( (
x4 ' ' ' ' " ' ' ' " " ' ' ' ' ( ( (
x5 ' ' ' ' ' " ' ' ' " " " ' ' ( ( (
x6 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " ' " ' ( ( (
x7 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " ( ( (
x8 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ( ( (
x9 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ( ( (
x10 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ( ( (
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$���������� ����!�� 	��������

µ : X �→ a @ ����� ������	


ν
(
µX ,X

)
@ ������� ��	��� �� ������		

ν
(
µX , X̄

)
@ ������� ��	��� �� ����
���

δ(µ,X ) ≡ ν
(
µX , X̄

)− ν
(
µX ,X

)
@ ��
�������	� µ 	� X 
 X̄

���
 *� <P ��� ���#.� (��
�	! ����Q� 3
+ !�5.?

X �	��	
������ 
���	��	
 X = X � X̄ � 
������
�
����

X � ����������
 ��������
 ����
�� 
����
� ��
X̄ � ��
���
 ����
�����
 ����
�� 
����
� k � L = �+ k

�
���������� ��
�
������ ��
�������	


Qε(µ,X) = P
[
δ(µ,X ) ≥ ε

]
=

1

C �
L

∑
X⊂X

[
δ(µ,X ) ≥ ε

]
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µ : X �→ a @ ����� ������	


ν
(
µX ,X

)
@ ������� ��	��� �� ������		

ν
(
µX , X̄

)
@ ������� ��	��� �� ����
���

δ(µ,X ) ≡ ν
(
µX , X̄

)− ν
(
µX ,X

)
@ ��
�������	� µ 	� X 
 X̄

���
 *� <P ��� ���#.� (��
�	! ����Q� 3
+ !�5.?

X �	��	
������ 
���	��	
 X = X � X̄ � 
������
�
����

X � ����������
 ��������
 ����
�� 
����
� ��
X̄ � ��
���
 ����
�����
 ����
�� 
����
� k � L = �+ k

�
���������� �
����� ��
�������	�  !"#$

EOF (µ,X) = Eδ(µ,X ) =
1

C �
L

∑
X⊂X

δ(µ,X )
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� � ��	��� �� ������

*������#� ������������ ������

1� ��*� <80�	�� 
�"  
	 3 ��3 �
!*�?

%�
 A = {a}� ����&� X 	 ����&� ε ∈ (0, 1)

Qε(a,X) = H
�,n(a)
L (sa(ε)) , sa(ε) =

�
L

(
n(a)− εk

)
,

H�,m
L (z) =

�z�∑
s=0

Cs
mC

�−s
L−m

C �
L

� &	��
&�����
	������ 
���
������	�'

1� ��*� <'�+	
� 
 I��( 	�	�
�B %JK%?

%�
 ����( X� µ� A 	 ε ∈ (0, 1)

Qε(µ,X) 

∑
a∈A

H
�,n(a)
L (sa(ε)) ≤ |A| ·max

m
H�,m
L

(
�
L

(
m − εk

))
.
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"���
# �#��
� �����������#� ������

� >�! 
 +� 
5( 
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/ 
 5�+��;�:;
/  #A��! (
���������� ����	
� � ���
�

� P� �	�"  0�	��

��� ����������

4 4��,���	!	 � (.�
���	
� (�� "!	 �!
 +��� #,��	
" + 
5�
�		 � *�!�
0�  9
# �

�������	��
�� ���������� ��� ��
�����������

������������� �����

5 6
+ !�5� t2�� �( 
 *�! 
 β2*	 3 ���	 (

��	��� ����
� ��� ������������ ����	�
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8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

���
�����������#� ����
 ��	�����

µ : {X} → A@
�!��*
	
� (�		.� *�! 
  #,��	
"
µX ∈ A(X ) ≡ Argmin

a∈A
n(a,X )@
�!��*
	
� (�		.� >R4G


���������	��
�� �� ! µX ∈ Argmax
a∈A(X )

n(a,X)"

#��������	��
�� �� ! µX ∈ Argmin
a∈A

n(a,X)$

4�	
 *
5
� (�		.� *�! 
  #,��	
"

µ : 2A × [X]� → {f : A → {0, 1} },
3
� f : A → {0, 1}@ 	 �*
� (�	. 
 5�
�:! ���+��
���	
�
(�� "!	 �!
 	� AM *	 7��!( A ≡ {0, 1}L @ #,��( �,#�

4�	
 *
5
� (�		�" *
	
*
5�0
" D*+
�
���� 3 �
���G

µ(A,X )(a) ≡ [a ∈ A(X )]

|A(X )| ;
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8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

*���� �
��
������ ����������� 
�����	�����

'�� "!	 �!� +��� #,��	
" 
�!��*
	
� (�		 3 *�! 
�G

Qε(A,X) = � [δ(µX ,X ) ≥ ε] = �
∑
a∈A

[µX = a][δ(a,X ) ≥ ε].

'�� "!	 �!� +��� #,��	
" 
�" ��	
 *
5
� (�		 3 
*�! 
�  #,��	
"G

Qε(A,X) = �
∑
a∈A

µ(A,X , a)[δ(a,X ) ≥ ε],

3
�

� ≡ 1

C �
L

∑
X∈[X]�

, µ(A,X , a) ≡ µ(A,X )(a).
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8�
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� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

+�������� ��������� �",� � �",�

 ��$ ! L = 100� � = 60� D = 40� m = 20$
 ��� !��
����� "�#��$ %&%'&()*+,-.&/0123. �����	�
����
������ ������ 
 �������� ������
�����



��������
�����	�
����
������ ������

���������� ������	��� �� ����
 �����


�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

������������ ��-�����

SL @ 3�,++� +����!�	 ( �  #A��! ( (.# ��
 X = (x1, . . . , xL)�


���!(
� +����!�	 (�
 π ∈ SL 	� + 
*	 7��!(  #A��! (G

πX ≡ {πx : x ∈ X
}
;


���!(
� +����!�	 (�
 π ∈ SL 	� ��3 �
!*G

πa ≡ (I (a, π−1xi)
)
L
i=1;


���!(
� +����!�	 (�
 π ∈ SL 	� *	 7��!( ��3 �
!* (G

πA ≡ {πa : a ∈ A
}
.
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� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

.�	

� ��������� ��������� ����������

6�	�����	�" (.# ��� X =
(
xi
)
L
i=1

��3 �
!* @ #
	��	.� (��! � a ≡ (a(xi))Li=1 
�
	. L

>	 7��!( A = {0, 1}L @ (�� ��3 �
!*. 
�
	. S

�	�� 3
"G

1 ��� 	� +� �� �!
 ��3 �
!*
)� �� �!� R

2 >	 7��!( (��/ ��3 �
!* ( A

)� ���" C
3,�� F ⊂ R
2 >	 7��!( ��3 �
!* ( A ⊂ A

6�,++� 
(
7�	
� +� �� �!
 6�,++� +����!�	 ( � SL

8+��
���	
� <6�,++� �
**�!�
�?

)
����* �	����
	* Sym(A) ���+����� ��&�
	���� A ⊂ A

������� �&� ����	���
��� ���&
����  ����	�	����
$,

Sym(A) = {π ∈ SL : π(A) = A}.
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8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

/
��������0 ����� Sym(A)���

��� 
�" #,��(� �,#�G
A = {0, 1}L;

��� 
�" 9��� ��3 �
!* (G

Br (a0) = {a ∈ A : ρ(a, a0) ≤ r},
3
� ρ(a, a0) =

∑L
i=1[I (a, xi ) �= I (a0, xi )]@ ����! "	
� TD**
	3�M

��� 
�" 0
��� ��3 �
!* (G

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a1 a2 a3 a4 a5

x1 1 1 1 0 0
x2 0 1 1 1 0
x3 0 0 1 1 1
x4 1 0 0 1 1
x5 1 1 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

1����# ����������

8�#
! � D��*�	!� m *	 7��!(� MB 	� � ! � * 
���!(,�!
3�,++� G B 	�5.(��!�" + 
*	 7��!( Gm = {gm : g ∈ G}�
U(�  �#
!. �
# 	� +�������:!�"B �
# � (+�
�:!�

4�5#
�	
� 	�  �#
!.G M = Gm1 � Gm2 � · · · � Gmk �

6�,++� Sym(A) ��*������ 	� *	 7��!(� ��3 �
!* ( A�

8# 5	��
* Ω(A)@*	 7��!(� (��/  �#
!B ω ∈ Ω(A)@
 �#
!.�

V�**�

-�&�
	��� ����* �
�	�� 	���� 
����� �	��� ��	��� ��

�����* ����
��'
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

����#� ����
 ���������� �
��� �����#

'�� "!	 �!� +��� #,��	
" @ �,**� (���
 ( ��3 �
!* (G

Qµ(ε,A) =
∑
a∈A

Qµ(ε, a,A), 3
�

Qµ(ε, a,A) = �µ(A,X , a)[δ(a,X ) ≥ ε];

��3 �
!*.  
	 �  �#
!. 
�:! ��(	.� (���
G

Qµ(ε, a,A) = Qµ(ε, πa,A), 3
� π ∈ Sym(A)

8# 5	��
* Ω(A)@*	 7��!(  �#
! Sym(A) 	� AM

'�� "!	 �!� +��� #,��	
" � ,��! * �
**�!�
�G

Qµ(ε,A) =
∑

ω∈Ω(A)

|ω|�µ(A,X , a) [δ(aω,X ) ≥ ε] . <%?
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

����#� ����
 ��������� �
��� �����# 23� ���������4

'���
 ��5#
�	
" X ∈ [X]� ( (�� "!	 �!� +��� #,��	
"
4>R4G

φ(A,X , ε) =
1

|A(X )|
∑

a∈A(X )

[δ(a,X ) ≥ ε];

Qµ(ε,A) =
1

C �
L

∑
X∈[X]�

φ(A,X , ε);

4�5#
�	
"  
	 �  �#
!. 
�:! ��(	.� (���
G

φ(A,X , ε) = φ(A, πX , ε), 3
� π ∈ Sym(A);

8# 5	��
* Ω(X)@*	 7��!(  �#
! Sym(A) 	� [X]�M
'�� "!	 �!� +��� #,��	
" � ,��! * �
**�!�
�G

Qµ(ε,A) =
1

C �
L

∑
τ∈Ω(X)

|τ |φ(A,Xτ , ε).
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

5��������#� ���� �6�������� !���

.���
������ ����� ��
� ��

,�� r 	�5.(�:! *	 7��!( 
��3 �
!* (B 5�
�		 � ���
,:;
* ,�� (
�*G

Bm
r (a0) = {a ∈ A : n(a,X) = n(a0,X) 
 ρ(a, a0) ≤ r},

3
� a0 @C
��
� (�		.� ��3 �
!*�

1� ��*� <�� 1 ��!
/
	?

��
�
������ ��
�������	
 /�01 ��
 ����
�����&� ���
 ��
�

��&�
	���� �����
 ��
����*

Qε(B
m
r (a0)) = H�,m

L

(
sd(ε) +

⌊
r/2
⌋) · [m ≥ εk], <�?

&�� sd (ε) =
�
L(m − εk)� H�,m

L (s)� �����	


&	��
&�����
	�����&� 
���
������	
'
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

���� ��������� �	���� �	��

),�!�  #A��!. 
5 X ��5
���	. 	� !�
 *	 7��!(�G

	�
�7	 �����
C
0
�,�*.�  #A��!. X0B

 9
# �	 �����
C
0
�,�*.�  #A��!. X1B

+ 3��	
�	.�  #A��!. Xr �

X0︷ ︸︸ ︷
︸︷︷︸
Xr

X1︷ ︸︸ ︷

����� 	���
���� ������ ���� #,
�* 	�5.(�!� *	 7��!( 
��3 �
!* ( B B !�� � �! 

	
  

	 ��3 �
!* 
5 B 	�  9
#��!�" 	� X0B

(�� ��3 �
!*. 
5 B  9
#�:!�" 	� (��/  #A��!�/ 
5 X1B

(�� ��3 �
!*. 
5 B 
 +,���:! � (	 ρ  9
# � 	� Xr �
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

���� ��������� �	���� �	��

),�!� X = X0 � X1 � Xr � 8# 5	��
* |Xr | = r 
 |X1| = mB ρ@
0�� �
���		.� +���*�!�B ρ ≤ r �

1� ��*�

��
�
������ ��
�������	
 /�01 ��
 ���
 	���
���� ������

���� �����
 ��
����*

Qε(B̂
m
r ,ρ) =

1

C �
L

min(m,�)∑
i=0

min(r ,�−i)∑
j=0

C i
mC

j
rC

�−i−j
L−m−r

[
δ(i , j) ≥ ε

]
, <&?

&�� t(i , j) = i +max(0, ρ − r − j)� 	 δ(i , j) = m+ρ−t(i ,j)
k − t(i ,j)

� '
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

���������� � 
���#��� � 7�� 8�

� W�3 %� 4�5#
!� *	 7��!( ��3 �
!* ( 	� ����!��.�

� W�3 �� ) + �	
!� ����!�� 
 *	 7��!(� � 
5(��!	 �
 0�	� ��

1� ��*� <����B 1 ��!
/
	?

/���� A = A1 � A2 � · · · � At �
����+��	� A �� ������
�'

/���� Ai ⊂ Bi � &�� � Bi ��� ��&�
	��� 	���� 
����� �	���

��	���' /���� ����� ������	
 µ� /�01' 2�&��

Qε(A) ≤
t∑

i=1

Qε(Ai) ≤
t∑

i=1

Qε(Bi ).
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�������7��������� ��	�� ��
�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

���������� � 
���#��� � 7�� 9�

� W�3 %� 4�5#
!� *	 7��!( ��3 �
!* ( 	� ����!��.�

� W�3 �� ) + �	
!� ����!�� 
 *	 7��!(� � 
5(��!	 �
 0�	� ��

1� ��*� <����B 1 ��!
/
	?

/���� A = A1 � A2 � · · · � At �
����+��	� A �� ������
�'

/���� Ai ⊂ Bi � &�� � Bi ��� ��&�
	��� 	���� 
����� �	���

��	���' /���� ����� ������	
 µ� /�01' 2�&��

Qε(A) ≤
t∑

i=1

Qε(Ai) ≤
t∑

i=1

Qε(Bi ).
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�����
8�
��� �����	��� ���9��	�� ������	���
:���
� ��� �����#��� ���9��	� ������	���
��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���

������	����#� �#��
#

1� ��!
� 23�,++ ( � *�! 
  �#
! + 5( �"�! (.( 

!�
 0�	�
 (�� "!	 �!
 +��� #,��	
" ( !�/ ��,��"/B � 3
�
*	 7��!( ��3 �
!* (  #��
��! �
**�!�
��M

� + * ;�: 
 ��5�		./ !� ��* ,
�� �� (.(��!
 ! �	.�
C �*,�. 
�" (�� "!	 �!
 +��� #,��	
" 4>R4B
+�
*�	�		 3 � * 
���	.* ��*���!(�* ��3 �
!* (G �� �
/D**
	3 (� 9���B �� � 
	!��(��� #,��(� �,#�M

+ �,��		.� C �*,�. (�� "!	 �!
 +��� #,��	
" * 7	 

�+ ��5 (�!� (  0�	��B  �	 (�		 � 	� ��5� 7�	

 

+ ��.!

 *	 7��!(� ��3 �
!* (M

 0�	�, ��5� 7�	
� 
 + ��.!
� !��#,�!�" ,! �	
!� !��B
�! #.  	� ,�
!.(��� ����� �	
� ��3 �
!* ( + �
��,
 9
# � <+ �	�� 3

 � 
�,3
*
 � *#
	�! �	.*

 0�	��*
B !��
*
 ���  0�	�� ����� �	
"2�("5	 �!
?�
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����9��;<�� � 7����<�;<�� ���9��	�� =�>?@
:���
� ��������������7���	�
�>? ��� ��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

���������� ���������� 
� ����	 �!����

��� ������	
�

� ��
�
�	�� A

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

���	������

����
�	������ 	�����

������ ���� A
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����9��;<�� � 7����<�;<�� ���9��	�� =�>?@
:���
� ��������������7���	�
�>? ��� ��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

������0 ���������� ��
� ����������

x1 x2 x3 xD
m︷ ︸︸ ︷

�a0 = ( 0, 0, 0, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );
�a1 = ( 1, 0, 0, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );
�a2 = ( 1, 1, 0, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );
�a3 = ( 1, 1, 1, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );

. . . . . . . . . . . .
�aD = ( 1, 1, 1, . . . 1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );

> 	 ! 		�" 0�+�

>	 7��!( ��3 �
!* ( A = {a0, . . . , aD}@���������
 ����B
���
 ρ(ai , ai−1) = 1 
 n(ai) = n(a0) + i �
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����9��;<�� � 7����<�;<�� ���9��	�� =�>?@
:���
� ��������������7���	�
�>? ��� ��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

�����
�:;�� � ��
��;�:;�� ���������

),�!� µ@ +���
*
�!
�����" *
	
*
5�0
" D*+
�
���� 3 
�
��� <(.# � ��3 �
!*� + +�
	0
+, X/,
9
� 
5 �,�9
/Y?

A(X ) = Argmin
a∈A

n(a,X ); µX = arg max
a∈A(X )

n(a, X̄ ).

���!.  * 	 ! 		 � 0�+
 ��3 �
!* (

[µX=at ] = [x1, . . . , xD ∈ X̄ ], +�
 t = D,

[µX=at ] = [xt+1 ∈ X ][x1, . . . , xt ∈ X̄ ], +�
 t ≤ D,

Pd = P [µX = ad ] =
C �−1
L−d−1

C �
L

,

Qε(µ,X) =
k∑

d=0

PdH
�−1,m
L−d−1

(
�
L(m + d − εk)

)
.
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����9��;<�� � 7����<�;<�� ���9��	�� =�>?@
:���
� ��������������7���	�
�>? ��� ��7��9���� � ��
��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

.�
����� � 
����
�:;�� � ��
��;�:;�� ��-�����

6
+ !�5�

%�
 ��+��&� a ∈ A ��+�� ������� ��
� ����
�������	(�


������+���� ��3����� Xa ⊂ X� X ′
a ⊂ X ������ ���,

µX=a ⇔ Xa ⊆ X 	 X ′
a ⊆ X̄ , ∀X ∈ [X]�. <Z?

Xa︷ ︸︸ ︷
︸ ︷︷ ︸

X @  #,��	
�

X ′
a︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
X̄ @ � 	!� ��

�
�� Xa @*	 7��!(  #A��! (B + � 7
�:;
/ ��3 �
!* a�
�
�� X ′

a @*	 7��!(  #A��! (B 5�+��;�:;
/ ��3 �
!* a�
�
�� X\Xa\X ′

a @*	 7��!(  #A��! (B 	��!����	./ 
�" a�
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

1����� �� ������ 
����
�:;�� � ��
��;�:;��
��������

V�**� <(�� "!	 �!� + �,�
!� � 	���!	.� ��3 �
!*?

4��	 �������� ��
��� �� ��
 ����( µ� X � a ∈ A

P
[
µX=a

]
= Pa = C �a

La
/C �

L.

&�� La = L− |Xa| − |X ′
a|� �a = �− |Xa|'

1� ��*� <(�� "!	 �!� +��� #,��	
"?

4��	 �������� ��
��� �� ��
 ����( X� µ� A 	 ε ∈ (0, 1)

Qε =
∑
a∈A

PaH
�a,ma

La

(
�
L

(
n(a,X)− εk

)− n(a,Xa)
)
,

&�� ma = n(a,X)− n(a,Xa)− n(a,X ′
a)'
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

.��� ����������<���������

�
������� #
	��	.�  !	 9�	
" 	� *	 7��!(� ��3 �
!* (G

����	���* ��

��� a ≤ bG I (a, x) ≤ I (b, x)B ∀ x ∈ XM

�
�����������	� a ≺ bG a ≤ b 
 n(a) + 1 = n(b)�

8+��
���	
� <6��C ����� �	
"[�("5	 �!
?

)
�� 
�������	
5��
�����	 〈A,E 〉,
A � ���+����� ����
�� 
���	���( �����
�� ��	����

E =
{
(a, b) : a ≺ b

}
'

��������  ��!� ����������"���#������

��7
 � ��#� (a, b) + *���	  #A��! * xab ∈ XB

�" � ! � 3 0 = I (a, xab) < I (b, xab) = 1M

3��C "(�"�!�" *	 3 
 ��	.* � �� "*

Am =

{
a ∈ A : n(a) = m

}
B m = 0, . . . , L+ 1M
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

������0 ���� ��������������������

���� '

x1 '
x2 '
x3 '
x4 '
x5 '
x6 '
x7 '
x8 '
x9 '
x10 '
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

������0 ���� ��������������������

���� ' ���� "

x1 ' " ' ' ' '
x2 ' ' " ' ' '
x3 ' ' ' " ' '
x4 ' ' ' ' " '
x5 ' ' ' ' ' "
x6 ' ' ' ' ' '
x7 ' ' ' ' ' '
x8 ' ' ' ' ' '
x9 ' ' ' ' ' '
x10 ' ' ' ' ' '
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�����

������0 ���� ��������������������

���� ' ���� " ���� #

x1 ' " ' ' ' ' " ' ' ' ' " " ' ( ( (
x2 ' ' " ' ' ' " " ' ' ' ' ' ' ( ( (
x3 ' ' ' " ' ' ' " " ' ' ' ' " ( ( (
x4 ' ' ' ' " ' ' ' " " ' ' ' ' ( ( (
x5 ' ' ' ' ' " ' ' ' " " " ' ' ( ( (
x6 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " ' " ' ( ( (
x7 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " ( ( (
x8 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ( ( (
x9 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ( ( (
x10 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ( ( (
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�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

��������� � ��
�����������

�
�� ��
������ ��3 �
!*� a ∈ A
u(a) = #

{
xab ∈ X : a ≺ b

}
@ (��/	"" �("5	 �!�M

p(a) = #
{
xba ∈ X : b ≺ a

}
@ 	
7	"" �("5	 �!��

�
�� 6�������������� ��3 �
!*� a ∈ A
q(a) = #

{
xcb ∈ X : c ≺ b ≤ a

}
B q(a) ≤ n(a)�

�������

u(a) = #{x3 , x4} = 2B
p(a) = #{x1 , x2} = 2B
q(a) = #{x1 , x2} = 2�

 

m - 1

m

m + 1

 a

x1 x2

x3 x2 x1 x4

x5 x2 x3 x4 x1 x6

x7 x2 x5 x4 x3 x6 x1 x8
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

1����� ��������������������

1� ��*� <80�	�� ����� �	
"2�("5	 �!
?

%�
 ����( X� A� ����	�	��	�����&� �01 µ 	 ε ∈ (0, 1)

Qε ≤
∑
a∈A

C �−u
L−u−q

C �
L

H�−u,m−q
L−u−q (ε) ,

&�� m = n(a,X)� u = u(a)� q = q(a)�

H�,m
L (ε) =

�(m−εk)�/L�∑
s=0

C s
mC

�−s
L−m

C �
L

� �
���* (����

&	��
&�����
	�����&� 
���
������	
'
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

�������� ������ ��������������������

Qε ≤
∑
a∈A

C �−u
L−u−q

C �
L

H�−u,m−q
L−u−q (ε)

� )�
 |A| = 1 \]2 0�	�� "(�"�!�" ! �	 �G

Qε = P
[
ν(a, X̄ )− ν(a,X ) > ε

]
= H�,m

L (ε)
�=k≤ 3

2e
−ε2�

� =�*�	� u(a) ≡ q(a) ≡ 0 +��(��;��! \]2 0�	�, (
^]2 0�	�,G

Qε ≤
∑
a∈A

H�,m
L (ε)

�=k≤ |A| · 3
2e

−ε2�
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

�������� ������ ��������������������

Qε ≤
∑
a∈A

C �−u
L−u−q

C �
L

H�−u,m−q
L−u−q (ε)

5 '�� "!	 �!� ����
5�0

 ��3 �
!*� a ( ��5,��!�!�
 #,��	
"G

P[µX = a] ≤ C �−u
L−u−q

C �
L

6 '���
 a ∈ A ,#.(��! D��+ 	�	0
���	 + 
u(a) ⇒ ���#��� ���$����� ���%�� 
�����&��
���M
q(a) ⇒ ���%�� ��$��� ���� ������ �&	���������

����� '( Qε�

A 80�	�� "(�"�!�" ���	�
 
�" 	�� ! �./ 	�!�
(
���	./
��*���!( ��3 �
!* (�
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

,��
�������0 ���������#� ���� �6�������� !���

Bm
r @0�	!����	.� �� � 9��� <+ +��	 #�
5�
� ��3 �
!*.?B

Rm
n @ ��3 �
!*. � ��,���	.*
 (��! ��*
  9
# ��

r |Bm
r | |Rm

n | EOF (µ,X) ε : Qε(B
m
r ) = 0.5

� Z$% � $�$KJ $�&�$
Z &N�N$% K $�%�$ $�Z$$
� %���%�%$% &J $��Z$ $�Z$$
O �$�Z%&�$$% &KO $�&%J $�Z$$

������� ! %�������� |Rm
n | � |Bm

r | ��� L = 50� � = 25� m = 10

)����� >	 7��!( 
5 ��*
 X��,���	./Y ��3 �
!* ( * 7�!
+��� #,�
!��" !��7� �
��	 B ��� 
 *	 7��!( 
5 &N !.��
X+ / 7
/Y ��3 �
!* (�
��������� 80�	�� ����� �	
"2�("5	 �!
 	� � (
! D! !
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��	�� ���9��	�� ������	���
�>? ��� �������7��������� ��	���� ��
�����

�=" 
�� ���������� � 
���#��� ��������� ����������

_�+ *	
* +� �!,:  0�	�, 	�  �	 (� ��5� 7�	
" 
 + ��.!
�G

1� ��*�� ),�!� A = A1 � A2 � · · · � At @ ��5� 7�	
� A 	�
����!��.� ),�!� Ai ⊂ Bi B � *�! 
  #,��	
" µ@)>R4� 1 3
�

Qε(A,X) ≤
t∑

i=1

Qε(Ai ,X) ≤
t∑

i=1

Qε(Bi ,X).

�	�� 3
�	�"  0�	�� � ,��! * DCC��!� ����� �	
"G

Qε(A,X) ≤
t∑

i=1

Pi Qεi (Bi ,Yi),

3
� Pi = C �−ui
L−ui−qi

/C �
L @  0�	�� 	� P[µX ∈ Ai ]B ui @(��/	""

�("5	 �!�B qi @ 	�+ �	 0�		 �!� ����!��� Ai �
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�����

$������ ��������� � ��
������������ ��������

8# 5	���	
"B 	�  +��
���		.� 	� +� 9� * ����
�G

ui ≡ |Xi |, 3
� Xi ≡
⋂
a∈Ai

Xa − (��/	"" �("5	 �!� Ai ,

qi ≡ |X ′
i |, 3
� X ′

i ≡
⋂
a∈Ai

X ′
a − 	�+ �	 0�		 �!� Ai ,

Yi = X\Xi\X ′
i − *	 7��!( 	��!����	./  #A��! ( Ai ,

εi =
Li
�iki

� k

L
ε+
(
1− � Li

L�i

)mi

ki
− |X ′

i |
ki

,

Qε(Bi ,Yi ) =
1

C �i
Li

∑
Y∈[Yi ]

�i

[max
a∈Bi

δ(a,Y ) ≥ ε],

Li = L− ui − qi , �i = �− ui , ki = k − qi ,

mi − �
��  9
# � ��3 �
!* ( 
5 Ai .
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,��
������������� 
������� 
��	������ ������

- *#
	�! �	.�  0�	�
 `a]2b����

c��d EOF (µ) ^] \] \\ ef ee

����� $�$�K $�%J% $�%�K $�%$� %���O $�KZ$
S�g�� Q��� $�$Z� $��ZJ $�%J� $�%�% %��$K %�$�K
f�h��i���� $�$Z� $�%&O $�$JJ $�$OZ %��%J %�%ZJ
aj�k�����h $�$�& $�%&$ $�%$% $�$O� %�%ZN $��KO
i��� $�$�% $�%N% $�%%K $�$JO $�JK% $�KZJ
��j�k� $�$$O $�$J% $�$K$ $�$�$ %�%%$ %�$NZ
�k�k��� $�$$O $�$K� $�$�$ $�$N% %�%$� $�KZ�
l�h� $�$$& $�$�% $�$ZK $�$Z$ $�KK� $��&K
l�g����� $�$$& $�$Z& $�$&& $�$�& $�N�% $�&NZ
i���m���d� $�$$& $�$&$ $�$�� $�$%O $�K&J $�%O�
nikQ���k� $�$$& $�$Z& $�$&Z $�$�� %�$�O $��$Z
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�=" 
�� �",�

1� ��*�

������ ���+����� A(A) = {A(X ) : X ∈ [X]�}� &��

A(X ) ≡ Argmin
a∈A

n(a,X )'

/���� ��
 ��+��&� α ∈ A(A) ���������� ��
�+������ 	

���
������� ���+����� Xα 	 X ′
α� ���	� ���,

[
A(X )=α

]
=
[
Xα ⊆ X

][
X ′
α ⊆ X̄

]
, ∀X ∈ [X]�.

2�&�� ��
�
������ ��
�������	
 ���	�������
 � �	��,

Qε(A) =
∑
a∈A

∑
α∈A(A)

[a ∈ α]

|α|
C �α
Lα

C �
L

H
�α,ma

α
Lα

(saα(ε)).

 ��� !��
����� "�#��$ %&%'&()*+,-.&/0123. �����	�
����
������ ������ 
 �������� ������
�����



AB @o("5�� h * 	 ! 		./ 0�+�� 
�
	. DB

AM @> 	 ! 		�" ��!� ��5*��	 �!
 h

AU @p	
* 
���	�" ��!� ��5*��	 �!
 hq�

1� ��*� <'�� "!	 �!� +��� #,��	
" 
�" AB B AM B 
 AU �?

Qε(AB ,X) =
D∑

p=0

hD∑
S=p

h∑
F=0

|ωp|Rp
D,h(S ,F )

1 + S

C �′
L′

C �
L

H�′,m
L′ (s0),

Qε(AM ,X) =
∑

�λ∈Y h,D
∗

∑
�t≥�λ,
‖�t‖≤D

|Sh�λ|
T (�t)

C �′
L′

C �
L

H�′,m
L′ (s0),

Qε(AU ,X) =
∑

�λ∈Y h,D
∗

∑
�t≥�λ,
‖�t‖≤D

∑
�t′≥�0,

‖�t′‖≤D

|Sh�λ| · 2n(�λ)
T (�t + �t ′)

C �′
L′

C �
L

H�′,m
L′ (s0),

&�� H�′,m
L′ (s0)� &	��
&�����
	������ 
���
������	�'



_ (.� ��5,��!�!.G

� )��
� 7�	 !� ��!
� 23�,++ ( � *�! 
  �#
! 
�" (.( 
�
 0�	 � (�� "!	 �!
 +��� #,��	
" ��	
 *
5
� (�		 3 
*�! 
� *
	
*
5�0

 D*+
�
���� 3 �
���M

� + �,��	�  #;�"  0�	�� (�� "!	 �!
 +��� #,��	
"B
 �	 (�		�" 	� ��5� 7�	

 
 + ��.!

 *	 7��!(�
��3 �
!* (M

4 D��+��
*�	!���	.� ��5,��!�!. + 
!(��7
�:! 	
5�,:
5�(.9�		 �!� 	 ( �  0�	�
M

5 + �,��	. 	�,�,�9��*.�  0�	�
 (�� "!	 �!
 +��� #,��	
"

�" * 
���	./ ��*���!( ��3 �
!* (�


	
	 
	 
	     

	- 
	  
	   
	    
	    

	    
	    ()
	 -
	      
	    


