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Точечная модель с
непрерывным временем

dxi
dt = xifi(x), i = 1, . . . , n,

x = (x1, . . . , xn)

x̄ = (x̄1, . . . , x̄m,0, . . . ,0);x̄i > 0,
i = 1, . . . ,m

Экстремальный принцип:
fi(x̄) = max(fj(x̄)), 1 ≤ i ≤ m,

1 ≤ j ≤ n.

(
∂(xifi(x))

∂xj

)∣∣∣∣
x=x̄

=

(
A B
0 D

)
,

D = ∥δjkfj(x̄)∥, m+1 ≤ j, k ≤ n,
fi(x̄) = 0, i = 1, . . . ,m



Модель с дискретными
временем и возрастной

структурой
xm+1 = A(xm, ym)xm,

ym+1 = B(xm, ym).

m ∈ N, xm = (wm1 , . . . , w
m
L )

-вектор сообщества
wml = (uml,1, . . . , u

m
l,nl

)

ym = (ym1 , . . . , y
m
Y )

A – блочно-диагональная по
wml (N ×N)-матрица с

N =
L∑
l=1

nl.

Положение равновесия (x̄, ȳ)

с x̄ = (0, . . . ,0, w̄K+1, . . . , w̄L) с



w̄l > 0 при l = K +1, . . . , L и
0 < K < L устойчиво, т.е.

|σ(J)| ≤ 1

В блочном (K,L−K,Y ) виде
(ζ, ξ, y) с ζ = (w1, . . . , wK),
ξ = (wK+1, . . . , wL) якобиан

J =

Aζ(x̄, ȳ) 0 0

A
ξ
ζ(x̄, ȳ)·ξ̄ A

ξ
ξ(x̄, ȳ)·ξ̄+Aξ(x̄, ȳ) A

ξ
y(x̄, ȳ)·ξ̄

Bζ(x̄, ȳ) Bξ(x̄, ȳ) By(x̄, ȳ)

 .

ξ̄ = (w̄K+1, . . . , w̄L), Aξ(x̄, ȳ) –
ограничение A на ξ

ρl(x̄, ȳ) = sup
∣∣∣σ (Al(x̄, ȳ))∣∣∣ ≤ 1

С другой стороны, в силу
w̄l = Al

′
(x̄, ȳ)w̄l > 0 при l′ > K,



ρl′(x̄, ȳ) ≥ 1, причем для
Al

′
(x̄, ȳ) ≥ 0 ρl′(x̄, ȳ) = 1

Отсюда

1 = ρl′(x̄, ȳ) = max ρl(x̄, ȳ),

принцип эволюционной
оптимальности

Пример модели с матрицами
Лесли. alij = alij(x, y) ≥ 0

A =


b1 b2 . . . bn−1 bn
s1 0 . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . sn−1 0

 .

bn ̸= 0 – неразложима, НОД
ik : bik ̸= 0 – примитивна



Теорема
Перрона–Фробениуса λM > 0,

с wM = (uM1 , . . . , u
M
n )T > 0

P (A, λ) = det (λI −A) = 0

Эквивалентная запись
Q(A, λ) = 1 с

P (A, λ) = λn (1−Q(A, λ))

Полагая s0 = 1 имеем

Q(A, λ) =
n∑
i=1

λ−ibi
i−1∏
j=0

sj

Φ(A) = Q(A,1) =
n∑
i=1

bi

i−1∏
j=0

sj

– индикатриса роста

Φ(Al
′
(x̄, ȳ)) = maxΦ(Al(x̄, ȳ))



Некоторые общие
результаты{

dtx = (hx+ a(x, y))x
dty = hyy+ b(x, y)

t ∈ J = [0, T ], T > 0, dt = d
dt,

x ∈ X, y ∈ Y , b ∈ C1(X ⊕ Y, Y ),
a ∈ C1(X ⊕ Y,B(X)),
dtw = hw+K(w),

w = (x, y) ∈W = X ⊕ Y ,

h =

(
hx 0
0 hy

)
.

Проектор P в W допустим по
отношению к h ⇔

PD(h) ⊂ D(h) и hP = PhP . P
является w-допустимым ⇔
Pw = w, P допустим по



отношению к h, PIY = IY P ,
v ∈ PW ∩O(w) ⇒ K(v) ∈ PW

Якобиан l(w̄) = l0(w̄) + l1(w̄),

l0(w̄) =

(
hx+ a(w̄) 0

0 0

)
Теорема. Пусть w̄ = (x̄, ȳ) –

линейно устойчивое
стационарное положение
равновесия с x̄ ̸= 0. Тогда
для всех w̄-допустимых

проекторов P1, P2 в W : P1P2 =

P2P1 = P2&P2IY = P1IY ,
∃δ > 0: ℜσ((Ql0(w̄))QW ) < −δ.

Здесь Q = P1 − P2



Следствие (экстремальный
принцип). Равный нулю

супремум вещественной части
спектра ограничений
оператора hx+ a(w̄)

достигается на векторе x̄ ̸= 0,
реализуемом в положении

равновесия w̄ = (x̄, ȳ)



4. Модели с непрерывной
возрастной структурой
∂xλ = −mλxλ, λ ∈ Λ

xλ(0, t) =
∞∫
0
bλ(a)xλ(a, t)da, λ ∈ Λ

∂t =
∂
∂t, ∂ = ∂t+ ∂a,

xλ = xλ(a, t).

x = {xλ(·, t)} , λ ∈ Λ,
mλ = mλ(a, x).



Основной результат: Если
система имеет устойчивое
стационарное положение
равновесия x̄, то для всех

λ̄ ∈ supp(x̄)

φ
(
λ̄
)
= max

λ∈Λ
(φ (λ))

φ (λ) =

∞∫
0

bλ(a) exp

− a∫
0

mλ(s, x̄) ds

da



5. Модели с непрерывной
пространственной

структурой

∂txλ = hλxλ+ âλ(x)xλ, λ ∈ Λ

xλ = xλ(ξ, t), ξ ∈ Ω ⊂ Rn hλxλ =

div (Aλ(ξ) (gradxλ+ xλgrad qλ(ξ)))

Aλ(ξ) = ∥aικλ (ξ)∥, ι, κ = 1, . . . , n,
(Aλ (ξ) ζ, ζ) ≥ kλ (ζ, ζ) > 0 для

ζ ∈ Rn \ {0}. (u, v) =
n∑
i=1

uivi.

(gradxλ+ xλ grad qλ(ξ), Aλ(ξ)ν(ξ)) = 0

для ν(ξ) ⊥ ∂Ω в ξ ∈ ∂Ω.
âλ(x)xλ(ξ, t) = aλ(x, ξ)xλ(ξ, t)

поточечно ξ ∈ Ω,
x = x(·, t) = {xλ(·, t)} , λ ∈ Λ.



Основной результат: Если
краевая задача имеет

устойчивое стационарное
положение равновесия

λ̄ ∈ supp (x̄) и

Φ(λ, x, v) =∫
Ω
eqλ(ξ)

[
(wλ(ξ), Aλ(ξ)wλ(ξ))− aλ(x, ξ)v

2(ξ)
]
dξ∫

Ω
eqλ(ξ)v2(ξ)dξ

где

wλ(ξ) = grad v(ξ)+v(ξ) grad qλ(ξ)

для φ (λ) = infv ̸=0Φ(λ, x̄, v)

φ
(
λ̄
)
= min

λ∈Λ
φ (λ)

При этом φ
(
λ̄
)
= Φ

(
λ̄, x̄, x̄λ̄

)



6. Модели с непрерывной
пространственно-возрастной

структурой

Пусть xλ = xλ(a, ξ, t) λ ∈ Λ,
hλxλ = div (Dλ(ξ) gradxλ), где

Dλ(ξ) > Dλ > 0 –
x = {xλ} , λ ∈ Λ,

mλ = m
ξ
λ (ξ, x) +ma

λ (a, x)
∂xλ = (hλ −mλ)xλ, λ ∈ Λ

xλ (0, ξ, t) =
∞∫
0
bλ(a)xλ (a, ξ, t) da

xλ (a, ξ, t) |ξ∈∂Ω = 0

Основной результат: Если
система имеет устойчивое
стационарное положение

равновесия x̄, то все



λ̄ ∈ supp (x̄) являются
решениями задачи

max
λ∈Λ

max
w∈H1

0(Ω)
φ (λ, x̄, w) ,

при φ (λ, x̄, w) =

∞∫
0

bλ(a) exp

−κa−Mλ(x̄, w)−
a∫
0

ma
λ(s, x̄) ds

da,
и Mλ(x̄, w) =∫

Ω

[
(Dλ(ξ)gradwλ(ξ), gradwλ(ξ))−m

ξ
λ(ξ, x̄)w

2
λ(ξ)

]
dξ∫

Ω
w2
λ(ξ)dξ

.



Более того
x̄λ̄(a, ξ) = v̄λ̄(a)w̄λ̄(ξ) при
w̄λ̄(ξ), доставляющем

минимум Mλ̄(x̄, w) на H1
0(Ω),

равный −κλ̄, и v̄λ̄(a), –
решение краевой задачи
∂avλ̄(a) =

(
κλ̄ −ma

λ̄
(a, x̄)

)
vλ̄(a),

vλ̄(0) =
∞∫
0
bλ̄(a)vλ̄(a)da.



7. Приложение. Задача
корреляционной

адаптометрии u = u(x, t),
x ∈ Ω ⊂ Rn,

∂tu = a∆u− (b, gradu)

(bu− a∇u, ν)|∂Ω = 0

s(b) : ν(s(b)) ∥ b,
ξ = (ξ1, . . . , ξn) в Rn s(b) = 0,

b = −ben, b ≥ 0

u(ξ) = v(ξn) = v0e
−bξn

a

φ =
n∑
i=1

φiξi, ψ =
n∑
i=1

ψiξi

Mφ(ξ1, ..., ξn) =

∫
Ω
φ(ξ)u(ξ)dξ∫
Ω
u(ξ)dξ



K(φ,ψ) =
M [(φ−Mφ)(ψ −Mψ)]√

M [(φ−Mφ)2]M [(ψ −Mψ)2]

∂Ω =

ξ : ξn =
n−1∑
i=1

aiξ
2
i + o

(
ξ2
) ,

где все ai > 0, i = 1, ..., n− 1.
Пусть

φ̄ =

(
φ1√
a1
, ...,

φn−1√
an−1

,0

)
.

Основной результат: для
ненулевых φ̄, ψ̄ и b→ ∞

K(φ,ψ) →

(
φ̄, ψ̄

)
√
(φ̄, φ̄)

(
ψ̄, ψ̄

).


