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Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Àííîòàöèÿ

Äîêëàä ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé è ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ
íåñêîëüêèõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì íà ïðÿìîé.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ
ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòåéøåé
ìîäåëüþ òâåðäîãî òåëà.

Âî âòîðîé ÷àñòè èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû, ïðèâîäÿùèå ê
íåëèíåéíûì Ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó èç N ÷àñòèö (ìîëåêóë)
îäèíàêîâîé ìàññû m.

z0, z1, z2, . . . , zN−1.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 żk(0) = 0 è

0 = z0(0) < z1(0) = a < z2(0) = 2a < . . . < zN−1(0) = (N − 1)a

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

z0 ≡ 0 � ëåâàÿ ÷àñòèöà çàêðåïëåíà.

Íà êðàéíþþ ïðàâóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
ñèëà f > 0.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(z, ż) =
N−1∑
k=1

p2k
2m

+
N−1∑
k=1

V (zk − zk−1)− fzN−1,

ãäå

pk = mżk � èìïóëüñû ÷àñòèö.

V (z) : R+ → R � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ñîñåäÿìè.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îòíîñèòåëüíî V (z) îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

V (z)→∞ ïðè z → 0, V (z)→ 0 ïðè z →∞.
V (z) âûïóêëà íà èíòåðâàëå (0, b) è âîãíóòà íà
èíòåðâàëå (b,∞).

V (z) èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì V (a) < 0 â òî÷êå
a > 0, ïðè÷åì a < b <∞.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ìîòèâèðîâêà

Ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ ìåðà Ãèááñà

p(z, ż) =
1

Z (β)
e−βH(z,ż), β > 0

äëÿ ñèñòåìû íå îïðåäåëåíà. (Ñèñòåìà ìåòàñòàáèëüíà).
Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà:

Èçìåíèòü V (z) ïðè áîëüøèõ z òàê, ÷òî V (z)→∞
ïðè z →∞. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíÿòü ãèááñîâñêóþ
èäåîëîãèþ â óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
òåìïåðàòóðîíîãî è óïðóãîãî ðàñøèðåíèÿ.

Èñêàòü îêðåñòíîñòü O(a) òî÷êè ìèíèìóìà òàêóþ, ÷òî
ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ òðàåêòîðèÿ íèêîãäà íå âûõîäèò
çà O(a).



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ìû èäåì ïî âòîðîìó ïóòè, ïðåäïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî,
÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïîòåíöèàë èìååò
êâàäðàòè÷íûé âèä

V (z) =
κ(z − a)2

2
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

A = A(N, l , f , κ,m) = sup
t≥0

max
0≤k,k+l≤N−1

|zk+l(t)− zk(t)|, l > 0

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå ââåäåíîãî ôóíêöèîíàëà
ïðè ðàçëè÷íûõ N è l .



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ìû íà÷èíàåì ñ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ÷àñòèö N, à çàòåì
óñòðåìëÿÿ N →∞ è äåëàÿ ñêåéëèíã ïàðàìåòðîâ, ìû
îáíàðóæèâàåì, ÷òî åñòü ôàçîâûé ïåðåõîä, ðàçäåëÿþùèé
îáëàñòü, ãäå êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñëàáî ìåíÿåòñÿ
ïðè âñåõ t ≥ 0, è îáëàñòü, ãäå ñóïðåìóì ðàñòåò ñ ðîñòîì N.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ââåäåì

xk(t) = zk(t)− ka � îòêëîíåíèÿ ÷àñòèö îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ.

FN(x) = x ln N
x
, x > 0 � âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

σ = f /κ � îñíîâíîé ïàðàìåòð.

Îòìåòèì, ÷òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ:

xk+l(t)− xk(t) = σl , 0 ≤ k < k + l < N



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ âñåõ
k , l ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

0 ≤ k < k + l ≤ (1− ε)N,

èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

σ(l + c1FN(l)) ≤ sup
t≥0

(xk+l(t)− xk(t)) ≤ σ(l + c2FN(l))

σ(l − c3FN(l)) ≤ inf
t≥0

(xk+l(t)− xk(t)) ≤ σ(l − c4FN(l))

äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2, c3, c4 > 0, ïðè÷åì c1, c3 ìîãóò
çàâèñåòü îò ε.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ñëåäñòâèå
Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû

sup
t≥0
|xk+l(t)− xk(t)| ' σl ln

N

l
.

Ïîëîæèì a = 1/N, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå
ñêåéëèíãè σ = σ(N). Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå
îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå äëÿ l = 1. Ïîëó÷èì

double scaling limit

a−1A→ 1, åñëè σ(N)N lnN → 0 ïðè N →∞
a−1A→∞, åñëè σ(N)N lnN →∞ ïðè N →∞



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ñðàâíåíèå ñ ôàçîâûì ïåðåõîäîì â ñîñòîÿíèè

ðàâíîâåñèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íóëåâîé òåìåïåðàòóðû (ñòàòè÷åñêèé).
Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà: zk − zk−1 = h = a + σ. Ïîýòîìó
çäåñü

h/a→ 1, åñëè σ(N)N → 0 ïðè N →∞
h/a→∞, åñëè σ(N)N →∞ ïðè N →∞

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷èå îïðåäåëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì
ìíîæèòåëåì.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà òèïà Ëåííàðä-Äæîíñà

V (r) = −cn
rn

+
cm

rm
, 0 < n < m, cn > 0, cm > 0

èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè a = 1/N, òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

σ =
f

k
≤ C

N
,

ãäå κ = V ′′(a), è

C = C (n,m) =
1

m − n

((
m + 1
n + 1

)− n+1
m−n

−
(
m + 1
n + 1

)− m+1
m−n

)



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì

Ðàññìîòðèì âñå òó æå ñèñòåìó èç N ÷àñòèö, îäíàêî íà
ýòîò ðàç áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ëåâàÿ ÷àñòèöà íå çàêðåïëåíà.

íà êðàéíþþ ïðàâóþ ÷àñòèöó âîçäåéñòâóåò áåëûé
ãàóññîâñêèé øóì fε(t) = εẇt .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â óêàçàííîé ñèñòåìå ïðè îòñóòñòâèè
äèññèïàöèè èíâàðèàíòíîé ìåðû íå ñóùåñòâóåò. Ñðåäíåå
ýíåðãèè ëèíåéíî ðàñòåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, è êàê
ñëåäñòâèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðîèñõîäÿò ñêîëü óãîäíî
áîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì

Çàäà÷à

Îöåíèòü âðåìÿ äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî óðîâíÿ h ðàçíîñòè
δεi = zi+1 − zi − a

τ εi = inf{t ≥ 0 : |∆ε
i | ≥ h}, i = 0, . . . ,N − 2

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ i , h, ε è N.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì

Òåîðåìà

Ïðè âñåõ N ≥ 2, i = 0, 1, . . . ,N − 2, ε2τ εi ñõîäèòñÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ ê τi , ãäå τi � ìîìåíò âûõîäà
2(N − 1)-ìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ èç îáëàñòè

Di ,N,h = {r ∈ R2(N−1) : Ji ,N(r) ≤ h},

ãäå

Ji ,N(r) =

√
2

N
sup
s∈R

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

ω−1am,i (xm cos(ωms)− ym sin(ωms))

∣∣∣∣∣ ,
r = (x, y) = (x1, y1, . . . , xN−1, yN−1),

am,i = cos
πm

2N
sin

πm(i + 1)

N
, ωm = 2

√
κ

m
sin

πm

2N
.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Ñëó÷àé âîçìóùåíèÿ áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì

Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Ïðè÷åì äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . ,N − 2 τi è τN−i−2
ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèëà
äåéñòâóåò òîëüêî íà îäíó êðàéíþþ ÷àñòèöó, àñèìïòîòèêà
âðåìåíè ðàçðûâà c ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîíû ñîâïàäàþò.
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Íåëèíåéíûå Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû

Ïóñòü (X ,B) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî.
Íåëèíåéíûì Ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì xt ∈ X íàçûâàåòñÿ
ïðîöåññ, ÷üè âåðîÿòíîñòè (èíòåíñèâíîñòè) ïåðåõîäà
çàâèñÿò íå òîëüêî îò òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû, íî è îò
âñåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà (â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè)
â öåëîì.
Äèíàìèêà ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ ïàðîé âåëè÷èí

(xt , µt ≡ Law(xt)).

Â òî âðåìÿ êàê ñàì ïðîöåññ xt íå ÿâëÿåòñÿ Ìàðêîâñêèì,
ïàðà (xt , µt) ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé.
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Óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà

dxt = b(xt , µt)dt + σ(xt , µt)dwt , xt ∈ Rn,

µt = Law(xt),

wt � n-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Êîýôôèöèåíòû ñíîñà
è äèôôóçèè î÷åíü ÷àñòî ïîëàãàþò ðàâíûìè

b(x , µ) = b1(x) +

∫
Rn

b2(x , y)µ(dy), σ(xt , µt) ≡ 1,

ãäå b1, b2 � íåêîòîðûå ôóíêöèè.
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Óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà

Òåîðåìà

Ïóñòü b(x , y) : Rn × Rn → Rn � ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

1 |b(x , y)| ≤ C (1 + |x |)
2 b(x , y) � íåïðåðûâíà ïî y äëÿ ëþáîãî x .

Òîãäà óðàâíåíèå

dxt =

∫
Rn

b(x , y)µt(dy) + dwt , xt ∈ Rn,

µt = Law(xt)

èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå.
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Óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà

Ïîÿñíèì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ýòè óðàâíåíèÿ,
ðàññìàòðèâàÿ N-÷àñòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö

x
1,N
t , x2,Nt , . . . , xN,Nt , x i ,Nt ∈ Rn

dx
i ,N
t = b1(x i ,Nt )dt +

1
N − 1

∑
j 6=i

b2(x i ,Nt , x j ,Nt )dt + dw i
t ,

ãäå w i
t � íåçàâèñèìûå n-ìåðíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.
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Óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà

Ââåäåì

µNt =
1
N

N∑
i=1

δ
x
i,N
t

−

ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñèñòåìû. Òîãäà óðàâíåíèÿ
ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

dx
i ,N
t = b1(x i ,Nt )dt +

N

N − 1

∫
Rn

b2(x i ,Nt , y)µi ,Nt (dy) + dw
i ,N
t .

Ïðè N →∞ ëîãè÷íî îæèäàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ x
1,N
t

ïåðåéäóò â

dxt = b1(xt)dt +

∫
Rn

b2(xt , y)µt(dy) + dwt .
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Óðàâíåíèÿ Ìàêêèíà-Âëàñîâà

Â ðàáîòàõ Áåíàøóðà, Ðóàíåòà, Òàëè è Âàëóà
ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé
Ìàêêèíà-Âëàñîâà ñ êîýôôèöèåíòàìè

b1(x) = 0, b2(x , y) = β(y − x).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

dxt =

∫ ∞
−∞

β(y − xt)µt(dy) · dt + dwt .

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà b1, b2 äîêàçûâàþòñÿ
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïðîöåññà, à
òàêæå èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìû èçó÷àåì äèñêðåòíûé âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, à èìåííî,
ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå x(t) íà Z ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíèåì è èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäà,
çàâèñÿùèìè îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà
p(t) = {pn(t)}n∈Z :

n→ n + 1 : λn(t) =
∑
k∈Z

pk(t)F (k − n)

n→ n − 1 : µn(t) =
∑
k∈Z

pk(t)F (n − k),

ãäå F (·) : Z→ R+ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.



Ââåäåíèå Ãëàâà 1 Ãëàâà 2 Ãëàâà 3 Ïóáëèêàöèè

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

Ïåðâûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
óêàçàííûé ïðîöåññ ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèþ p(t) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

dp(t)

dt
= p(t)H[p(t)],

ãäå H[·] � ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Çàìå÷àíèå. Ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè
íåîãðàíè÷åííîé F H[·] � íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.
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Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü B1 è B2 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. B1 ⊂ B2 (êàê
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà). G : B1 → B2 � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Ñèñòåìà ẋ = G (x) èìååò (B1,B2)-ðåøåíèå íà
èíòåðâàëå (a, b), åñëè

1 x(t) � B1- çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
2 ‖x(t + ∆t)− x(t)− G (x(t))∆t‖2 → 0 ïðè ∆t → 0.

Îïðåäåëåíèå

Bβ, β > 0 � ñåìåéñòâî áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîñòîÿùèõ
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}k∈Z ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖x‖β =
∑
k∈Z

β|k||xk |.
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Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

Òåîðåìà

Ïóñòü

F (n) ≤ const ïðè n < 0

F (n) ≤ const · αn ïðè n ≥ 0

òîãäà äëÿ ëþáûõ βin > α3 è 1 ≤ βout < βinα
−1 ñèñòåìà

dp(t)

dt
= p(t)H[p(t)]

èìååò åäèíñòâåííîå (Bβin ,Bβout )-ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî
p(0) ∈ Bβin . Ðåøåíèå çàäàåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé
ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé Ps,t .
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Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

Ñëåäñòâèå

Äëÿ âñåõ p0 ∈ Bβin ∩ P(Z) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí
Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ x(t) = x(t, p0) ∈ Z, t ≥ 0, òàêîé, ÷òî
åãî èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ p0, p(t) ∈ Bβout , à
èíòåíñèâíîñòè ñêà÷êîâ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

n→ n + 1 : λn(t) =
∑
k∈Z

pk(t)F (k − n)

n→ n − 1 : µn(t) =
∑
k∈Z

pk(t)F (n − k)
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Ïðåäëîæåíèå

Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå

E[p(t)] =
∑
k∈Z

kpk(t)

íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Êàê ñëåäñòâèå, ïðîöåññ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêèì (íåò
ñõîäèìîñòè ê åäèíñòâåííîé èíâàðèàíòíîé ìåðå).
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Ïðèìåð 1

Ïóñòü F (n) = en, òîãäà
1 Äëÿ ëþáîãî p(0) ∈ Bβin , βin > e3 x(t) ñóùåñòâóåò.
2 Ïðîöåññ èìååò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
èíâàðèàíòíûõ ìåð π(s) = {πk(s)}, s ∈ R, çàäàâàåìûõ
âûðàæåíèåì

πk(s) =
1

Ξ(s)
e−(k−s)

2

, Ξ(s) =
∑
k∈Z

e−(k−s)
2

3 Äëÿ ëþáîãî r ∈ R âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
óáûâàåò îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ

d

dt
D(p(t)||π(r)) ≤ 0, D(p, q) =

∑
k

pk ln
pk

qk
.
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Ïðèìåð 2

Ïóñòü

F (n) = 0 ïðè n < 0,

F (n) < const · αn ïðè n > 0.

Òîãäà
1 Äëÿ ëþáîãî p(0) ∈ Bβin , βin > α3 x(t) ñóùåñòâóåò.
2 Ïðîöåññ èìååò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
èíâàðèàíòíûõ ìåð π(s) = {πk(s)}, çàäàâàåìûõ
âûðàæåíèåì

πk(s) =


1− {s}, k = [s]

{s}, k = [s] + 1

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå)

Âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

(Óáûâàíèå äèñïåðñèè)

d

dt
D[p(t)] ≤ 0,

ãäå D[p(t)] =
∑

k k
2pk(t)− (

∑
k kpk(t))2.

Äëÿ ëþáîãî r ∈ R

d

dt
ρ(p(t), π(r)) ≤ 0,

ãäå ρ(·, ·) � L2-ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà.
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Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà

Èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî òèïè÷íîé äëÿ
äàííîé ìîäåëè ñèòóàöèåé ÿâëÿåòñÿ

Íàëè÷èå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
èíâàðèàíòíûõ ìåð.

Ñõîäèìîñòü ê îäíîé èç íèõ â çàâèñèìîñòè îò
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà

Òåîðåìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü êðîìå òîãî,
F (n) � âûïóêëàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

F (n) ≤ const · (1 + |n|), n ≥ 0,

òîãäà p(t) ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå íà
ìíîæåñòâå

P(Z) ∩ {p = {pk}k∈Z :
∑
k∈Z

kpk = E[p(0)]}.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

xN = (x1,N , x2,N , . . . , xN,N), xn,N ∈ Z
en = {δnk} = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0)

x̄N =
1
N

N∑
n=1

xn,N

Ðàññìîòðèì Ìàðêîâñêóþ öåïü íà ZN ñ èíòåíñèâíîñòÿìè
ñêà÷êîâ

xN → xN + en, λ
n,N =

1
N

∑
k 6=n

F (xk,N − xn,N) + γ+(x̄N − E )

xN → xN − en, µ
n,N =

1
N

∑
k 6=n

F (xn,N − xk,N) + γ−(x̄N − E )

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî xk,N(0) � íåçàâèñèìûå
p0-ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû.
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Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà

Òåîðåìà
1 Ïóñòü γ+ = γ− ≡ 0, òîãäà äëÿ ëþáûõ T ≥ 0, 0 < δ < 1

sup
0≤t≤T

ρ(Law(x(t)),Law(x1,N(t))) < const · N−δ/2

2 Ïóñòü γ+(x) = −xI{x≤0}, γ−(x) = xI{x≥0}, òîãäà äëÿ
ëþáîãî 0 < δ < 1

sup
t≥0

ρ(Law(x(t)),Law(x1,N(t))) < const · N−δ/2

(Çäåñü ρ � ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà).
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Íåëèíåéíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ

äèôôåðåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå x(t) íà Z ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è èíòåíñèâíîñòÿìè ñêà÷êîâ

n→ n + 1 : λn = e−n+L

n→ n − 1 : λn = en−M .

Öåïü ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé è îáðàòèìîé ñ èíâàðèàíòíîé
ìåðîé

π(n) =
1

Ξ(s)
e−(n−s)

2

, s =
L + M

2
.

Ξ(s) =
∑

n∈Z e
−(n−s)2 � íîðìèðîâî÷íûé ôàêòîð.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå òî æå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, íî â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî L = L(t) è M = M(t) � ôóíêöèè,
çàâèñÿùèå îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ÷åðåç
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dL

dt
= −

∑
n∈Z

pnλn(t) + Cλ,

dM

dt
=
∑
n∈Z

pnµn(t)− Cµ.

(Cλ,Cµ, L(0) = L0,M(0) = M0 � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå
êîíñòàíòû).
Òàêèì îáðàçîì, X (t) = (L(t),M(t), pn(t), n ∈ Z) çàäàåòñÿ
ñèñòåìîé èç (2 +∞) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Îïðåäåëåíèå

B+
α,c � Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç

âåêòîð-ôóíêöèé p = {pn}n∈Z ñ íîðìîé

‖p‖+α,c =
∑
n∈Z

αc
n|pn|, αc

n = exp
(
cn2

2
+ α|n|

)
, α ∈ R, c ∈ R
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Òåîðåìà
1 Ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ò.÷. p(0) ∈ B+

α,1,
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò íà
ïîëóèíòåðâàëå [0,∞) è åäèíñòâåííî â êëàññå

B+
α,1 × C([0,∞))× C([0,∞)).

Êðîìå òîãî, åñëè p(0) ∈ P(Z), òî p(t) ∈ P(Z) äëÿ
âñåõ t ≥ 0.

2 Äëÿ âñåõ p(0) ∈ B+
α,1 ∩ P(Z) ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ x(t) = x(t,X (0)) ñ êîíå÷íîìåðíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè, çàäàâàåìûìè ôîðìóëîé

P(x(t1) = n1, . . . , x(tk) = nk) =

= pn1(t1)PX (0)(n2, t2|n1, t1)·. . .·PX (0)(nk , tk |nk−1, tk−1).
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Òåîðåìà

Åñëè Cλ 6= Cµ, òî x(t) íå èìååò èíâàðèàíòíûõ ìåð.

Åñëè Cλ = Cµ > 0, òî ïðîöåññ èìååò èíòåãðàë
äâèæåíèÿ

K = K (X ) = L + M +
∑
n∈Z

npn.

Ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàâàåìàÿ ïîñòîÿííûì
çíà÷åíèåì K (X ), ñîäåðæèò ðîâíî îäíó íåïîäâèæíóþ
òî÷êó.
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Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì {(Ls ,Ms , πs(n))},
çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà s ∈ R

πs(n) =
1

Ξ(s)
e−(n−s)

2

, Ξ(s) =
∑
n∈Z

e−(n−s)
2

;

Ls = s + lnCλ + ln

∑
n∈Z e

−(n−s)2∑
n∈Z e

−(n−s)2e−n+s

Ms = s − lnCλ + ln

∑
n∈Z e

−(n−s)2∑
n∈Z e

−(n−s)2e−n+s
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Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Äëÿ ëþáûõ 0 < c < 1, α ∈ R p(t) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå
‖ · ‖+α,c ê åäèíñòâåííîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå íà
ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé çíà÷åíèåì K (X (0)).
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