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Ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà
ξ = (ξ1, . . . , ξd) � öåíòðèðîâàííûé íîðìàëüíûé âåêòîð â Rd

Ðàññìîòðèì ïðîñòûå îöåíêè äëÿ õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ

d∏
i=1

ξi

Âñåãäà

P
{ d∏
i=1

ξi > x
}
≤ P

{ d⋃
i=1

{|ξi | > x1/d}
}

≤
d∑

i=1

P{|ξi | > x1/d}

= 2
d∑

i=1

P{ξi > x1/d}



Ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà

Îöåíêà ñíèçó

P
{ d∏
i=1

ξi > x
}
≥ P{ξi > x1/d äëÿ âñåõ i ≤ d}

Åñëè êîîðäèíàòû ξi íåçàâèñèìû, òî

P
{ d∏
i=1

ξi > x
}
≤ Pd{ξ1 > x1/d}

Åñëè ξ1 = . . . = ξd , òî

P
{ d∏
i=1

ξi > x
}
≤ P{ξ1 > x1/d}



Ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà

Â îáåèõ ñëó÷àÿõ

c1e
−c2x2/d ≤ P

{ d∏
i=1

ξi > x
}
≤ c3e

−c4x2/d

Âîïðîñ: êàê ïîñ÷èòàòü àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòè ïðè x →∞?



Ãàóññîâñêèé õàîñ

I ξ = (ξ1, . . . , ξd) � öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé âåêòîð â
Rd , d ≥ 2, ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé B , Bij := Eξiξj

I h : Rd → R � íåïðåðûâíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà
α > 0, ò. å. h(xt) = xαh(t) äëÿ ëþáûõ x > 0 è
t = (t1, . . . , td) ∈ Rd

I h(ξ) � ãàóññîâñêèé õàîñ ïîðÿäêà α

Ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà g ïîðÿäêà α âîñõîäèò ê Âèíåðó
(1938)



Ãàóññîâñêèé õàîñ

I Çàäà÷à: íàéòè àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòè P{h(ξ) > x} è
ïëîòíîñòè âåëè÷èíû h(ξ) íà áåñêîíå÷íîñòè

I Hanson & Wright (1971): âåðõíÿÿ îöåíêà õâîñòà h(ξ) â
ñëó÷àå ïîëèíîìà h ñòåïåíè 2

I Borell (1978), Arcones & Gin�e (1993), Lata la (1999, 2006):
âåðõíèå è íèæíèå îöíåêè äëÿ ïîëèíîìîâ h ñòåïåíè α ≥ 2

I Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâ � îöåíêè ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû h(ξ)



Ãàóññîâñêèé õàîñ

I ξ =d

√
Bη ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð η = (η1, . . . , ηd) èìååò

íåçàâèñèìûå N(0, 1) êîîðäèíàòû

I x > 0:

P{h(ξ) > x} = P{h(
√
Bη) > x} = P{g(η) > x},

ãäå g(u) = h(
√
Bu)

I Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g : Rd → R òîæå îäíîðîäíà
ïîðÿäêà α

I Äàëåå ðàññìàòðèâàåì g(η)



Ïðèìåðû

I g(η) = |η1|α + . . .+ |ηd |α ïîðÿäêà α > 0

I Ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí η1, . . . , ηd
g(η) = η1 . . . ηd ; ïîðÿäîê α = d

I Ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò ãàóññîâñêîãî âåêòîðà
ξ = (ξ1, . . . , ξd) =

√
Bη ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé B

I Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò íåçàâèñèìûõ N(0, 1) âåëè÷èí

g(η) =
d∑

i=1

aiη
2
i

I Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

g(η,η∗) =
d∑

i=1

aiηiη
∗
i



Ïðèìåðû

I Îïðåäåëèòåëü ñëó÷àéíîé ìàòðèöû A = [Aij ]
n
i ,j=1 ñ

íåçàâèñèìûìè N(0, 1) ýëåìåíòàìè

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

Ai ,σi ,

ãäå Sn � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n}
g(A) := detA � íåïðåðûâíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà
α = n.

I Ãàóññîâñêèé îðòîãîíàëüíûé àíñàìáëü
A = [Aij ]

n
i ,j=1 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà

Aij íåçàâèñèìû ïðè 1 ≤ i ≤ j ≤ n
Aij = ηij ïðè j > i
Aii =

√
2ηii



Ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà

I

P{g(η) > x} =
1

(2π)d/2

∫
{v∈Rd :g(v)>x}

e−‖v‖
2/2dv.

I Ââèäó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè g , îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
èìååò âèä

‖v‖αg(v/‖v‖) > x ,

òàê ÷òî

P{g(η) > x} =
1

(2π)d/2

∫
{v: ‖v‖> x1/α

g1/α(v/‖v‖)
, g(v/‖v‖)>0}

e−‖v‖
2/2dv.



Ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà

Çàìåíà ïåðåìåííûõ v = (r , `),
ãäå r = ‖v‖ ≥ 0 è ` = v

‖v‖ ∈ Sd−1.

dv = rd−1J(1, `)d`dr

Ïîëîæèì g(`) = g(v/‖v‖):

P{g(η) > x} =
1

(2π)d/2

∫
r> x1/α

g1/α(`)
, g(`)>0

rd−1e−r
2/2drd`

=
1

2πd/2

∫
`∈Sd−1: g(`)>0

[∫ ∞
x2/α

2g2/α(`)

sd/2−1e−sds

]
d`,

òåîðåìà Ôóáèíè è çàìåíà s = r2/2



Ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà

Âíóòðåííèé èíòåãðàë: íåïîëíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ∫ ∞
y

sβe−sds = yβe−y
[

1 +
n−1∑
k=1

β · · · (β + 1− k)y−k + Rn(y)

]
,

ãäå Rn(y) = O(y−n) ïðè y →∞ äëÿ ëþáîãî n
Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∞

x2/α

2g2/α(`)

sd/2−1e−sds =
x

d−2
α

2d/2−1g
d−2
α (`)

e−x
2/α/2g2/α(`)

×
[

1 +
∞∑
k=1

(d/2− 1) · · · (d/2− k)

(
x2/α

2g2/α(`)

)−k]



Ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà

Èòîãî:

P{g(η) > x} =
x

d−2
α

(2π)d/2

∫
`∈Sd−1:g(`)>0

g
2−d
α (`)e−x

2/α/2g2/α(`)d`

×
[

1 +
∞∑
k=1

(d/2− 1) · · · (d/2− k)

(
x2/α

2g2/α(`)

)−k]
Èíòåãðàëû Ëàïëàñà
Ïàðàìåòðèçàöèÿ íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sd−1



Ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû `(ϕ) = (`1, . . . , `d) ∈ Sd−1,

`1 = cosϕ1

`2 = sinϕ1 cosϕ2

. . .

`d−1 = sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕd−2 cosϕd−1

`d = sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕd−2 sinϕd−1,

ãäå ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd−1) ∈ Πd−1 := [0, π)d−2 × [0, 2π)
ßêîáèàí

det J(ϕ) := sind−2 ϕ1 sind−3 ϕ2 · · · sinϕd−2



Ñâåäåíèå ê èíòåãðàëó Ëàïëàñà

Ýòà çàìåíà ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê èíòåãðàëàì òèïà∫
ϕ∈Πd−1:g(ϕ)>0

a(ϕ)e−f (ϕ)x2/α
dϕ.



Èíòåãðàë Ëàïëàñà
Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè ïðè λ→∞
èíòåãðàëà Ëåáåãà

Iλ =

∫
U
a(u)e−λf (u)du

I U � êîìïàêò â Rd

I a � àìïëèòóäà
I f � ôàçà
I Ïðåäïîëîæåíèÿ:

min
u∈U

f (u) = 0

è
M = {u ∈ U : f (u) = 0}

� m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 0 ≤ m ≤ d − 1
I Îáû÷íî m = 0, ò. å. f (u) èìååò èçîëèðîâàííûå òî÷êè
ìèíèìóìà

I Èíîãäà m = d − 1



Î ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿM
Äëÿ ãàóññîâñêîãî õàîñà m ïðîèçâîëüíî. Íàïðèìåð:
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò íåçàâèñèìûõ N(0, 1) âåëè÷èí

g(η) =
d∑

i=1

aiη
2
i

0 < a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ad−m < ad−m+1 = . . . = ad = 1.

Ïóñòü m ≤ d − 1

g(u) =
d−m∑
i=1

aiu
2
i +

d∑
i=d−m+1

u2
i

Ìàêñèìóì ôóíêöèè g(u) ïðè ‖u‖ = 1 äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ u
ãäå u2

d−m+1 + . . .+ u2
d = 1 è u1 = . . . = ud−m = 0

ÌíîãîîáðàçèåM èìååò ðàçìåðíîñòü m − 1 è åñòü åäèíè÷íàÿ
ñôåðà Sm−1



Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû Ãåëüôàíäà�Ëåðå

Ïåðâûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ

Iλ =

∫
U
a(u)e−λf (u)du

Ñíà÷àëà èíòåãðèðóåì ïî ìíîæåñòâó óðîâíÿ f (u) = c
Çàòåì èíòåãðèðóåì ïî c ≥ 0
Îáû÷íûé èíòåãðàë Ëàïëàñà ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé

df (u) ∧ ωf (u) = dx1 ∧ · · · ∧ dxd

ãäå (d − 1)-ìåðíàÿ ôîðìà ωf (u) íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé Ãåëüôàíäà�Ëåðå



Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû Ãåëüôàíäà�Ëåðå

Åñëè ãðàäèåíò ∇f (u0) íå ðàâåí íóëþ, òî ôîðìà ωf (u)
ñóùåñòâóåò â îêðåñòíîñòè u0;
îãðàíè÷åíèå ýòîé ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèå {u : f (u) = c}
óðîâíÿ ôóíêöèè îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî

ωf (u) =
1

|∇f (u)|2
d∑

j=1

(−1)j−1∂f (u)

∂uj
du1 ∧ · · · ∧ d̂uj ∧ · · · ∧ dud ,

ãäå d̂uj îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ýòîãî ìíîæèòåëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî,∫

U
a(u)e−λf (u)du =

∫ ∞
0

e−λc

(∫
f (u)=c

a(u)ωf (u)

)
dc .



Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû Ãåëüôàíäà�Ëåðå

Ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ â íóëå èíòåãðàëà

F (c) =

∫
f (u)=c

a(u)ωf (u).

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà � ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå âèäà

F (c) = F0c
ρ0 + F1c

ρ1 + · · · ïðè c ↓ 0,

îñîáåííî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè m ìíîãîîáðàçèÿ
M.
Èíòåãðàë ïî c :

Iλ = F0Γ(ρ0 + 1)λ−ρ0−1 + F1Γ(ρ1 + 1)λ−ρ1−1 + · · · .

Combet (1982), m = 0



Ìåòîä Ëàïëàñà

Äðóãîé ìåòîä.

Iλ =

∫
U
a(u)e−λf (u)du

I Ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ìíîãîîáðàçèþM è
èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëàïëàñà äëÿ
îäíîòî÷å÷íîãî ìèíèìóìà.

I Ñíà÷àëà óòî÷íèì êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ëàïëàñà â ñëó÷àå
ïðîñòîãî ìèíèìóìà, m = 0.

I Ïóñòü f ∈ C 2(U)

I f ′′(u) :=
[
f ′′ij , i , j = 1, . . . , d

]
� Ãåññèàí ôàçû f â òî÷êå u



Ìåòîä Ëàïëàñà

Òåîðåìà

Ïóñòü u0 � åäèíñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ â U òî÷êà ìèíèìóìà

ôóíêöèè f (u) ≥ 0 è

f (u0) = 0, inf
u:‖u−u0‖≥ε

f (u) > 0 äëÿ ëþáîãî ε > 0.

Ïðåäïîëîæèì íåâûðîæäåííîñòü ìèíèìóìà, ò. å.

det f ′′(u0) > 0.

Åñëè a ∈ C 2r (U) è f ∈ C 2r+2(U) äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ Z+, òî∫
U
a(u)e−λf (u)du = λ−d/2

[
c0+

r∑
i=1

ciλ
−i+o(λ−r )

]
ïðè λ→∞,

ãäå

c0 = a(u0)
(2π)d/2√
det f ′′(u0)

.



Ìåòîä Ëàïëàñà

I Òðåáóåòñÿ ìíîãî ïðîèçâîäíûõ � ýòî íåîáõîäèìî

I Bender & Orszag (1999), äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ, r = 1,
d = 1

I Ôåäîðþê (1977)

I Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, r =∞, Combet (1982)

I Wong (1989)

I Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà u0 è êîíå÷íîå r , Bleistein & Handelsman
(1975)

I Fulks & Sather (1961)



Ìåòîä Ëàïëàñà

I Îáîáùåíèå íà ïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé

Iλ,θ =

∫
U
a(u, θ)eλf (u,θ)du,

ãäå θ ∈ Θ � ïàðàìåòð

I f ∈ C 2(U) äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ



Ìåòîä Ëàïëàñà

Òåîðåìà

Ïóñòü f (u, θ) ≥ 0 èìååò åäèíñòâåííûé âíóòðåííèé ìèíèìóì â

U, u0(θ),

f (u0(θ), θ) = 0, inf
θ∈Θ,u:‖u−u0(θ)‖≥ε

f (u, θ) > 0 äëÿ ëþáîãî ε > 0.

Ïóñòü det f ′′(u0(θ), θ) > 0 äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ.

Ïóñòü, äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ Z+, a ∈ C 2r (U) è f ∈ C 2r+2(U) ïî

u ∈ U äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ. Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå a(u, θ)
ïîðÿäêà 2r è f (u, θ) ïîðÿäêà 2r + 2 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû ïî

θ ∈ Θ, òî∫
U
a(u, θ)e−λf (u,θ)du = λ−d/2

[
c0(θ) +

r∑
i=1

ci (θ)λ−i + ψ(λ, θ)

]
,

ãäå ψ(λ, θ)λr → 0 ïðè λ→∞ ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ Θ.



Ìåòîä Ëàïëàñà

I M � ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ôàçû f (u)

I m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû, 1 ≤ m ≤ d − 1,
êîíå÷íûé îáú¼ì

I Ïóñòü òî÷êèM � òî÷êè íåâûðîæäåííîãî ìèíèìóìà, ò. å.
äëÿ ëþáîãî v ∈M ðàíã ìàòðèöû f ′′(v) ðàâåí d −m.

I det f ′′d−m(v) � íåíóëåâîé (d −m)-ìèíîð ìàòðèöû f ′′(v)

I Ôèêñèðóåì k ∈ Z+

I Ïóñòü ìíîãîîáðàçèåM ÿâëÿåòñÿ C 2r+2-ãëàäêèì



Ìåòîä Ëàïëàñà

Òåîðåìà

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0

inf
u∈U:ρ(u,M)‖≥ε

f (u) > 0.

Ïóñòü

inf
v∈M

det f ′′d−m(v) > 0.

Åñëè a(u) ∈ C 2r è f (u) ∈ C 2r+2, òî

Iλ = λ−
d−m

2

(
c0 +

r∑
i=1

ciλ
−i + o(λ−r )

)
ïðè λ→∞,

ãäå

c0 := (2π)
d−m

2

∫
M

a(v)√
det f ′′d−m(v)

dV .



Îáîáùåíèå: âåéáóëëîâñêèé õàîñ

I d ≥ 2, η = (η1, . . . , ηd)

I βa > −d è β > 0

I ïëîòíîñòü

pη(v) = a
( v

‖v‖β

)
‖v‖βaβ e

−f ( v
‖v‖β

)‖v‖ββ , v ∈ Rd ,

I a è f � íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè íà åäèíè÷íîé ñôåðå
Sd−1,β â Lβ



Îáîáùåíèå: âåéáóëëîâñêèé õàîñ

Òåîðåìà

Ïóñòü a ∈ C 2r è g , f ∈ C 2r+2 äëÿ íåêîòîðîãî r ≥ 0.
Òîãäà

P{g(η) > x} ∼ h0x
2d+2βa−(d+1)β

2α e−f̂0x
β/α

ïðè x →∞ è

f̂0 := min
`∈Sd−1,β

f (`)

gβ/α(`)
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