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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Ïóñòü äàíà ïàðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (Y ,X ), ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå {0, 1} × Rp. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ h : Rp→R òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Rp èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

P(Y = 1|X = x) =
exp{h(x)}

1 + exp{h(x)}
.

R.Gramacy, A. Genkin, D. B�ohning, E.Makalic, L.Meier,
S. Vishwanathan, J. Friedman, V. Chernozhukov, A.DeMaris,
K.A.Doksum, D. Ruppert, J.Wake�eld, Y. Huang.
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Ìîäåëè ñ âàðüèðóþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y è ñëó÷àéíûé âåêòîð
(R1, . . . ,Rp,X1, . . . ,Xp)

>, ãäå p ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå Y çàâèñèò îò ëèíåéíîãî ïðåäèêòîðà η, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

η = β0 + X1β1(R1) + . . .+ Xpβp(Rp),

ãäå β0 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à βi(·), i = 1, . . . , p,
íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè.
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Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà

I Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

I Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

I Êâàíòèëüíàÿ ðåãðåññèÿ

I Çàäà÷è ñ öåíçóðèðîâàíèåì äàííûõ

D.Hosmer, S. Hossain, R.-C. Hwang, B. Kai, T. Hoshino,
B.J. Reich, R. Zhang, A. Antoniadis, H. He. J.Wake�eld.
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Îïèñàíèå ìîäåëè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàí íàáîð ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
(Y ,X ,Z ,U), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå
{0, 1} × Rp ×Rd ×R . Ïóñòü ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
α : R→R, β : R→Rp è âåêòîð γ0 ∈ Rd òàêèå, ÷òî
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó:

P(Y = 1|X ,Z ,U) =
exp{−α(U)− β(U)>X − γ>0 Z}

1 + exp{−α(U)− β(U)>X − γ>0 Z}
.
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Ïîñòðîåíèå îöåíêè

Âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíî-ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé â òî÷êå u0.

α(u) ≈ α(u0) + α′(u0)(u − u0) è β(u) ≈ β(u0) + β′(u0)(u − u0).

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

θ0(u0) := (α(u0), α′(u0), β(u0)>, β′(u0)>, γ>0 )>. Ââåäåì
ñèììåòðè÷íóþ ÿäåðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ñ îãðàíè÷åííûì

íîñèòåëåì K (x). Îáîçíà÷èì µi =
∫
R x iK (x)dx .
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Ïîñòðîåíèå ïåðâîé îöåíêè

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ó÷åòîì ëîêàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Ln(a0,a1,b0,b1,c ;u0)=

=
n∑

q=1

[I(Yq = 1)Lq + log(1 + exp{−Lq})]K

(
Uq − u0

hn

)
,

ãäå

Lq = a0+a1(Uq−u0)+b>0 Xq+b>1 Xq(Uq−u0)+c>Zq, q = 1, . . . , n.
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Ïîñòðîåíèå ïåðâîé îöåíêè

θ̃n(u0) := (α̃0,n, α̃1,n, β̃
>
0,n, β̃

>
1,n, γ̃

>
n )>[u0] =

= argminLn(a0, a1, b0, b1, c ; u0)

ãäå a0, a1 ∈ R, b0, b1 ∈ Rp è c ∈ Rd . Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî γ̃n
çàâèñèò îò ïàðàìåòðà u0.
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Óñëîâèÿ

A1. Êîýôôèöèåíòû α(u) è β(u) èìåþò ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííûå ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî u äëÿ âñåõ

u ∈ R.
A2. Ïëîòíîñòü f (x , z , u) èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå

ïåðâûå äâå ïðîèçâîäíûå ïî u.

A3. Ñëó÷àéíûå âåêòîðà X è Z îáëàäàþò êîíå÷íûìû òðåòüèìè

àáñîëþòíûìè ìîìåíòàìè.

A4. Ïëîòíîñòü fU(u) íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ u ∈ R.
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Âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó D è ôóíêöèþ

R : Rp ×Rd ×R→R.

D =


1 0 X> 0

>
p Z>

0 µ2 0
>
p µ2X

> 0
>
d

X 0p XX> 0p,p XZ>

0p µ2X 0p,p µ2XX
> 0p,d

Z 0d ZX> 0d ,p ZZ>

 ,

R(x , z ; u) =
exp{−α(u)− β(u)>x − γ>0 z}(

1 + exp{−α(u)− β(u)>x − γ>0 z}
)2 .
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Òåîðåìà 1

Ïóñòü (hn)n∈N� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

òàêàÿ, ÷òî nhn→∞ è hn→0 ïðè n→∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ A1-A4. Òîãäà, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

u0 ∈ R ìàòðèöà W (u0) = E(R(X ,Z ,U)D|U =u0) íå âûðîæäåíà,
òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∥∥∥θ0(u0)− θ̃n(u0)

∥∥∥ = Op(cn), ïðè n→∞,

ãäå cn =
(

1√
nhn

+ h2n

)
.
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Ïîñòðîåíèå âòîðîé îöåíêè

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ L̂n : Rd→R

L̂n(c) =
n∑

q=1

I (Yq = 1)
(
α̃0,n(Uq) + β̃0,n(Uq)>Xq + c>Zq

)
+

+ ln
(

1 + exp
{
−α̃0,n(Uq)− β̃0,n(Uq)>Xq − c>Zq

})
.

Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî γ̂n = argmin L̂n(c), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ

ïî âñåì c ∈ Rd .
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A5. Äëÿ ïëîòíîñòè fU(u) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû U íàéäåòñÿ

òàêîå ÷èñëî p > 0, ÷òî
∫
R fU(u)1−pdu <∞.

Òåîðåìà 2

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû è óñëîâèå

A5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

%, ÷òî äëÿ âñåõ v ∈ R2+2p+d è u ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

v>W (u)v ≥ %‖v‖2. Òîãäà åñëè nh8n = O(1) è
ln2(hn)/(nhn) = O(1), òî ïðè n→∞ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå.

‖γ̂n − γ0‖ = Op

(
1√
n

)
.
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Ïðåäñòàâëåííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü èññëåäîâàíèÿ,

ïðîâåäåííûå â ðàáîòå J. Li, C. Zhang, K.A.Doksum è

E.V.Nordheim. Â íåé ñòðîèòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ îöåíêà. Ïîýòîìó

ïðåäåëüíûå òåîðåìû ïîñâÿùåíû òîëüêî ñëåäóþùåìó âåêòîðó

ðàçíîñòåé.

√
nhn

 γ0z1 − γ̃nz1 + α0(u1)− α̃0,n(u1)
...

γ>0 zL − γ̃>n zL + α0(u1)− α̃0,n(uL)


R.-C. Hwang, R. Zhang, C.J. Huang, J.Wake�eld, N.M�uller-Lenke,

K. Bendfeldt,. . .
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Ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïîñëåäíåé òåîðåìû. Òîãäà

ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Σ òàêàÿ, ÷òî ïðè n→∞
èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

√
n (γ0 − γ̂n)

law→ V ∼ N(0,Σ).
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Ëåììà (Y.Mack, B. Silverman)

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð.ñ.â. (ξ, ζ), (ξq, ζq)∞q=1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ

E |ζ|r <∞ è supx∈R
∫
R |y |

r fξ,ζ(x , y)dy <∞. Òîãäà åñëè

n2 ε−1hn→∞ äëÿ íåêîòîðîãî ε < 1− r−1, òî ïðè n→∞ èìååì

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣ 1

nhn

n∑
q=1

[
K

(
ξq − x

hn

)
ζq − E

(
K

(
ξ − x

hn

)
ζ

)]∣∣∣∣∣∣ = Op (rn) ,

Ãäå rn = [ln(1/hn)/(nhn)]1/2. Åñëè òàêæå äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑
n h

λ
n <∞, òî ñõîäèìîñòü ïî

âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé òåîðåìû

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ln(θ) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äî âòîðîãî

ñëàãàåìîãî ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà äàåò

Ln(θ) = Ln(θ0(u)) + Sn(θ0(u0), u0)>(θ − θ0(u0))+

+
1

2
(θ − θ0(u0))>Wn(θ0(u0), u0)(θ − θ0(u0)) +

1

3
Fn((θ − θ0(u0), θ0(u0)).

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå:

H(h) = diag
(

1, h, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
p

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
d

)
, h ∈ R.

À.Õàïëàíîâ Èññëåäîâàíèå îöåíîê ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè



Ââåäåíèå
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ

Îïðåäåëèì ìàòðèöó Q ñëåäóþùèì îáðàçîì

Q = diag

1, 0, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d

 .

Ëåììà
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Òåîðåìû 2. Òîãäà äëÿ ïîñòðîåííîé

îöåíêè θ̃n(u) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå.

HnQ(θ̃n(U)−θ0(U))=
Q

nhnfU(U)
W−1(U)H−1n Sn(θ0(U);U)+Op(ηn),

ãäå ηn = (h2n + rn)2.
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Òåîðåìà (K.Kato (2009))

Ïóñòü ôóíêöèè fn(x , τ) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëîé ïî x äëÿ âñåõ τ è

îãðàíè÷åííîé ïî τ äëÿ âñåõ x . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà

ôóíêöèÿ gn(x , τ) = −x>Wn(τ) + 1
2x
>Q(τ)x . Ïóñòü òàêæå äëÿ

âñåõ x ∈ Rp

sup
τ∈T
|fn(x , τ)− gn(x , τ)| P→ 0,

è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0 òàêàÿ, ÷òî

lim sup
n→∞

P

(
sup
τ∈T
‖Wn(τ)‖ > M

)
≤ ε .

Òîãäà

xn(τ) = Q(τ)−1Wn(τ) + rn(τ),

ãäå xn(τ) = argminx fn(x , τ) è supτ ‖rn(τ)‖ = op(1).
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