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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ

ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ òâåðäîãî òåëà. Èçó÷àåòñÿ åå ïîâåäåíèå

ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ. À èìåííî,

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè

ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû.

âîçìóùåíèÿ áåëûì ãàóññîâñêèì øóìîì.
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Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó èç N ÷àñòèö (ìîëåêóë)

îäèíàêîâîé ìàññû m.

z0, z1, z2, . . . , zN−1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0

zk(0) = ka, żk(0) = 0, k = 0, . . . ,N − 1.

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

z0(t) ≡ 0 � ëåâàÿ ÷àñòèöà çàêðåïëåíà.

Íà êðàéíþþ ïðàâóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ñèëà

f > 0.
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Îïèñàíèå ìîäåëè

Äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(z, ż) =
N−1∑
k=1

p2k
2m

+
N−1∑
k=1

V (zk − zk−1)− fzN−1,

ãäå

pk = mżk � èìïóëüñû ÷àñòèö.

V (z) : R→ R � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

ñîñåäÿìè.
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Îïèñàíèå ìîäåëè

Îòíîñèòåëüíî V (z) îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

V (z)→∞ ïðè z → 0, V (z)→ 0 ïðè z →∞.
V (z) âûïóêëà íà èíòåðâàëå (0, b) è âîãíóòà íà èíòåðâàëå

(b,∞).

V (z) èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì V (a) < 0 â òî÷êå

a > 0, ïðè÷åì a < b <∞.
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Ïîòåíöèàë Ëåííàðä-Äæîíñà

Íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ïîòåíöèàë

Ëåííàðä-Äæîíñà

V (z) = 4ε

[(σ
z

)12
−
(σ
z

)6]
.

Çäåñü

ε � ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû.

σ � ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ.
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Ìîòèâàöèÿ

Ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ ìåðà Ãèááñà

p(z, ż) =
1

Z (β)
e−βH(z,ż), β > 0,

äëÿ ñèñòåìû íå îïðåäåëåíà (íàïîìíèì, ÷òî f > 0) (ñèñòåìà

ìåòàñòàáèëüíà). Ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà:

Èçìåíèòü V (z) ïðè áîëüøèõ z òàê, ÷òî V (z)→∞ ïðè

z →∞. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíÿòü ãèááñîâñêóþ èäåîëîãèþ â

óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåìïåðàòóðîíîãî è

óïðóãîãî ðàñøèðåíèÿ.

Èñêàòü îêðåñòíîñòü O(a) òî÷êè ìèíèìóìà òàêóþ, ÷òî ïðè

íà÷àëüíûõ äàííûõ òðàåêòîðèÿ íèêîãäà íå âûõîäèò çà O(a),
è ðàññìàòðèâàòü ìåðó Ãèááñà íà ñîîòâåòñòâóþùåì

êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìû èäåì ïî âòîðîìó ïóòè, ïðåäïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïîòåíöèàë èìååò êâàäðàòè÷íûé

âèä

V (z) =
κ(z − a)2

2
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

A(N, k , l , f , κ,m) = sup
t≥0
|zk+l (t)− zk(t)|.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå ââåäåíîãî ôóíêöèîíàëà ïðè

ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ N, k è l .
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Íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ

Ââåäåì

xk(t) = zk(t)− ka � îòêëîíåíèÿ ÷àñòèö îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ.

FN(x) = x ln N
x
, x > 0, � âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

σ = f /κ � îñíîâíîé ïàðàìåòð.

Îòìåòèì, ÷òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ

xk+l (t)− xk(t) = σl , 0 ≤ k < k + l < N
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Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà

Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ âñåõ k ∈ Z+,

l ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

0 ≤ k < k + l ≤ (1− ε)N,

èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

σ(l + c1FN(l)) ≤ sup
t≥0

(xk+l (t)− xk(t)) ≤ σ(l + c2FN(l)),

σ(l − c3FN(l)) ≤ inf
t≥0

(xk+l (t)− xk(t)) ≤ σ(l − c4FN(l))

äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2, c3, c4 > 0, ïðè÷åì c1, c3 ìîãóò çàâèñåòü îò

ε.
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Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ε ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ âñåõ k ∈ Z+,

l ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

0 ≤ k < k + l ≤ (1− ε)N,

èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

sup
t≥0
|xk+l (t)− xk(t)| ' σl ln N

l
.
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Äèíàìè÷åñêèé ôàçîâûé ïåðåõîä

Ïîëîæèì a = 1/N, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå

ñêåéëèíãè σ = σ(N). Ïîëó÷èì

double scaling limit

sup
0≤k≤(1−ε)N

t≥0

a−1|zk+1(t)− zk(t)| =

{
1, σ(N)N lnN → 0;

∞, σ(N)N lnN →∞.
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Ñðàâíåíèå ñî ñòàòè÷åñêèì ñëó÷àåì

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íóëåâîé òåìåïåðàòóðû (ñòàòè÷åñêèé). Â

ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà: zk − zk−1 = h = a+σ. Ïîýòîìó çäåñü

sup
0≤k≤N−1

a−1|zk+1 − zk | =

{
1, σ(N)N → 0;

∞, σ(N)N →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷èå îïðåäåëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì

ìíîæèòåëåì.
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Ñðàâíåíèå ñî ñòàòè÷åñêèì ñëó÷àåì

Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà òèïà Ëåííàðä-Äæîíñà

V (r) = −cn
rn

+
cm

rm
, 0 < n < m, cn > 0, cm > 0,

èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè a = 1/N, òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

σ =
f

κ
≤ C

N
,

ãäå κ = V ′′(a), è

C = C (n,m) =
1

m − n

((
m + 1

n + 1

)− n+1
m−n

−
(
m + 1

n + 1

)− m+1
m−n

)
.
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Ñîñòàâèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ xk(t). Åå
ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
è ïîëó÷èòü

In,k,l (t) = σ−1(xk+l (t)− xk(t)− σl) = −
2

2N − 1

2N−2∑
m=1

cm cosωmt, ãäå

cm = sin−2 πm

4N − 2
sin

πm

2
cos

πm

4N − 2
sin

πml

4N − 2
cos

πm(k + l/2)

2N − 1
,

ωm = 2

√
k

m
sin

πm

2N
.

Ðàçëîæèì In,k,l(t) â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

In,k,l (t) =
∑

m<N/ ln lnN

+
∑

m≥N/ ln lnN

= I1 + I2.

Îöåíèì êàæäîå èç äâóõ ñëàãàåìûõ ïî îòäåëüíîñòè

sup
t≥0

|I1| ' N
−1

∑
m<N/ ln lnN

|cm| ' l ln
N

l
;

sup
t≥0

|I2| ≤ N
−1

∑
m≥N/ ln lnN

|cm| = O(ln lnN).
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Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì âñå òó æå ñèñòåìó èç N ÷àñòèö, îäíàêî íà ýòîò ðàç

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ëåâàÿ ÷àñòèöà íå çàêðåïëåíà.

íà êðàéíþþ ïðàâóþ ÷àñòèöó âîçäåéñòâóåò áåëûé

ãàóññîâñêèé øóì fε(t) = εẇt .
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à

Îöåíèòü âðåìÿ äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî óðîâíÿ h ðàçíîñòè

∆ε
i = zi+1 − zi − a

τ εi = inf{t ≥ 0 : |∆ε
i | ≥ h}, i = 0, . . . ,N − 2,

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ i , h, ε è N.
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Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà

Ïðè âñåõ N ≥ 2, i = 0, 1, . . . ,N − 2,

ε2τ εi → τi ,

ãäå τi � ìîìåíò âûõîäà 2(N − 1)-ìåðíîãî áðîóíîâñêîãî

äâèæåíèÿ èç íåïóñòîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà Di ,N,h â R2(N−1).
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Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Îáëàñòü Di ,N,h èìååò âèä

Di ,N,h = {r ∈ R2(N−1) : Ji ,N(r) ≤ h},

ãäå

Ji ,N(r) =
1

N

√
2m

k
sup
s∈R

∣∣∣∣∣
N−1∑
m=1

am,i (xm cos(ωms) + ym sin(ωms))

∣∣∣∣∣ ,
r = (x, y) = (x1, y1, . . . , xN−1, yN−1),

am,i = cos
πm

2N
sin

πm(i + 1)

N
, ωm = 2

√
k

m
sin

πm

2N
.
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Ñëåäñòâèå

Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Ïðè÷åì äëÿ âñåõ i ∈ {0, 1, . . . ,N − 2} τi è τN−i−2 ðàñïðåäåëåíû
îäèíàêîâî.

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèëà

äåéñòâóåò òîëüêî íà îäíó êðàéíþþ ÷àñòèöó, àñèìïòîòèêà

âðåìåíè ðàçðûâà c ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîíû ñîâïàäàþò.
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Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Ñîñòàâèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ xk(t). Åå ìîæíî
ðåøèòü ïðè ïîìîùè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ïîëó÷èòü

xk+1(t)− xk(t) = −
2

N

N−1∑
m=1

sin
πm

N
sin

πm(i + 1)

N
αε
m(t), ãäå

α̈ε
m(t) + ω2mα

ε
m(t) = εẇt , αm(0) = α̇m(0) = 0,

ωm = 2

√
k

m
sin

πm

2N
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî, ïðîâåðèì, ÷òî

rε(t) = (qε1 , p
ε
1 , . . . , q

ε
N−1, p

ε
N−1)

(
t

ε2

)
→W 2(N−1), ãäå(

qεm
pεm

)
=
√
2ωm

(
cosωmt − sinωmt
sinωmt cosm t

)(
αε
m

ω−1
m α̇ε

m

)
Îñòàåòñÿ ïåðåïèñàòü xk+1(t)− xk(t) â òåðìèíàõ rε(t) è ïðîàíàëèçèðîâàòü
ôîðìóëó.
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