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Çàäà÷è ê ëåêöèè 2
Çàäà÷êè ìîæíî ñäàâàòü Àðò¼ìó è Íèêîíó (êîìíàòà 229-Á) â ëþáîå âðåìÿ,
êîãäà ìû íå èãðàåì â ôóòáîë/âîëëåéáîë/...
Åñëè âîçíèêàþò âîïðîñû ïî ëåêöèÿì è çàäà÷êàì, òî ñìåëî çàäàâàéòå! Ëèñòî÷-
êè ñ çàäà÷êàìè, ëåêöèè è ëèòåðàòóðà äîñòóïíû íà äèñêå O â ïàïêå materials/avilov-
kurnosov.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå d = s3 − 1 óðàâíåíèå x3 − dy3 = 1 (êóáè÷åñêèé
àíàëîã óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ) èìååò ðåøåíèå

2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x2 − 2y2 = 1. Íàéäèòå (3, 2)n, n = 4, 6. Íàñêîëüêî
òî÷íî îíè àïïðîêñèìèðóþò

√
2? Êàêèì ïîäõîäÿùèì äðîáÿì îíè ñîîòâåòñòâóþò?

3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2 − qy2 = 1 ñ q = m2 + 1. Ïîêàæèòå, ÷òî
öåëûå ðåøåíèÿ åãî èìåþò âèä x = 2m2 + 1 è y = 2m.

4. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè |p− qα| ≤ |pn − qnα| è 0 < q < qn+1, òî p = pn, q = qn
(ëåììà èç ëåêöèè), ãäå p, q - öåëûå.

5. Íàéäèòå âñå òðåóãîëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè êâàäðàòàìè.
6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òðîåê ïîäðÿä èäóùèõ öåëûõ

÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë.
7. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x2 −mxy + y2 = 1, ãäå m -öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå,

÷òî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x, y - ñîñåäíèå ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì zk+1 = mzk − zk−1 è z0 = 0, z1 = 1.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëèòåëè (pn) è çíàìåíàòåëè (qn) ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê
öåïíûì óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:

pn+1 = pnan+1 + pn−1, qn+1 = qnan+1 + qn−1.

9. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

ma2 + 2nab+ kb2 = 1,

ãäå m,n, k - öåëûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî m > 0 è mk − n2 = 1. Âåðíî ëè, ÷òî îíî
èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå?

10.* Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Q(x, y) = x2 + xy − y2,

òîãäà
a) Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèÿ Q(x, y) = 1 ýòî (F2n+1, F2n+2), ãäå Fn - n-îå ÷èñëî

Ôèáîííà÷÷è.
b) Ïðîâåðüòå, ÷òî
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