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Исследуется нелокальная краевая задача для линейной системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений дробного порядка с постоянными коэффициентами. Дроб-
ная производная порядка α ∈ (0, 1] понимается в смысле Римана — Лиувилля. Кра-
евые условия связывают следы дробного интеграла от искомой вектор-функции на
концах отрезка [0, l]. Методом функции Грина получено представление решения, до-
казана теорема об однозначной разрешимости исследуемой краевой задачи.

Kлючевые слова: система обыкновенных дифференциальных уравнений, производные
дробного порядка, нелокальная краевая задача, функция Грина.

Введение
Рассмотрим систему уравнений

Dα
0xu− Au(x) = f(x), 0 < α 6 1, (1)

где Dγ
0t — оператор дробного интегро-дифференцирования Римана — Лиувилля

[1, c. 9], u(x) = (u1(x), u2(x), . . . , un(x)) и f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) — соот-
ветственно искомая и заданная вектор-функции, A — действительная квадратная
матрица порядка n.

В 1954 году J.H.Barrett [2] исследовал начальную задачу для уравнения

Dα
axy(x) + λy(x) = h(x),

lim
x→a

Dα−i
ax y(x) = Ki, i = 1, 2, . . . , n, n− 1 < Re(α) < n, n ∈ N.

Системы линейных обыкновенных уравнений дробного порядка впервые были
исследованы в работах В.К.Вебера [3–6] и М.И.Иманалиева, В.К.Вебера [7]. В
работе [3] в терминах функции Миттаг-Леффлера матричного аргумента было вы-
писано решение задачи Коши для системы уравнений

Dα
0xy(x) = Ay(x), 0 < α 6 2,

с постоянной матрицей A. Асимптотическое поведение при x→∞ различных реше-
ний этой системы (в том числе и фундаментальной матрицы) изучено в работах [4]
и [7]. Позже В.К.Вебер рассмотрел задачу Коши для неоднородной системы

Dα
0xy(x) = A(x)y(x) + f(x), n− 1 < α 6 n, n = 1, 2, . . . ,
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с непрерывной матрицей-функцией A(x) при x > 0 [5], а в работе [6] построил
фундаментальное решение такой системы с постоянной матрицей A в терминах
функции Миттаг-Леффлера матричного аргумента. Также в работе [6] приведе-
ны примеры некоторых прикладных задач, приводящих к системам уравнений с
дробными производными.

А.А.Чикрий и И.И.Матичин в работах [8] и [9], с помощью преобразования Ла-
пласса, получили решения задач Коши для систем уравнений вида (1), с производ-
ными Римана — Лиувилля, Герасимова — Капуто и Миллера — Росса. В работах [10]
и [11] с помощью матричной функции Миттаг-Леффлера авторы аналитически и
численно исследовали решения начальных задач для систем уравнений с дробными
производными Римана — Лиувилля и Герасимова — Капуто.

Отметим, что в работах [12] и [13] исследованы краевые задачи для многомер-
ных систем уравнений с частными производными дробного порядка. В работе [14]
обращено внимание на то, что в одномерном случае эти результаты совпадают с
результатами работы [3].

В работе [15] исследована начальная задача для системы вида (1) с дробными
производными Джрбашяна — Нерсесяна. На основе доказанных свойств матричной
функции Миттаг-Леффлера было получено общее представление решений исследу-
емой системы и доказана теорема об однозначной разрешимости задачи Коши.

В настоящей работе исследуется нелокальная краевая задача для системы урав-
нений (1) c краевыми условиями, связывающими следы дробного интеграла от ис-
комой вектор-функции на концах отрезка [0, l]. Исследована структура решения
краевой задачи, определена и построена соответствующая функция Грина, полу-
чено представление решения. Доказаны теорема об однозначной разрешимости ис-
следуемой краевой задачи.

1. Вспомогательные сведения
Оператор Dν

ax дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана — Ли-
увилля порядка ν определяется следующим образом [1, c. 9]:

Dν
axg(x) =

sign(x− a)

Γ(−ν)

x∫
a

g(t)dt

|x− t|ν+1
, ν < 0,

при ν > 0 оператор Dν
ax можно определить с помощью рекурсивного соотношения

Dν
axg(x) = sign(x− a)

d

dx
Dν−1
ax g(x), ν > 0,

где Γ(z) — гамма-функция Эйлера.
Имеют место равенства

Dν
0xg(x− t)η(x− t) = Dν

xtg(x− t)η(x− t), ν < 0, (2)

Dν
xtg(x− t) = Dν

0zg(z)
∣∣
z=x−t, ν < 0, (3)

Dν
ltg(x− t)η(x− t) = Dν

0zg(z)
∣∣
z=x−t, ν < 1. (4)

Регуляризованная дробная производная (производная Герасимова — Капуто)
[16; 17] определяется с помощью равенства

∂νaxg(x) = signn(x− a)Dν−n
ax g(n)(x), n− 1 < ν 6 n, n ∈ N.
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Следующая формула [1, c. 34]

b∫
a

f(t)Dα
atg(t)dt =

b∫
a

g(t)Dα
btf(t)dt, ν < 0, (5)

известна как формула дробного интегрирования по частям.
Известно [3] (см. также [9; 15]), что решение задачи Коши

lim
x→0

Dα−1
0x u(x) = u0, u0 = (u0

1, . . . , u
0
n),

для системы (1) имеет вид

u(x) = G0(x)u0 +

x∫
0

G0(x− t)f(t)dt,

где G0(x) = xα−1Eα,α(Axα) — фундаментальное решение системы (1),

Eα,β(z) =
∞∑
i=0

zi

Γ(αi+ β)
, α > 0, β > 0,

есть функция Миттаг-Леффлера [18].
Справедливы следующие свойства функции Миттаг-Леффлера матричного ар-

гумента [15]:

Eα,β(Az) =
1

Γ(β)
I + AzEα,β+α(Az); (6)

Dµ
0xx

β−1Eα,β(Axα) = xβ−µ−1Eα,β−µ(Axα), β − µ > 0; (7)

(Dα
0x − A)xβ−1Eα,β(Axα) =

xβ−α−1

Γ(β − α)
I, β − α > 0; (8)

lim
x→0

xβ−1Eα,β(Axα) =

{
0, β > 1,
I, β = 1,

(9)

где I — единичная матрица.

2. Постановка задачи и представление решений
Задача 1. Найти решение системы (1), удовлетворяющее условиям

M lim
x→0

Dα−1
0x u(x) +N lim

x→l
Dα−1

0x u(x) = u∗, u∗ = (u∗1, u
∗
2, . . . , u

∗
n), (10)

гдеM и N — заданные постоянные квадратные матрицы порядка n, u∗ — заданный
постоянный вектор.

Определение 1. Регулярным решением системы (1) будем называть функцию
u(x), удовлетворяющую уравнению (1) в интервале (0, l), такую, что Dα−1

0x u(x) ∈
C[0, l] ∪ C1(0, l), Dα−1

0x u(x) ∈ L(0, l).

Теорема 1. Пусть f(x) ∈ L(0, l), функция Z(x, t), определённая в области Ω =
{(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < l}, такова, что:

1) Dα−1
0x Z(x, t) ∈ C

(
Ω \ {x = t}

)
, ∂
∂t
Dα−1

0x Z(x, t) ∈ L(0, l), x ∈ (0, l);

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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2) функция Z(x, t) является решением уравнения

∂αltD
α−1
0x Z(x, t)−Dα−1

0x Z(x, t)A = 0; (11)

3) при x = t функция Dα−1
0x Z(x, t) имеет разрыв:

lim
t→x−0

Dα−1
0x Z(x, t)− lim

t→x+0
Dα−1

0x Z(x, t) = I. (12)

Тогда всякое регулярное решение системы (1) представимо в виде

u(x) = Z(x, 0)Dα−1
00 u− Z(x, l)Dα−1

0l u+

l∫
0

Z(x, t)f(t)dt, (13)

где Dα−1
00 u = lim

x→0
Dα−1

0x u(x), Dα−1
0l u = lim

x→l
Dα−1

0x u(x).

Доказательство. Умножая обе части уравнения (1) на Dα−1
0x Z(x, t) и интегрируя

его на отрезке [0, l], получим

l∫
0

Dα−1
0x Z(x, t)Dα

0tu(t)dt−
l∫

0

Dα−1
0x Z(x, t)Au(t)dt =

l∫
0

Dα−1
0x Z(x, t)f(t)dt. (14)

Преобразуя первое слагаемое в левой части (14) с использованием форулы инте-
грирования по частям (5), получим x∫

0

+

l∫
x

Dα−1
0x Z(x, t)

d

dt
Dα−1

0t u(t)dt = Dα−1
0x Z(x, t)Dα−1

0t u(t)
∣∣t=x−
t=0

+

+Dα−1
0x Z(x, t)Dα−1

0t u(t)
∣∣t=l
t=x+

−
l∫

0

∂

∂t
Dα−1

0x Z(x, t)Dα−1
0t u(t)dt =

=

[
lim
t→x−0

Dα−1
0x Z(x, t)− lim

t→x+0
Dα−1

0x Z(x, t)

]
Dα−1

0x u(x)−

−Dα−1
0x Z(x, 0)Dα−1

00 u+Dα−1
0x Z(x, l)Dα−1

0l u−
l∫

0

∂αltD
α−1
0x Z(x, t)u(t)dt.

Из последнего равенства с учётом (14) и (12) следует, что

Dα−1
0x u(x) = Dα−1

0x

[
Z(x, 0)Dα−1

00 u− Z(x, l)Dα−1
0l u

]
−

−
l∫

0

[
∂αltD

α−1
0x Z(x, t)−Dα−1

0x Z(x, t)A
]
u(t)dt+Dα−1

0x

l∫
0

Z(x, t)f(t)dt. (15)

Действуя на обе части равенства (15) оператором D1−α
0x и принимая во внимание

(11), приходим к равенству (13).
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3. Функция Грина

Определение 2. Функцию Z(x, t), удовлетворяющую условиям 1)–3) теоремы 1,
будем называть функцией Грина краевой задачи 1, если

M lim
x→0

Dα−1
0x Z(x, t) +N lim

x→l
Dα−1

0x Z(x, t) = 0, ∀t ∈ (0, l).

Обозначим K = M +NDα−1
0l G0, Dα−1

0l G0 = lim
x→l

Dα−1
0x G0(x).

Теорема 2. Пусть выполняется условие det(M +NDα−1
0l G0) 6= 0, тогда функция

G(x, t) = G0(x− t)η(x− t)−G0(x)K−1NDα−1
lt G0(l − t),

где η(x) — функция Хевисайда, есть функция Грина краевой задачи 1.

Доказательство. 1. В силу формулы (2) получим

Dα−1
0x G(x, t) = Dα−1

xt G0(x− t)η(x− t)−Dα−1
0x G0(x)K−1NDα−1

lt G0(l − t). (16)

Из (16) следует, что G(x, t) удовлетворяет условию 1).
2. Используя формулы (3), (6) и (7), получим

∂αltD
α−1
xt G0(x− t)η(x− t) = ∂αxtEα,1(A(x− t)α)η(x− t) =

= Dα−1
xt

∂

∂t
[I + A(x− t)αEα,α+1(A(x− t)α)] η(x− t) =

= −Dα−1
xt A(x− t)α−1Eα,α(A(x− t)α)η(x− t) =

= AEα,1(A(x− t)α)η(x− t) = Dα−1
0x G0(x− t)η(x− t)A. (17)

Аналогично с помощью формул (4), (6) и (7) получим

∂αltD
α−1
lt G0(l − t) = Dα−1

lt G0(l − t)A. (18)

Из (17) и (18) следует, что

Dα
ltD

α−1
0x G(x, t)−Dα−1

0x G(x, t)A = 0. (19)

3. Из (16) следуют соотношения

lim
t→x−0

Dα−1
0x G(x, t) = E −G0(x)K−1NDα−1

lt G0(l − t),

lim
t→x+0

Dα−1
0x G(x, t) = −G0(x)K−1NDα−1

lt G0(l − t),
которые, в свою очередь, дают равенство

lim
t→x−0

Dα−1
0x G(x, t)− lim

t→x+0
Dα−1

0x G(x, t) = E. (20)

4. Из равенства (16) с учётом (7) и (9) получим

lim
x→0

Dα−1
0x G(x, t) = −K−1NDα−1

lt G0(l − t),

lim
x→l

Dα−1
0x G(x, t) = Dα−1

lt G0(l − t)−K−1NDα−1
lt G0(l − t).

Из последних двух равенств вытекает, что

M lim
x→0

Dα−1
0x G(x, t) +N lim

x→l
Dα−1

0x G(x, t) =

= NDα−1
lt G0(l − t)− (M +NG0(l))(M +NG0(l))−1NDα−1

lt G0(l − t) =

= NDα−1
lt G0(l − t)−NDα−1

lt G0(l − t) = 0. (21)
Из равенств (19)–(21) следует справедливость теоремы 2.
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4. Теорема существования и единственности

Теорема 3. Пусть det(M + NDα−1
0l G0) 6= 0, f(x) ∈ C(0, l) ∪ L(0, l). Тогда суще-

ствует единственное регулярное решение задачи 1. Решение имеет вид

u(x) = G0(x)K−1u∗ +

l∫
0

G(x, t)f(t)dt. (22)

Доказательство. Заметим, что

G(x, 0) = G0(x)K−1
[
K −NDα−1

ll G0

]
= G0(x)K−1M, G(x, l) = −G0(x)K−1N.

Из последних двух равенств следует, что

G(x, 0)Dα−1
00 u−G(x, l)Dα−1

0l u = G0(x)K−1MDα−1
00 u−G0(x)K−1NDα−1

0l u =

= G0(x)K−1
[
MDα−1

00 u+NDα−1
0l

]
= G0(x)K−1u∗. (23)

Таким образом, пользуясь равенствами (15) и (23), заключаем, что любое регуляр-
ное решение задачи 1 представимо в виде (22), из чего следует его единственность.

Покажем, что (22) является решением задачи 1. Обозначим первое и второе
слагаемые в правой части (22) u∗(x) и uf (x) соответственно. Из (8) следует

Dα
0xu∗(x) = Au∗(x). (24)

Функцию uf (x) можно записать в виде

uf (x) =

x∫
0

G0(x− t)f(t)dt−G0(x)K−1N

l∫
0

Dα−1
lt G0(x− t)f(t)dt = u1

f (x) + u2
f (x).

Пользуясь равенствами (6) и (7), получим

Dα
0xu

1
f (x) =

d

dx

x∫
0

Dα−1
xt G0(x− t)f(t)dt =

=
d

dx

x∫
0

[
I + A(x− t)αEα,α+1

(
A(x− t)α−1

)]
f(t)dt =

= A

x∫
0

(x− t)α−1Eα,α (A(x− t)α) f(t)dt+ f(x) = Au1
f (x) + f(x). (25)

В силу равенства (8) имеем

Dα
0xu

2
f (x) = Au2

f (x). (26)

Из (24)–(26) следует, что функция u(x) является решением уравнения (1).
Покажем, что u(x) удовлетворяет условию (10). Нетрудно заметить, что

lim
x→0

Dα−1
0x u∗(x) = K−1u∗, lim

x→l
Dα−1

0x u∗(x) = Dα−1
0l G0K

−1u∗,
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lim
x→0

Dα−1
0x uf (x) =

l∫
0

lim
x→0

Dα−1
0x G(x, t)f(t)dt, lim

x→l
Dα−1

0x uf (x) =

l∫
0

lim
x→l

Dα−1
0x G(x, t)f(t)dt.

Из последних равенств с учётом (21) получим, что

M lim
x→0

Dα−1
0x u∗(x) +N lim

x→l
Dα−1

0x u∗(x) =
(
M +NDα−1

0l G0

)
K−1u∗ = u∗, (27)

M lim
x→0

Dα−1
0x uf (x) +N lim

x→l
Dα−1

0x uf (x) =

=

l∫
0

[
M lim

x→0
Dα−1

0x G(x, t) +N lim
x→l

Dα−1
0x G(x, t)

]
f(t)dt = 0. (28)

Из (27) и (28) следует, что функция u(x) удовлетворяет условию (10). Таким обра-
зом, доказаны существование и единственность решения задачи 1.
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GREEN’S FUNCTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR A SYSTEM OF ORDINARY DIFFERENTIAL
FRACTIONAL ORDER EQUATIONS
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The paper investigates a nonlocal boundary value problem for a linear system of fractional
order ordinary differential equations with constant coefficients. The fractional derivative of
order α ∈ (0, 1] is understood in the Riemann — Liouville sense. The boundary conditions
connect the traces of the fractional integral of the desired vector function at the ends of
the segment [0, l]. Using the Green’s function method, a representation of the solution is
obtained, and a theorem on the unique solvability of the boundary value problem under
study is proved.

Keywords: system of ordinary differential equations, fractional derivative, nonlocal boundary
value problem, Green’s function.
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