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1. П о с т а н о в к а з а д а ч и . Математическая 
модель спектральных измерений акустооптичес-
кого (АО) спектрометра в безразмерных величи­
нах может быть записана, согласно [1], в виде ин­
тегрального уравнения 

/ (* ) = s(x) + \L(x) = 

= jh(x-y,y)(p(y)dy + [i(x), (l) 

гдех: 
Q.-Q., со - шс 

,у- безразмерные часто­те ' ю . 
ты звука и света; ü.c, coc(ßc) - частоты, соответст­
вующие середине диапазона измерений; / - изме­
ряемый сигнал; s,\i- его полезная и случайная со­
ставляющие; ф - произведение спектральной 
плотности светового потока на спектральную 
чувствительность фотоприемника; h(x-y,y)-ап­
паратная функция акустооптического фильтра 
(АОФ), вид которой известен и в принятых здесь 
обозначениях задается выражением [2]: 

h(x-y,y) 

( 1 + У У 
:sin2(ßV(l+y)2 + p 2(x-y) 2) 

(1+.у)2 + р 2 0 - ;у ) 2 
'(2) 

.1/2 В (2) параметр ß ~ Р^ L определяет эффектив­
ность АОФ в центре диапазона (у = 0) и зависит от 
мощности звука Рак, длины кристалла L; пара-

Q.,.L 
метр р = 2ßu пропорционален числу периодов 
звуковой дифракционной решетки при настройке 
АОФ на середину диапазона и составляет ~104. 

В общей постановке задача увеличения разре­
шающей способности АО-спектрометра сводится 
к восстановлению "истинного" спектра источни­
ка ф(у) ПО измеренным значениям fix) на основе 
уравнения (1), устанавливающего связь между 
этими величинами. 
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Уравнение (1) относится к классу интеграль­
ных уравнений 1-го рода, заданному в простран­
стве интегрируемых с квадратом функций, и яв­
ляется некорректно поставленной задачей по 
Адамару [3, 4]. Кроме того, существуют еще две 
проблемы. Первая связана с необходимостью 
дискретизации уравнения (1), при которой, как 
правило, происходит потеря информации, а зада­
ча состоит в минимизации этих потерь. Вторая 
проблема возникает в связи с самим характером 
АО-измерений, выполняемых в определенном 
конечном интервале звуковых частот (т.е. в огра­
ниченном диапазоне длин волн), на котором по­
лучают дискретный ряд значений f{xn) с некото­
рой случайной погрешностью. Поэтому необхо­
димо выбрать такой метод интерполяции fix) по 
показаниям спектрометра fix„), чтобы восстанов­
ленный спектр имел малые расхождения с "ис­
тинным" спектром в интервале измерений. 

В работе предложен и обоснован новый метод 
реставрации ф(х) по конечному ряду данных спек­
трометра/^) , который позволяет решить пере­
численные выше проблемы. 

2. М е т о д р е ш е н и я . Известно, что в [1] 
найден фурье-образ /i(Ç,.y), имеющий следующий 
вид: 

Щр,у) = ^ |А(С,У)ехр(фС) = в I X 

(1+У)' J y0(^2ß(l+y) z2 + 

\р!Рт\ 

dz, (3) 

где 0, У0
 _ функции Хевисайда и Бесселя соответ­

ственно, рт = 2ßp. 
Из (3) следует, что разрешающая способность 

АО-спектрометра принципиально ограничена, 
так как информация о высших "гармониках" спе­
ктра ф(>>) i\p\ > рт) полностью теряется. Поэтому 
однозначному восстановлению подлежит только 
участок фурье-образа ф(у), который содержится 
в области [~pm,p.J. 

Обозначим через функцию ц>(у) обратное фу-
рье-преобразование этого участка. В соответствии 
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с теоремой Котельникова [5] fix) и ф(у) полно- стемы, должен оставаться равным 2N + 1. Выбор 
стью определяются своими значениями в точках предела суммирования К осуществляется из усло-

пп пк 
У m У m 

ВИЯ 

УРп ~(кРг. 
УРт Рт Р 

<е, n = -N,...,N, (9) 

ф(у) - _2^ ф* sin cl к J, <рк - ф1 ^ J, (4) ще Е - заданная точность вычислений. Тогда имеем 

/(*) = £/п8шс(^-/»), Л = / ( ^ } (5) 
Подставив (4) и (5) в (1), а затем, проделав со­

ответствующие преобразования, получим следу­
ющую систему уравнений: 

„ _ \_ -^ - , (пп пк пкЛ 

к = -К 
(10) 

\Рт) 1Р„ Е ~ , (пп пк кк\ .,. 
^Ут Ут УтУ 

п = -N,...,N. 
Для решения системы (10) используем метод 

наименьших квадратов: 

гпп %к пкл N f К \ 
у ^ ~ , (пп пк пк) 0 . 
Х- L^\---,-)-2pjn 

УУт Ут УтУ 

которая является дискретным представлением 
уравнения (1) в пространстве функций с финит­
ным фурье-образом. 

Пусть в результате измерений получен ряд по­
казаний спектрометра/,, (п = -N,..., 0,..., ЛО на рав-

пп „ номерной сетке значении хп = — . 1 огда значения 
Рт 

fn, согласно (6), определяются соотношением 

->min. (11) 
n = -N\k = -K 

Для задачи (11) уравнение Эйлера имеет вид 

. „ ,, УРт Рт Рт) 

где коэффициенты 

L = у J™ _ **, **У™ _ R, Щ (is) 
^ \Рт Рт Рт) \Рт Рт Рт) 

,. 1 v - , (пп пк пк\ 
^Ут, \Ут У m УтУ 

к = -°° 

п = -N, ...,N. 

В (7) выполняется неравенство для величин 
пк пк 
r m И m 

n=-N 

(7) 

\Рт 

образуют симметричную, положительно полуопре­
деленную матрицу размером [(2К + 1) х (2К +1)], 
ранг которой равен (2N +1). 

Используя метод построения псевдообратно­
го оператора (см. [6, 7]), найдем решение систе­
мы (12): 

2N+1 ( N 

Ф* = 2/7m J , Г1' S "̂"" (/) 
/ = 1 \n = ~N 

(0 (14) 

"Y" ( r.('!Zn кк Е^ > 
УРт Рт P. 

N 

V V h(—-— —^hf^ül-— — 
„, УРт Рт Рт) \Рт РтРт 

п, = -Nk = -« • 

Л1) где vk (I = 1, 2, ..., 2К + 1) - ортонормированные 
собственные векторы матрицы Ly, образующие 
базис в пространстве решений. Весовые коэффи-

(8)* циенты Г|; определяются через собственные зна­
чения А,, матрицы Цу. 

Формула (8) является критерием Адамара, опреде­
ляющего невырожденность матрицы Грамма [6], 

Л/ = 1 

0, \[ = 0 
Г / = 1,2, ...,2К+1. (15) 
л-, А.,^0, ^ „ , (пп пк пк образованной векторами < п\ — , — 

[ VFm Рт РтУ \ п\ 
к = -°° Векторы и„ находятся по формуле 

Следовательно, эти векторы линейно независи­
мы, а ранг матрицы системы (7) равен 2N +1. К , , к к 

(0 v ч (/) 1 ( TZll 7t/C 7C/C 
Для того чтобы из (7) определить ф., необхо- м" ~ т ' ' 2-i Vk [ 7, TT' ~гГ 

. v ^Ут Ут Ут 
димо ограничить пределы суммирования. При к"~к 

этом ранг матрицы, полученной в результате си- п = -N, ..., N, / = 1, 2, ..., 2К + 1 

(16) 
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Они являются ортонормированным базисом в 
пространстве экспериментальных данных/„. 

3. В о с с т а н о в л е н и е т о н к о й с т р у к ­
т у р ы с п е к т р а . Данный метод реставрации 
исследуемых спектров реализован в виде про­
граммы, на основании которой проведен ряд чис­
ленных экспериментов по восстановлению тон­
кой структуры спектра для тех случаев, когда она 
не наблюдалась на АО-спектрограмме. На рис. 1 
представлен график спектра, имеющего тонкую 
структуру в виде двух близко расположенных пи­
ков. Рис. 2 характеризует результаты численного 
моделирования измерений спектра рис. 1 с помо­
щью АО-спектрометра, имеющего 20% дифрак­
ционную эффективность АОФ. Случайная по­
грешность измерений имела вид гауссовского не­
коррелированного шума. Отношение сигнал/шум 
равнялось 25. Анализ численных результатов по­
казывает, что АО-спектрометр не различает тон­
кую структуру спектра. Применение метода рес­
таврации (14)—(16) с последующим усреднением 
по сериям позволяет восстановить исходный 
спектр, а также разрешить его тонкую структуру 
(рис. 3 и 4). 

Таким образом, в данной работе предложен и 
обоснован метод восстановления спектров по 
данным АО-спектрометра. С помощью этого 
подхода впервые получены результаты, позволя­
ющие дать практические рекомендации по увели­
чению разрешающей способности нового поко­
ления АО-спектрометров. Предложенный в ра­
боте метод и программа, реализующая этот 
метод, с небольшими изменениями применимы и 
к другим типам спектрометров, использующих в ка­
честве диспергирующего элемента дифракцион­
ную решетку или фурье-интерферометры. Сле­
дует отметить, что уравнение (1) также может 
быть решено с помощью нового математическо­
го аппарата атомарных функций, предложенных 
и развитых в [8-12]. 
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