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О ПРОИЗВЕДЕНИИ ФОРМАЦИЙ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Л. А. ШЕМЕТКОВ 

Светлой памяти 

Анатолия Ивановича Мальцева 

посвящается 

В работе Су А. И. Мальцев ввел определение произведения классов 

алгебраических систем, имеющее большое значение для теории многообра­

зий. Но применение этого определения в теории формаций ограничено (не­

трудно, например, указать .пример, когда произведение в смысле £ l ] двух 

формаций групп не является формацией). Главной причиной, почему понятие 

произведения из Ell не может в полной мере использоваться в теории фор­

маций, состоит в том, что формация в отличие от многообразия не всегда 

является наследственным классом. 

В настоящей работе дается модификация мальцевского умножения £ l j , 

использующая понятие реплики. В случае, когда рассматриваются формации 

групп, наше определение совпадает с хорошо известным понятием произведе­

ния формаций групп ^2~\. В настоящей работе вводится также понятие фор­

мации алгебраических систем и изучаются случаи, когда произведение фор­

маций является формацией. Используется терминология книги [з\. Все 

рассматриваемые алгебраические системы имеют одну и ту же сигнатуру . 

Напомним, что совокупность $ алгебраических систем называется клас­

сом, если с каждой своей системой & содержит и все ей изоморфные; 

системы из $ называются ^-системами. 

1. йэпличное умножение классов. Пусть £ - некоторый класс ал-
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гебраических систем. Следуя Ell систему A^G-S* назовем J* -реп­

ликой системы А , если существует эпиморфизм I А *~* A j и для 

каждого эпиморфизма £ системы А на произвольную -систему £ 

найдется такой эпиморфизм 2f системы Aj на Ш , что 

Эпиморфизм о£ называется /"-морфизмом системы А . 

Заметим, что в книге |~з] дается другое определение реплики; отличие 

состоит в том, что там в качестве ^ берется не эпиморфизм, а гомомор­

физм, что диктуется необходимостью рассмотрения наследственных классов. 

Если система Д имеет -реплику, то эта реплика определена одно­

значно с точностью до изоморфизма (см. £ з , с. 2 9 0 - 2 9 1 ^ ) . 

Дадим теперь наше основное 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть - некоторый непустой класс алгебраичес­

ких систем, 1^ и S" — некоторые его подклассы. Обозначим через ^'^gj* 
совокупность всех тех $ —систем А , которые удовлетворяют следующе­

му условию: существует f> -морфизм об '. А —*" A j > ядерная конгруэнция 

0 которого такова, что все смежные классы 0,0 ($€.А) • являю­

щиеся $ -подсистемами системы А , принадлежат ^ . Назовем 

$ 'К S* репличнь1М -произведением классов !Й и iP (или, ина¬ 

че, репличным произведением Щ я . г в классе IK, ) . 

Понятно, что '£ S* является классом. Если никакая -систе­

ма не имеет -морфизмов, то класс ^ *а> J* пуст. Может случить­

ся так, что $ -система ^ | имеет ^—морфизм ОС с ядерной конгру­

энцией 0 , но ни один смежный класс 0,0 не является ^ - с и с т е м о й ; 

в этом случае, по определению, А входит в ^ J* . Так же, 

как и для мальцевского умножения £lj , из определения 1 непосредственно 

вытекает ряд следствий. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Е с л и ^ - п о д к л а с с и з ^ , т о 

СЛЕДСТВИЕ 2. П у с т ь о ^ - п о д к л а с с и з $ , п р и-

v е м ^ £ J5 , J" ^ £> Т о г д а 

СЛЕДСТВИЕ 3. П у с т ь - п о д к л а с с и з $ , я в ­

л я ю щ и й с я н а с л е д с т в е н н ы м в $ , п р и ч е м 

i § £ ^ , / C i J . Ь г „ а | ' / = ( | ^ ) П 1 
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СЛЕДСТВИЕ 4. Е с л и к л а с с ур н е п у с т и с о с т о ­

и т и з е д и н и ч н ы х с и с т е м , т о ^ ' ^ J* ~ ^ , 

СЛЕДСТВИЕ 5. Е с л и к л а с с Ал н е п у с т и с о с т о-

0 д 
и т и з в с е х о д н о э л е м е н т н ы х ^ / — с и с т е м , т о 

Установим теперь связь реп лично го умножения классов с мальиевскнм 

умножением . Напомним, что ^ О £ Р ~ Э Т о класс всех тех & —сис­

тем А , которые удовлетворяют условию: существует эпиморфизм 

, ядерная конгруэнция С7 такова, что все смежные 

классы Q.Q 6. А) , являющиеся $j -подсистемами системы И! . при­

надлежат щ 

СЛЕДСТВИЕ 6. Ifo* » Р Q. 
СЛЕДСТВИЕ 7. Е с л и $ - н а с л е д с т в е н н ы й к л а с с , 

е г о п о д к л а с с JQ я в л я е т с я н а с л е д с т в е н н ы х ! 

е п л и к у, 

т О 

ffl и к а ж д а я с и с т е м а и м е е т Р" - р 

Ввиду следствия G, надо лишь проверить включение '^ J~ — 

' ^ у с т ь ; г м е е т с я эпиморфизм об -системы /41 

на Р -систему А^ • Пусть 2?- ядерная конгруэнция этого эпиморфизма, 

причем б2£7£ ($ влечет CUC ^ И пусть ^3А —* /41̂  есть J~ -мор-

физм системы Д с ядерной конгруэнцией Q . Тогда, по определению реп 

лики, существует такой эпиморфизм ^ '• Д^ ' Ч Т О / У = °^ ' ^ с л " 

ав= а, в (a,afеЛ), то apj * я , / 5 / - Д « = . з „ а ч 1 1 Т , 
CLT =CL1£ Та кпм образом, Т) $ . Если б2<$* есть ^ * -подсис­

тема системы А . то ввиду QZ"3 &8 смежный класс Q£ также являет­

ся $ -подсистемой системы А (этот факт отмечен в п. 1 статьи 

Так как Д ^ ^ "̂ g" 5* , то (Х%в ^ , а так как по условию класс 

JQ является наследственным в 

ё , то ав б Щ , что к требова­

лось. 

2. Формации. Понятие формации групп ввел в 1963 году В. Гашюц, раз­

рабатывая общие методы отыскания подгрупп в конечных разрешимых группах 

В дальнейшем это понятие с успехом использовалось многими авторами при 
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изучении групл и алгебр Ли. В этом пункте M i l дадим обшее определение 

формации алгебрашеских систем. Вначале напомним определение подпрямого 

произведения. 

Пусть дано некоторое множество алгебраических систем | ^ б У ^ , 

Рассмотрим их декартово произведение Ю = TJM; 
и проектирования ft; • 

. Подсистему fg из Ю называют подпрямым произведением 

систем Ml' , если fff ^ — для любого 0 ; о всякой системе, изомор¬ 

фной MJ , говорят , что она разлагается в лодпрямое произведение систем 
ДГ" . Если множество X конечно, то говорят о конечном подлрямом 

V 
произведении. 

К понятию подпрямого произведения приводит также следующая хорошо из­

вестная конструкция. Пусть даны гомоморфизмы некоторой алгебраичес­

кой системы $ в Ml^ • Тогда (см. [Ь , с. 7 з ] ) существует гомоморфизм 

ft'/$ *D ~ 17$^ , удовлетворяющий для каждого (j равенству = . 

Функция $ строится следующим образом: если /71 £ Ml, то [fTi^){l)~ 
=/7l(j^ . Если все (f< -эпиморфизмы, а $ оказывается мономорфизмом 

( т . е . $ есть изоморфизм/^ на Ml ) , ТО Ml удовлетворяет условию 

разложимости в подпрямое произведение систем ftfl^ 
Пусть $ - некоторый класс алгебраических систем. Обозначим через 

$Q $ класс всех систем, разложимых в конечные подпрямые произведения 

$ -систем. Через / / $ обозначается класс всех гомоморфных образов 

^ - с и с т е м . Класс $ называют /^-замкнутым ( / / - з амкнутым) , если 

JZQ$ £= М (соответственно Н$ ~$ )• 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Класс алгебраических систем J* называется форма­

цией, если J* одновременно -замкнут и fj -замкнут. 

Пустое множество, по определению, является формацией. Непустая фор­

мация всегда содержит единичную систему. Заметим также, что любое много­

образие алгебраических систем является формацией, но существуют формации, 

не являющиеся многообразиями (например, формация конечномерных алгебр 

Ли) . 

В теории формаций групп, как известно, центральное место занимает 

понятие -ко рад икала, которое служит основой для почти всех построений. 

Следующая теорема, оправдывая понятие формации, показывает, что сущес­

твование корадикалов (или реплик) неизбежно приводит к формации. 
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ТЕОРЕМА 1. П у с т ь 
н е л у с т о й / 7 - з а м к н у т ы й 

п о д к л а с с н е к о т о р о й ф о р м а ц и и Tfl . Е с л и 

к а ж д а я $Ц - с и с т е м а и м е е т S" - р е п л и к у , т о 

S" я в л я е т с я ф о р м а ц и е й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что класс J* /^-замкнут. 

Пусть /11 - подпрямое произведение из где все Ml • принад¬ 

лежат J* . Пусть 9Г; - проектирование £ / на Ml; . Так как ^Й? - фор¬ 

мация, то и, значит, по условию для HI существует 
мор— 

физм сС'.Н/ -^*М1€.£ . Так как Ml; бР и Ц к' = М/ , то, по 
определению реплики, для каждого (/ существует такой эпиморфизм $ I 

V 

Ml * $ ' Ч Т о — aid^ Тогда, как отмечалось в начале данного 
пункта, существует гомоморфизм 

, удовлетворяющий для 

каждого I/ равенству (Р'= ftfl^ • Таким образом, мы приходим к равен­

ству оС^Т". , т . е . для любого имеет местоflft' = 

Так как поспеднее равенство выполняется для любого С , а элементы /7 

и ll{bt$) принадлежат прямому произведению Ю , то fl=/ь (о£$) > т- 0 

отображение ', Щ—f-j является тождественным. Отсюда следует , 

что ОС - изоморфизм системы HI на систему MI^.J", 
Теорема доказана. 

3. Малъцевские формации. Приведем введенное в flj понятие поляризо­

ванного класса. Полярной операцией на алгебре Д = ^ ^ называется тер 

мальная унарная операция £(0£) , все значения которой одинаковы (т. е. 

е(я)=£{у-)=е для любых £,у&А ) , причем для любой опера 

ции г 6 Q имеет место F(&},.,^В)= в ; указанный элемент £. 

называется полюсом алгебры Д . Полярой класса алгебр $ называется 

унарный терм, представляющий в каждой $ -алгебре полярную операцию. 

Класс алгебр $ называется поляризованным, если он обладает хотя бы 
одной полярой. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Непустую формацию алгебр $ назовем мальцев-

ской, если она поляризована и на всех ft/ -алгебрах конгруэнции переста­новочны. 

Сделаем некоторые очевидные замечания (см. [ll ) . Пусть $ - маль-

цевская формация алгебр. Так как класс Д Ц -замкнут, то он содержит 

единичную алгебру £ . Отсюда следует, что каждая ft -алгебра А 



726 Л. А. Шеметков 

обладает единственным полюсом Вд , образующим ее единичную подалгеб­

ру. Если $ - некоторая конгруэнция на А €. $ , то смежный класс 

^ 0 является подалгеброй алгебры А * если к тому же Q. 0 £ $ , 

то из смежных классев А / 0 класс 6^0 и только он один является 

ej -подалгеброй алгебры А 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть J* - непустой класс алгебр. Если алгебра 

Д имеет J* -морфизм, то его ядерную конгруэнцию будем называть 

J* -корадикальиой конгруэнцией. 

ЛЕММА 1. П у с т ь ^ - н е п у с т о й к л а с с а л г е б р . 

С л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я о т н о с и т е л ь н о а л ­

г е б р ы А и е е к о н г р у э н ц и и $ р а в н о с и л ь н ы : 

1 ) 0 - J* - К о р а д и к а л ь н а я к о н г р у э н ц и я н а 

А : 
2) А/8 е / и д л я л ю б о й ф а к т о р - а л г е б р ы 

А / 2 * и з А / С е / в ы т е к а е т 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть $ и ядерные конгруэнции эпиморфив-

мов оС и уб алгебры Д\ . Для простоты будем считать, что ОС и ̂ 3 -

канонические гомоморфизмы алгебры Д на Д / # и /в / Г Если 

-морфизм и , то существует эпиморфизм ^ lA/ff~* 
—+A/V такой, ч т 0 / в = вС^ • Значит, [аВ)$*ОЪу с2 6 /4 -

Отсюда следует, что Ci8^Q97 , т. е. 0 ^ Z~ • Если дано 2 ) , та> 

отображение '—*"б7<?' есть эпиморфизм А/0 на /41 / £ " , так что 

А / 8 оказывается ^-репликой алгебры Д 

В дополнение к лемме 1 заметим, что если непустая формация и 

алгебра А обладает S" -морфизмом, то на А существует единственная 

S" -корадикальная конгруэнция, которую мы будем обозначать через А • 

Единственность А вытекает из того, что формация J" Rq -замкнута, 

а А /б П в разлагается в подпрямое произведение алгебр /Д /б и 

А / 8 
Напомним, что через <5V2* обозначают наименьшую конгруэнцию, со­

держащую конгруэнции б и Г • 

ЛЕМЛ\А 2. П у с т ь / - н е п у с т о й / / - з а м к н у т ы й 

к л а с с а л г е б р . Е с л и н а а л г е б р е А с у щ е с ­

т в у е т ^ - к о р а д и к а л ь н а я к о н г р у э н ц и я в , 

л ю б о й к о н г р у э н ц и и ^ * н а А с л р а в е д л и т о д л я 
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в о у т в е р ж д е н и е : $' У' £/*V " к о р а д и к а л ь ­
н а я к о н г р у э н ц и я н а Д / ^ " 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя то, что и класс 

замкнут, получаем: 

Alv/evviv^A/evv^A/eievvietj:, 
Пусть теперь £ / £ * - такая конгруэнция на , что 

А / г г / ^ / т a ? A/gef. 

По лемме I, О 3 и, таким образом, 2 ^?V£"/2" . Из 

леммы 1 теперь следует, что $ V 7/ /& - корадикальная конгруэнция 

на Д /£". 
ТЕОРЕМА 2. П у с т ь - н а с л е д с т в е н н а я м а л ь -

ц е в с к а я ф о р м а ц и я а л г е б р . Т о г д а р е п л и ч ­

н о е ^ - п р о и з в е д е н и е л ю б ы х д в у х / / - з а м к н у 

т ы х п о д к л а с с о в ^ и Р и з я в л я е т с я / / -

з а м к н у т ы м к л а с с о м . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Д - любая алгебра из 

£ - полюс А . Н а алгебре Д\ существует 
-корадикальная конгру­

энция 9 , причем смежный класс 80 является -подалгеброй алгеб­
ры А 

Рассмотрим произвольную фактор—алгебру 
А lv . Ввиду леммы 2, 

Qt 1% есть J* -корадикальная конгруэнция на A h . 
Учитывая то, что и класс Щ П —замкнут, получаем: 

Таким образом, класс 1UL / / -замкнут. 

ТЕОРЕМА У. П у с т ь Jf , и S* - п о д ф о р м а ц и й 

н а с л е д с т в е н н о й м а л ь ц е в с к о й ф о р м а ц и и $ , 

п р и ч е м к а ж д а я ^ - а л г е б р а и м е е т X" - р е п л и ­

к у . Т о г д а ( ^ ' ^ J* ) ^ & я в л я е т с я ф о р м а ц и -

е й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду теоремы 2, достаточно установить, что 

класс /$$Ь= (\ (£, является RQ -замкнутым. Пусть на алгебре 
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Ml имеются такие конгруэнции (5у и <3^ , что 

Нам нужно доказать, что Ml/б] Г\б^€. /Щ> . Не ограничивая общности, 

будем считать, что <5у П б^ - нулевая конгруэнция. Ясно, что Ml ^ 

По условию алгебры Ml. Ml IQ и имеют ^"-реплики. 

Пусть ^ - полюс алгебры Ml . Ввиду леммы 2, Ml ~ ~ 

корадикальная конгруэнция алгебры Ml/б' . Поскольку Ml/&£ £ ^ 'g Р^ 
то Q Ml 0£ I<5^ 6 $j . Отсюда получаем: 

Таким образом, Ml £ 'g S" , и теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 3 . 1 . П у с т ь / ( > н а с л е д с т в е н н а я 

м а л ь и е в с к а я ф о р м а ц и я а л г е б р , ^ и < Л . - е е 

п о д ф о р м а ц и й . Е с л и к а ж д а я {$/ — а л г е б р а 

и м е е т J" - р е п л и к у , т о к л а с с ^ <Р я в л я е т с я 

ф о р м а ц и е й , 

СЛЕДСТВИЕ 3. 2. П у с т ь $ - н а с л е д с т в е н н а я 

м а л ь ц е в с к а я ф о р м а ц и я а л г е б р , $ - с о в о ­

к у п н о с т ь в с е х к о н е ч н ы х $ - а л г е б р . Т о г д а 

д л я л ю б ы х п о д ф о р м а ц и й и Я к з £ к л а с с 

( J j ^ / J n a я в л я е т с я ф о р м а ц и е й 

4. Открытые вопросы. Остановимся кратко на некоторых дальнейших 

возможных путях исследования мальцевских формаций алгебр. 

Общее направление исследований состоит в изучении формаций, у которых 

выделенная система подформаций удовлетворяет определенным требованиям. 

Естественно также выделять и изучать подформаций заданной формации. 

Пусть $ - некоторая совокупность алгебр, fotfft t£ - пересечение 

всех формаций, содержащих 1£ . Класс ^Ot/Jl $ называется формацией, 

порожденной $ , Можно .показать, что^Qt fTL $ = $ • Если J? 

состоит лишь из одной алгебры Д , то формацию ^СЩТЪ / I назовем од­

ной о рожден но й. 

Введем операцию V объединения формаций и Р^ следующим обра¬ 

зом : ^\}p=forun [Jj \jP2) . Всякую совокупность формаций, замкну­

тую относительно операций пересечения (~\ и объединения V , назовем 
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решеткой формаций. В частности, совокупность всех подформаций 

фиксированной формации S" является решеткой. Перспективное направление 

состоит в нахождении формаций S" , для которых /j (F) удовлетворяет 

определенным требованиям (например, дистрибутивна), 

Зафиксируем теперь наследственную мальцевскую формацию конечных ал­

гебр $ . Будем рассматривать в дальнейшем только алгебры из $ ; 

в частности, под формацией мы будем понимать $ -формацию. Вместо 

^ *^ J" будем употреблять упрошенную запись 1 ! говорить о 

произведении ^ и J" . П о теореме 3, произведение любых двух форма­

ций является формацией. 

Первый вопрос, на который мы хотели обратить внимание, состоит в 

нахождении всех таких формаций ^ и S* , для которых произведение ^Р 

является однолорожденной формацией. В классе конечных групп этот вопрос 

решен ; можно исследовать данный вопрос и для других типов алгебр. 

Интерес представляет изучение формаций, неразложимых нетривиальным 

образом в произведение своих двух подформаций. 

Ряд вопросов встает в связи с изучением решетки подформаций однопорож-

денной формации. Конечна или нет решетка подформаций однопорожденной фор­

мации? Для случая конечных групп этот вопрос известен под названием проб­

лемы Гашюца (см. (j2 , проблема 2J ) . 

Весьма сложным представляется вопрос изучения не однопорожденных 

формаций, у которых все нетривиальные подформаций являются однопорожден-

ными. Этот вопрос не исследован и в классе конечных групп. 
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