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Во многих задачах дифференциальной геометрии, связан­
ных с погруженными многообразиями, возникает необходи­
мость исследования алгебраического строения геометрических 
объектов вида 

А« . (а— 1, . . „о; t = l, . . . . «) 
' " р 

(см. [3]). Простейший из этих объектов — связующий тензор 
А"-, симметричный по нижним индексам, можно интерпрети­
ровать как линейную систему квадратичных форм. О линей­
ных системах квадратичных форм при а, большем двух, изве­
стно очень немного. В [2] автор получил их классификацию 
для всех а при n = 3 . В случае произвольных п и а подобная 
классификация не только представляла бы самостоятельный 
интерес, но и была бы очень полезна для дифференциальной 
геометрии, однако пока приходится ограничиваться частными 
результатами. 

В настоящей работе, помимо некоторых общих теорем, для 
довольно широкого класса линейных систем квадратичных 
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форм получено необходимое и достаточное условие, при кото­
ром все формы приводятся к клеточно диагональному виду в 
одном и том же базисе, причем дается способ нахождения та­
кого базиса. 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Рассматриваются два комплексных линейных пространства 
Ln и М0 (размерностей п и о). Через L(n®Ln) мы обозначим: 
симметричную часть тензорного произведения пространства 
Ln на него же. 

Определение . Линейной системой квадратичных форм 
(л. с. к. ф.) мы будем называть гомоморфизм 

A:L0t®Ln)~--Ma. 
Ядро этого гомоморфизма КегЛ обозначим через V, об­

ласть значений 1тЛ —через М. Размерность пространства М 
назовем размерностью (или числом существенных образую­
щих)^- с. к. ф. Л и обозначим через d. Разумеется 

dim V + d = dim L{n®Ln) = n (n + l )/2. 
Линейная система квадратичных форм Л определяет квад­

ратичное отображение J\:Ln->Ma no формуле 

JI(A:) = A(x®x)t vxGL,,. 
Обратно, по отображению Л можно найти Л. Действи­

тельно, для любых хну из L„ мы имеем 
Л (x -I- у) = Л (x -|- у®х + у) - Л (х) -|- 2Л (x • у) + Л (у). 

Здесь и всюду в дальнейшем выражение вида ---(x®y + y®x) 
обозначается через х-у. Любой тензор aGL(n<S>Ln) есть линей­
ная комбинация тензоров ei.e,, где е.— какой-нибудь базис. 
в L„. Поэтому 

Л (а) =- a'JA (ei-ej) •-= --• а1* [Л (в, + е,)-- Л (et) ~ Л (<?у)|. 

Первое из равенств в этой формуле показывает, что А 
достаточно определить на тензорах вида х-у, а на все 
1(„®£„) можно распространить по линейности. 

Одновременно мы получили, что линейная оболочка облас­
ти значений Л совпадает с М. 

Помимо квадратичного отображения, с А связаны три 
гомоморфизма. Прежде чем их определить, условимся, что 
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звездочка ОКОЛО буквы, обозначающей пространство, означает 
переход к сопряженному пространству. Заметим, что всегда 
(Z.®L')* = L*<8>L'*. Итак, по линейной системе квадратичных 
форм Л определяются и в свою очередь определяют ее 
следующие гомоморфизмы: 

Г Сопряженный гомоморфизм Л* :M„{to}L* ®L* . Напом­
ним его определение. Вектор р€.М* можно рассматривать как 
линейное отображение Ма в поле комплексных чисел C-
Суперпозиция роЛ есть линейное отображение Lin<B>Ln) в С, 
т. е. элемент L^n®L*n). Этот элемент мы назовем значением 
гомоморфизма А* на векторе р, т. е. А*(р) = р-А или, не­
сколько более подробно, 

Л*(Р)(а) = Л(а)(р), VaeL(n®Ln„ рбЛТ. 
Известно, что Кег Л* есть ортогональное дополнение М--

пространства М. ImA*-=V-L мы обозначим через Q. Это — d-
мерное подпространство в пространстве L*n®Z* (последнее 
можно отождествить с совокупностью всех квадратичных 
форм на L„). 

Число maxRgcp мы назовем рангом л. с. к. ф. Л и обо-
Ф6-Э 

значим через г. Если г</г, то л. с. к.ф. называется син­
гулярной. min Rg-p также является существенной характерис-

tpgQ\0 
тикой л. с. к. ф.., но мы не будем ее использовать. 

2. Введем определение гомоморфизма Г : М'*®L.,{to} L„* так: 
образ Г(р®л:) элемента вида р®х (p€M*, xQLn) есть линейная 
функция на Ln такая, что ее значение на произвольном 
векторе y6L„ равно значению A(x-y) на р, т. е. 

r(P®x)(y) = A(x-y)(p), Ух, у, р. 
На все остальные элементы пространства M*a®Ln так опре­
деленный гомоморфизм Г продолжается по линейности. 

3. Гомоморфизм r*:I„{to}Ma<8>L„*, сопряженный Г, опре­
деляемый равенством 

т*(х)(р)=г(р)(х), vxez„, Рем:®1,г. 
Гомоморфизмы Г и Г* определяют следующие подпро­

странства 
Ker TQM*a®Ln, /-1тГСГ£л*, 

/ = КегГ*~.4г, \mV*QMa®Ln\ 
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Заметим, что Кег Г = (1тГ*)--, ./ = /---. Можно рассматривать 
число 

г ' = max Rg p, 
pglmr» 

называемое Г-рангом- Еще один инвариант л. с. к. ф- — это 

f — dim 1тГ — п. — dim Кег Г*. 
Число v называется числом существенных переменных. 

О п р е д е л е н и е . Линейные системы квадратичных форм 
A:L(n®Ln)~>Ma и Л ' : L'{n<®L'n)-> М'а называются эквивалентны­
ми, если существуют изоморфизмы X: L„->L/ и ^:Ма-^М'а 
такие, что коммутативна диаграмма 

л 
L0t®Ln)->Ma 

{lambda}(g|{lambda} | -I Ц ( l ) 

Если \ (соответственно, р.) — тождественный изоморфизм, 
то Л и Л' называются M-эквивалентными (соответственно, 
L-эквивалентными). 

Мы можем указать некоторые простые условия эквива­
лентности. 

Т е о р е м а l. Если для л. с. к. ф. Л и Л' имеем Ln = L/, 
Q = Q', a = d=--a' = d\ то Л и Л' являются M-эквивалентными. 

Докажем сначала, что при a = d, т. е. при М-1- —0, ото­
бражение Л* обратимо на Q. Действительно, очевидно, что 
Л* сюръективно на Q. Если р и р' таковы, что Л=!:(р') = Л*(р), 
то р — р'бКегЛ*, и поскольку Кег Л* = М-L = 0, р = р'. Итак 
на Q определено отображение (Л*)-1, обратное Л*. 

Теперь, если для Л и Л' совпадают подпространства Q 
и Q', то отображение (Л'*)_1°Л* будет изоморфизмом M* 
на М'*. Обозначив этот изоморфизм через (р.*)-1, имеем 
A'--=p.oA, как нам и требовалось-

Еще одну теорему мы получим, если сформулируем усло­
вие, достаточное для того, чтобы изоморфизмом X можно бы­
ло совместить подпространства Q и Q' или, что то же самое, 
подпространства V и V'. В качестве такого условия можно 
предложить существование определенных систем тензоров 
ранга 1 и 2, полных в V и V. 

О п р е д е л е н и е - Пусть Р — набор из ./V сочетаний (с по­
вторениями) по два элемента из заданной системы элементов 
Х\,... хт. Матрицей инцидентности •> набора Р назовем матри-

•> Это слово взято из книги М. Холла «Комбинаторика». М., 1970 (где 
в сходной ситуации строятся аналогичные матрицы) 
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цу из N строк и т столбцов, построенную следующим обра­
зом: ее элемент а-. (- — 1 , . . ., т; s = l,.,., N) равен 0, 1 или 2 в 
зависимости от того, сколько раз элемент Xt входит в s-oe со­
четание. 

Два набора Р и Р' называются эквивалентными, если их 
матрицы инцидентности могут быть получены одна из другой 
некоторой перестановкой строк и столбцов. 

Легко видеть, что эквивалентность наборов необходима и 
достаточна для того, чтобы их можно было совместить некото­
рой перестановкой элементов и некоторым изменением нумера­
ции пар в наборе. 

Т е о р е м а 2. Пусть для двух л. с. к. ф. Л: rL(„®L„){to} 
->Mo и A:Ln'<8iLn')-+ M'a существуют системы линейно незави­
симых векторов xfiLlt и xt'GLn' и такие эквивалентные на­
боры Р и Р' no C,2J4-I — d пар, составленных из этих систем, 
что подпространства КегЛ и КегЛ' натянуты соответствен­
но на системы тензоров xt-xq и х/-х/, составленные для 
пар из наборов Р и Р'. В ЭТОМ случае л. с. к. ф. А и Л' 
эквивалентны. 

Для доказательства дополним (в случае необходимости) 
каждую из систем xt и х/ до базиса и изоморфизмом 
X:L,,->L,/ совместим эти базисы, согласовав нумерацию так, 
чтобы совпали наборы Р и Р'. Среди векторов А._,- = 
= A(xrXj) будет d линейно независимых и С2„+г — d равных 
нулю. То же можно сказать и о векторах ALj'. Остается 
изоморфизмом \ъ\Мв->М'д совместить эти системы векторов. 
Для таких изоморфизмов 1 и f легко проверить коммута­
тивность диаграммы (1). 

Пусть л. с. к. ф. Л удовлетворяет условиям теоремы 2, т. е. 
обладает тем свойством, что КегЛ натянуто на систему тензо­
ров Xi-Xj, где пара xi, х, принадлежит к набору Р пар векто­
ров из линейно независимой системы x i , . . . , хп. В этом случае 
мы будем называть Л полной л. с. к. ф. строения Р (или 
А (Р), где А (Р) — соответствующая матрица инцидентности). 

Перечисление всех полных линейных систем квадратичных 
форм всевозможных строений при заданных п и а не представ­
ляет принципиальных трудностей. 

§ 2. СУММЫ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 

Пусть А и А' — л. с. к. ф. с одними и теми же прост­
ранствами Ln и Мд. Под их суммой, или суммой первого 
рода, мы будем понимать их сумму как сумму гомомор­
физмов: 

(А + А') (а) = А (а) + A' (a), VaeL(,,®L,,r 
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Нетрудно проверить, что при сложении л. с. к. ф. соот­
ветствующие гомоморфизмы Л*, Г и Г* также склады­
ваются. 

Пусть теперь M*ai^Ml и A1* = A*/Mo1) т. е. является 
ограничением А* на подпространстве M"ai. Если -/V-. —орто­
гональное дополнение УИ„, и р N —-стягивание по модулю Л/\ 
(т. е. отображение, сопоставляющее каждому вектору из 
•Ма его класс по модулю Nx), то, как известно, 

A ' s ( A V M . U * - - - / V A ' (2J 
Линейную систему квадратичных форм А', определенную 

формулой (2), мы назовем подсистемой системы А, зада­
ваемой подпространством MCl. 

Из определения следует, что 

Ясно, что можно построить л. с. к. ф. 

M-экввиалентную подсистеме А'. 
Пусть задано разложение Ml = Mai@M*a,. Подпростран 

ства Ma* и Ма, определяют ограничения 

А,* = А*мС АЗ = А*/К'. 
Определим гомоморфизмы 

"A2:M„{to}Z(„®L.,) 

следующим образом: 

. ^A ' (p) -A; ( P l ) — A*(Pi). 

^ ( Р )—А| (р 2 ) = А*(р2), 

если' Р = Р1 + р2. Pi6Ma„ p2{in}Ma-. Очевидно, что 

А* = -АГ + Д*-. 

Если N], N,2 — ортогональные дополнения Ma, и Ml,, то 
Af0==/V1©/V2. Можно построить изоморфизм 

r.MJN^Ma/M2^Ma, 



при котором M0/-V-{to}/V2, MJN2-*-Nv. Рассмотрим л. с. к. ф. 
Л1 + A- = p^. Л + pNt • Л = (pNi + ^ ) • Л, 

определенную на L{n®Ln) и имеющую значения в MJNX@ 
®MJN2. Она M-изоморфна исходной л. с. к. ф. А, так как 

Имея в виду этот изоморфизм, мы для краткости будем 
говорить, что А является суммой подсистем, определяемых 
подпространствами M*ai и М"аг. 

Рассмотрим две л. с. к. ф. А' и А", имеющие значения 
в одном и том же пространстве Ма: 

A! :L(ll'®Ln')^-Ma, 
A":L(„"(g)L„»)-->Mc-. 

Обозначим прямую сумму Ln>@Ln" через Ln. Таким образом, 
каждый вектор xqLn имеет единственное представление в 
виде x ' + x", x'^Ln', x"^Ln". Определим л. с. к. ф. 

A:L(„®L„)->7kf3 
по формуле 

А (х • у) = А' (х' • у') + А" (х" • у") 
для всех тензоров вида х-у и по линейности доопределим 
А на всем пространстве L(n®Ln). 

Так определенную л. с. к. ф. Л мы будем называть пря­
мой суммой (или суммой второго рода) л. с. к. ф. А' и А" 
и обозначать Л'©А". 

Для гомоморфизма, сопряженного прямой сумме, мы. 
имеем при всех pgM-: 

A*{p)(x-y) = A(x.y)(p) = A'(^-y /)(P) + A''(x//-y")(P)== ' 
= A /*(p)(x /.y /) + A"*(P)(x"-y")- , (3) 

Условие распадения л. с. к. ф. А в прямую сумму 
можно сформулировать следующим образом. 

Т е о р е м а 3. Пусть L,. = L„'©L„". Для того чтобы А =-=. 
= А '©А" , г д е ,\ ••...;• 

A' = A/L(„'®I„'). A"-=A/L(„"®L„»), 
необходимо и достаточно, чтобы 

A (x'• у")----О. (4) 
для всех x'gLn', y"6Ln"{cdot} 

Доказательство теоремы очевидно, и на нем мы останав­
ливаться не будем. ,\v 
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Определение прямой суммы может быть йёрёййСййО в 
виде 

Г* (*)(Р®У) - Г'* (х')Ыу') + Г"* (х")(р®У% 
где х=*х' + х", у = / + / ' ; .*',/е--»': х", y"$Ln.. Если 
.rcgKerT*, то для всех р и у 

r'*(x,)(p®y/)-i-r"*(x")(p®y/) = o, 
а потому 

Г'*(^)(Р®/) = 0, ур,у\ 
Г"*(л;")(р®Я = 0, ур. У-

Это означает, что 
л'еКегГ'*, д:"бКегГ"*. (5) 

Легко проверить, что и обратно из (5) вытекает 
x' + x"gKerr*. 

Следовательно, если Л = Л'©Л", то 
КегГ* = КегГ*®КегГ"*. (6) 

Пусть представление л. с. к. ф. Л в виде Л'©Л" соот­
ветствует разложению Lnz=Ln>©L„". Рассмотрим л. с. к. ф. 

определяемую равенством 
РА' (х • у) = Л' {х' • у') = А {хг • у') 

для элементов вида х-у и доопределяемую по линейности 
fta все L,n<g>L.. Гомоморфизм Г* для этой л. с. к. ф. обо­
значим рТ'*. 

Теперь мы можем написать равенство (4) в виде 
К Л ' (х • у") = Т '* ( Ж Р ® Х ) = 0, Yx, У, р, 

что равносильно 
/Т'* (у") = 0 

или 
.£я.сКег-Т'*.. (7) 

Аналогично мы получаем 
.£в.сКег'Г"». (8) 

Итак, доказана 
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Теорема 4. Для разложения Л в прямую сумму ее 
ограничений па подпространствах L.,®Ln и L^n®Ln„) необ­
ходимо и достаточно выполнения любого из включений (7) 
или (8). 

Замечание . В определение -.-Г'* входят оба подпро­
странства L , и Ln„ и потому включение (7) является усло­
вием как на £.,„, так и на .£,,,. То же относится и к (8). 

Формула (4) означает, что произведения вида x'.y" при. 
надлежат КегА, Следовательно, А —Л'©Л" является подси­
стемой некоторой полной л. с. к. ф. А, строение которой 
описывается соотношениями 

A(x'.y") = 0. 
Действительно, обозначим через V линейную оболочку тен­
зоров вида x'.y"- Тогда УсКегЛ и ImAs^czV1-. Дело сво­
дится к построению расширения гомоморфизма А* на неко­
торое пространство, содержащее Ml так, чтобы его область 
значений совпадала с Vх. 

Из этих соображений, в частности, следует, что оценка 
й < л ( л + 1)/2 —л'л" 

для размерности А'©А" не является завышенной. 
Рассмотрим подсистему А, л. с. к. ф. А = А'©А". В А' и 

А" существуют подсистемы Л1' и Ai такие, что A-=Ai©Ai". 
Действительно, пусть M*. порождает А-. Положим в равен­
стве (3) p = p-6Mo, и получим 

А* (?г)(х • у) = A'* (Pl)(x' • У) -L A"* (Pl)(x"• У")• 
Это равенство показывает, что искомые подсистемы опреде 
ляются как сопряженные гомоморфизмы для 

А;* = А'*М4, А"* = A"*/M«, • 
О п р е д е л е н и е . Пусть л. с. к. ф. А является прямой 

суммой А'©А" и одновременно суммой своих подсистем 
A1+A2, причем выполнены условия 

А2 = 0, А'; = 0. 
Тогда мы будем называть л. с. к. ф. А дважды прямой 
суммой л. с. к. ф. А[ и А!'г 

Пусть прямые слагаемые А' и А" определяются разбие­
нием Ln=Ln,®Ln,, а подсистемы А1 и А2 разбиением М'с — 
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•=-Mo.©M*,. Условие A." = 0 равносильно А1
/'*(Р1)(.*/'.у/')-=-0, 

YPiGMo,. x",y"GLn„. Аналогично Aj —О равносильно 
Л2'*(p2)(x'• y') — 0'. Поэтому для дважды прямой суммы мы 
имеем 

л£скегА'*, л£.ЯКегЛ"* (9) 
и, следовательно, 

KerA'* + KerA//*=M*. (10) 
Обратно, пусть А = А'©А" и выполнено условие (10). В 

этом случае найдутся подпространства Mo, и М*а, такие, 
что Ма — Ma,©M*2 и выполнены включения (9). Из этих вклю­
чений следует А^(р2)(х'- у') -=0, Ai'(pj)(.x".y")-=0. Мы имеем, 
таким образом, следующую теорему. 

Теорема 5. Пусть А — А'-ЭЛ". Для того чтобы при 
некотором разложении M*a = M*ai®M*az п. с к. ф. А являлась 
дважды прямой суммой, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие (10). 

Условие (10) можно записать также и в двойственном 
виде 

1тА/ШтА//-=0. 
Условия, при которых второй фундаментальный объект 

поверхности распадается в дважды прямую сумму, можно 
найти в работе М. А. Акивиса [1]. 

§ 3. «9-МНОЖЕСТВА И /-МНОЖЕСТВА 

О п р е д е л е н и е , ^-множествами называются множества 
векторов из Ma, определяемые следующим образом 

£>° = М--, Zy-{p|RgA*(P)<r}, г « 1 . . . . , я - - 1 . 
В частности, множество Dn~\ которое мы будем обо­

значать также через D, можно определить равенством 
D = {Р | SLx ф 0: А* (р)(х • у) = 0, Vy6Z„}. 

Если л. с. к. ф. А не сингулярна, то D не совпадает с 
M* и является алгебраической гиперповерхностью порядка 
п. Остальные £>-множества также являются алгебраиче­
скими поверхностями, причем /У - 1 принадлежит множеству 
особых точек Dr. Эти утверждения легко проверяются при 
помощи координатной записи (см. § 4). 
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Лемма 1. Если А = А'®А", то для всех pGM* 
Rg,A*(p) = RgA'*(P)-r-RgA"*(P). 

Действительно, Rg<p —это максимальная из размерностей-
подпространств, на которых <р невырождена, т. е. иа 
«р (x • у) ==• О для всех у следует х = 0. Но в силу равенства 
(3) невырожденность А* (р) на подпространстве L =- L'®L" 
равносильна одновременной невырожденности А'*(р) на под­
пространстве £'иА (р) на подпространстве L". Отсюда прямо 
следует наше утверждение. 

Теорема 6, Если А = Л'©Л", то Dfl - -O'l^UDl"1 и 
D'L~lf\Dl-lQDT\ 

Действительно, 

P6L\ - =^Rg A* (p) < л - 1 + п" = п - 1 > 
Р6Ду' =->Rg А* (р) < л ' + л" - 1-= л — 1, 
peD.vnDA."=>Rg А* (р) < п' -1 + п" — 1 -=. л - 2, 
PeDA'UDiv«->-RgA*(P)=n. 

Аналогично можно доказать, что 
Dl = (Dl»nDr

A,)\J(D\„r]D£l){J... U(Dl»nDiO. 
•Само собой разумеется, что здесь и множества, и их пересече­
ния могут быть пустыми. 

Если a=d и Л* обратимо на Q, мы можем рассматривать 
D-множества как образы при (А*)"1 пересечений подпрост­
ранства Q с конусами пространства L*n®Ln), составленны­
ми из квадратичных форм, имеющих ранг не выше заданного. 
В 1897 г. Кантор [4] высказал утверждение, равносильное то­
му, что л. с. к, ф. с точностью до эквивалентности определяет­
ся проективными классами этих пересечений и порядками ка­
сания в каждом из них. К сожалению, это утверждение нельзя 
считать доказанным, так что мы до сих пор lie имеем крите­
рия эквивалентности л. е. к. ф., пригодного для достаточно 
широкого класса систем. Классификация, полученная автором 
в работе [2], противоречила теореме Кантора. Однако при 
внимательном рассмотрении оказалось, что нет оснований 
•считать не эквивалентными три канонических вида (1) из этой 
работы, и вопрос об их эквивалентности остается открытым. 

Определение , /-множествами называются множества 
векторов из Ln, определяемые следующим образом: 

y = J0 = Kerr*, y=-{jc|Rgr*(;e)<z.} ..Jt>0). 
Так как Imr*£M0®L„, мы имеем RgT* (x)<min(n,a); одна­
ко удобно считать, что, например. У0-1 определено и при 
л < а и совпадает с La. To же относится и к У"-1 в 
случае •-</-. 
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Таким образом, мы будем рассматривать 
у»-- =-- {х | эр -jt о: г* (x)(p®y) == о, vyez„} 

и 
/«-1 в { л | ау ̂  о; Г* (x)(p®y) = О, УрбуИ*}. 

Легко видеть, используя определение, что 

J'1-1 = U | Яу : Л (л: • у) = 0}. 
Для небольших значений п и а еще Сальмон в 1895 г. 

рассматривал алгебраическое отображение У"-1 на себя, за­
даваемое равенством 

A(x.y) = 0. 
Будем говорить, что xGO(y) (или y60(x)), если х-увУ. 
Тогда условие, необходимое и достаточное для распадения 
л. с. к. ф. А в прямую сумму ее ограничений на Lin>®L„'), 
и L(n'®L,i»), можно записать следующим включением 

х'Ю{у'% vx'ez,.., y"6z,.~. 
Для этого отображения область определения и область. 
значений совпадают, так как мы рассматриваем линейные 
системы квадратичных, или, что то же самое, симметричных 
билинейных форм. 

Естественно определить еще одно алгебраическое соот­
ветствие N между множествами Dn~l и Ja~x. Именно, мы 
будем говорить, что x6/V(p), если 

Р®х6КегГ. 
Если p&Dr, то как легко видеть, dimN(р)>п — г. 

Введенные здесь отображения подробно изучались в ра­
ботах С. Е. Карапетяна [5J, в данной же работе их исполь­
зование вносит лишь улучшения редакционного характера. 

Теорема 7. Если несингулярная л.с.к.ф. Л распа­
дается в прямую сумму своих ограничений на L(„<®L.,') и 
L(B»®L„.)( то 

N(D£ri\Dpi)QLn.t N(Dpi\Dpl)QLn», 

где, например, через Dp1 обозначено -О-множество л. с. к. ф. 
A -A/Z(„.®Ze-,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть разбиению Ln = L„>@Ln» со­
ответствует разложение векторов х—х' + х" и у — у'Л-у", 
x',y'GL„>, х",у"ЪЬп<. Если xG/V(p), мы имеем, согласно (3),-

А'* (р) (х'.у') + Л"* (Р) (х".у") --= 0, Vye--„. 
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Выбрав y6L/t», мы замечаем, что 
Л"*(Р)(.х"-Я = 0-

Это равенство должно иметь место для всех .y"6L„», а при 
peD^r'XD^r1 мы имеем RgЛ"* (р) = п", и значит л:" = 0. 
Отсюда вытекает первое из требуемых включений. Второе 
доказывается аналогично. 

Замечание. Пусть p6D^,n/3^„ (причем г' и г" выбраны 
минимальными). Тогда нетрудно доказать, что pED^+r" и 
п — (г' + г")-мерное подпространство Л/" (р) пересекает /.„• по 
(л' — г^-мерному подпространству, a L,,» — по (/г." — г")-мер-
ному. 

Ниже мы получим теорему, позволяющую выделить 
класс л.с.к. ф., для которых при помощи отображения N 
можно найти подпространства Ln< и L,--, но для этого 
удобнее воспользоваться координатной записью. 

§ 4. КООРДИНАТНАЯ ЗАПИСЬ 

Пусть <?•, I — 1, . . . , п, —базис в Ln, а иа, а = 1, . . . , - ,— 
базис в Ma. Тензоры .V-v образуют базис в L(n®L„). Мы. 
можем написать 

А (а) = Л (aijet • ej) = aljAtJ. 
Здесь векторы Alj = AJl = A(ereJ) лежат в M0 и потому 

Л(а) = аУЛ«и«, А « - А » . 
Система чисел Л", называется матрицей л.с.к.ф. Л в бази­
сах еь иа. Нетрудно проверить, что соответствие, относя-
щее каждой паре базисов из L„ и М- матрицу л.с.к.ф. А, 
является связующим тензором с законом преобразования 

Л'Р == «•Ч.'73Л(~ 

где А'Ъ, — матрица А в базисах е'к, и' связанных с исходны­
ми базисами формулами e'k = skeh й- = ^ . 

Гомоморфизмы А*, Г и Г* задаются тем же тензором, но ком­
поненты употребляются в каждом случае по-своему. Именно, 
А* (р) имеет компоненты paAfj в базисе, взаимном ег.е_,., если 
р имеет компоненты ра в базисе еа, взаимном аа. Г (p) имеет 
компоненты Afp^ в базисе / ' , взаимном ei, если р имеет 
компоненты р1

а в базисе еи®е/. Г* (х) имеет компоненты. 
AfjXJ в базисе иа®/1. 
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В то время как двумерная матрица имеет два положения, 
отличающиеся на транспонирование, трехмерная матрица 
имеет таких положений 6. В нашем случае только 4 из них 
различны в силу симметрии по нижним индексам. Этим опре­
деляются четыре гомоморфизма Л, Л*, Г и Г*. 

Линейную систему квадратичных форм удобно задавать 
в одном из следующих видов: 

а) Матрицей размеров СЛ,.Х~ 

А1 Л1 А1 

Л ° /Vя Л° 
--•11--12 • • • - -пл 

(11) 

в строках которой расположены (в лексикографическом по" 
рядке) различные коэффициенты квадратичных форм Л* (ва) 
«образующих» л. с к. ф. Подпространство Q натянуто на эти 
формы. 

Размерность л.с.к.ф. равна рангу матрицы. (11). 
Подсистема л.с.к.ф. А имеет матрицу вида (11), строки 

которой являются линейными комбинациями строк данной 
матрицы. 

б) Матрицей из векторов 
Ац • • • А1н 

1и • ' • /ш 

(12) 

Полная л. с. к. ф. некоторого строения Р отличается тем, что 
при подходящем выборе базиса et векторы, стоящие на ме­
стах, соответствующих Р, равны нулю, а остальные линейно 
независимы. 

Если л. с. к. ф. А распадается в прямую сумму СВОИХ 
ограничений на подпространствах Z(,,'®.£,.•••. и L(„-®L„»), то, 
расположив базисные векторы е.-, i'=l,...,ti' uer, i"— 
-=«' + 1, . . . , а в подпространствах Ln- и Ln«, мы получим 
матрицу клеточно диагонального вида. 

в) Л*(р) задается квадратной матрицей порядка га, эле­
менты которой — линейные формы относительно ра: 

раЛ« .. . РаА« 

Р*А?„ г1-4 л/, 

(13) 

Для прямой суммы эта матрица также является клеточно 
диагональной. В случае дважды прямой суммы существует 
такой базис еа, что элементы верхней клетки имеют вид 
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_ Р«Л?.у,, а элементы нижней клетки имеют вид 2 РаЛ" •-. 

Л. c. к. ф. не сингулярна, если det ||ра-Л«.|| — не тождест­
венный нуль. Уравнение D"~l мы получим, приравнивая этот 
детерминант нулю, и вообще уравнения Dr получаем, при­
равнивания нулю миноры порядка г-|-1 матрицы ||раА"||. За­
метим, что в случае d = 2 множество D"-1 находится при 
помощи характеристического уравнения. 

г)^Т* (х) задается матрицей размеров ях<". элементы ко­
торой линейные формы относительно х1 

А\,х1 • - V ' 

Ла х' Л° xJ 
(14) 

Уравнения множеств J1 получаются приравниванием нулю 
миноров порядка' t +1 этой матрицы. В частности, КегГ* 
задается системой линейных уравнений 

•Af.xJ: = 0. 

Система имеет нетривиальное решение, если ранг матрицы 

-Ч--

ч-
А" 
-h i • 

Л? . 
In 

• • Ця 

• Чп 

-к 
•Кп 

(15) 

меньше, чем п. Этот ранг равен п — dimKerr*==dimImr, 
т. е. тому числу, которое мы обозначили через с Выясним 
смысл этого инварианта. 

Если./г — •-" базисных векторов ег+и ...,еп лежат в КегГ*1 
то имеем Г* (е}){р) = 0 для всех р и / > - \ В частности, от­
сюда следует Г* (е,) (р®е;) = Л* (p)(<V-v) = 0 для всех i, p и 
/>с . Таким образом, если /г —-г последних базисных векто­
ров помещены в КегГ*, то в матрице (12) возможно отлич­
на от нуля только клетка порядка i* в левом верхнем углу. 
Наоборот, как легко проверить, если за счет выбора базиса 
е- мы добились равенства 

А^=-0 при max{£, /}>k, 
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то ek+l, .. .,еп лежат в КегГ*. Эти предложения и позволяют 
назвать v числом существенных переменных. 

Глядя на матрицы (11) и (15), рангами которых являются 
d и г, мы замечаем, что эти числа — двумерные ранги про­
странственной матрицы А". В работе [2] отмечалось, что 
ранг л. с. к. ф. г —наибольшее число, для которого сущест­
вует тензор 

Ле-' Ааг) 
' « [ - * - ' • ' ••"-'-"rl" 

отличный от нуля, В самом деле, из того, что тензор отли­
чен от нуля, вытекает, что /"-линейная форма, р - , , , , 
. . . Р«,А<^ . . . А™--̂  , составленная для некоторого набора 
индексов i'i, . . . , ir, /1, ...,/... принимает ненулевое значение 
при некотором p. A это в свою очередь означает, что минор 
матрицы ||раЛ<*.||, определяемый указанным набором индексов, 
отличен от нуля. 

Из такой интерпретации ранга г следует, что он совпа-
+ дает с трехмерным рангом матрицы А« с сигнатурой (а) (см. 

[6]). Аналогично, Г-ранг г' есть наибольшее число, для кото­
рого существует тензор 

ОТЛИЧНЫЙ от нуля, и г' совпадает с трехмерным рангом ма-
+ 

трицы Afj с сигнатурой (/). 
Такие рассуждения легко проходят и для произвольных 

трехмерных матриц. Мы получаем, таким образом, новую 
интерпретацию трехмерного ранга. 

Трехмерный ранг с некоторой сигнатурой равен г, если 
среди линейных комбинаций слоев соответствующей ориен­
тации есть матрица ранга /-, и нет матрицы большего ранга. 

§ 5. КРИТЕРИЙ РАЗЛОЖИМОСТИ В ПРЯМУЮ СУММУ 

В этом параграфе нам будет удобнее перейти к проек­
тивным пространствам Ln и М*а, образованным одномерными 
подпространствами пространств /,,, и M*. Мы будем считать, 
что х1 и ра — однородные координаты точек x£L„ и p6Md. 
Волна над буквой, обозначающей множество или отображе­
ние, будет означать соответствующее множество или 
отображение в Х„ и М*в. 
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Из приведенной выше координатной записи гомоморфизма 
Г Следует, что р®х6КегГ тогда и только тогда, когда ра 
и х1 удовлетворяют условию 

p aA«x'-0. (16) 

Будем рассматривать (16) как систему уравнений относитель­
но х1. Если pQDn-l\Dn-2, ранг системы в точности равен 
п — 1, и она имеет единственное решение 1с, которое и яв­
ляется точкой N (р) в Ln. 

Т е о р е м а 8. Пусть л.с.к.ф. А': L(n,®Ln')->Ma не син­
гулярна, многообразие D'A.-1 неприводимо, и его общая точ­
ка ? не удовлетворяет никакому уравнению степени ниже п'. 
Тогда In' натянуто на многообразие с общей точкой •;, оп­
ределяемой системой уравнений 

saAf.xl = 0 (17) 

с коэффициентами из C(stt). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Точка s не принадлежит никакому 

подмногообразию в .Од-1. В частности, s$L>72, и ранг систе­
мы в ТОЧНОСТИ равен я — 1. Система (17) имеет единственное 
решение Е'. Точка Е с координатами %1 является общей 
точкой некоторого многообразия $Я, 

Допустим, что Ш удовлетворяют линейному однородному 
уравнению aix*=0 с комплексными коэффициентами, т. е. 
.многообразие лежит в некоторой гиперплоскости простран. 
•ства Х,.„ Тогда уравнение alxi = 0 является следствием си­
стемы (17), и поскольку оно не тривиально, одно из уравне­
ний системы может быть заменено на него. Отсюда сле­
дует, что определитель матрицы ||saAj«|| останется равным 
нулю, если в ней заменить одну из строк на строку at. 
Равенство нулю полученного после замены определителя 
будет уравнением степени ниже п', связывающим коорди­
наты s.a, что противоречит условию. 

Рассмотрим прямую сумму Л — Л'©А" и предположим, 
что А' удовлетворяет условию теоремы 8. Тогда согласно 
теореме 7 точка £' лежит в L„> и, следовательно, там же ле­
жит многообразие 91'. По теореме 8 Ln< натянуто на Ш'. 

О п р е д е л е н и е . Мы будем говорить, что несингуляр­
ная л.с.к.ф. имеет простую структуру, если Од-1 не имеет 
кратных неприводимых компонент (т. е. наименьшая степень 
уравнения, которому удовлетворяет общая точка каждой 
компоненты, равна ее порядку). 
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Рассмотрим произвольную л. с. к. ф. Л простой структу­
ры. Приведенным в теореме 8 способом для каждой из 
неприводимых компонент D^~x (со— 1,.. . , а) гиперповерхности 
-Од-1 мы можем построить соответствующее многообразие 
Э1Ш и его линейную оболочку Lm 

Теорема 9. Для разложения л.с.к.ф. простой струк­
туры 

а 
А = ©Аш, 

с о - = 1 

где Аш —А/£(ш<8>£и), необходимо и достаточно, чтобы 
п 

Z„-=©Lffl, и для любых (01 и ш2 выполнялось условие 
A ( x - . x 2 ) = o . VJCXG-Z-CÔ  x2eza2. 

Необходимость этого условия вытекает из теорем 7 и 8. 
Достаточность его очевидна. 

( 0 - 1 

Обозначим dim^a через па и 2 п® через /пш. Ясно, что 

если при всех ш мы поместим базисные векторы 

в La, то матрицы (12) и (13) координатной записи А будут 
иметь клеточно диагональный вид. 

При практическом применении теоремы 9, помимо нахож­
дения неприводимых компонент алгебраического многообра­
зия, требуется только нахождение рангов матриц и решение 
систем линейных уравнений. 

Можно ли продолжить полученное разложение в прямую 
сумму до разложения в дважды прямую сумму — легко выяс­
нить при помощи теоремы 5. 

§ в. ОДНА ТЕОРЕМА О СИНГУЛЯРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ 
СИСТЕМАХ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 

Теорема 10. Пусть л.с.к.ф. имеет ранг г. Тогда 
найдется подпространство Z;._rQL,, такое, что 

A/Z,(„_r®L„_r)=-0. 
Мы будем доказывать эквивалентное свойство подпро­

странства £,._>, именно, что для всех pGM* и х, y6.L;)_r 

A*(p)(x.y) = 0. 
Для доказательства рассмотрим такое p0€M*, что RgA*(p0) = r, 
и выберем в Ln базис еи ...,еп е.+1, ..,еп, канонический 
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для квадратичной формы Л* (р0). Обозначим через Ln_r линей­
ную оболочку векторов ег+1, . . . , е„. Доказываемое условие, 
по построению, выполнено для р0. Допустим, что при неко­
тором р. квадратичная форма Л* (р.) не обращается в нуль 
на L„_r. Тогда найдется такой вектор е, что 

A* (Pi) (е-6)^0. 
Возьмем ограничение квадратичной формы Л*(ар0 + р-) на 
подпространстве, натянутом на еъ ..., еп е. Оно имеет ма­
трицу вида 

о + Ьц Ь 1 2 . . . Ь1г Ь 1 г + 1 

Ь\2 -- + ->22 • • • Кг ^2г+1 

blr ...a + brr brr+l 
blr+i . , . brr+x b 

Детерминант этой матрицы есть ненулевой многочлен отно­
сительно а, так как Ь — Л.*(р1)(е-е)фО. Таким образом, 
существует а, при котором Л* (ар0 + р1) невырождена на 

•рассматриваемом (г+1)-мерном подпространстве. Это проти­
воречит нашему предположению относительно л. с. к. ф. Л. 

Теорема 10 позволяет дать оценку 

d < пг — С/2 

для размерности л. с.к. ф. ранга г. Эта оценка грубая, так 
как полная л. с. к. ф. соответствующего строения, для кото­
рой достигается равенство, имеет ранг, равный min{n,2r}, 
что больше, чем г. 
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D. V. Beklemishev 

ON LINEAR SYSTEMS OF QUADRATIC FORMS 

The paper deals with linear systems of quadratic forms. Let 
l,i and Ma be two complex linear spaces of dimensions ti and 
a respectively. By definition a linear 'system of quadratic forms 
is a homomorphism of the symmetric part of Ln%Ltl in M . If 
we choose a basis in the space Ln and a basis in the space 
Ma, this homomorphism defines a square я-matrices Af. 
( a= 1, . . - , a ; I, /-= 1, . . . , n). We consider the polynom 
det(paA™.) and we suppose that it is not identically zero, i. е. 
the system is not singular. The algebraic variety defined by 
the equation det (paA^.) = 0 is supposed to have no multiple 
irreducible component. If these assumptions are true, we can 
give some necessary and sufficient condition for the existence 
of a basis in L„ so that all the matrices Afj have the same 
block-diagonal form. Such a basis is constructed. Some other 
results are also obtained. In particular it is proved that all the 
quadratic forms of a singular system of rank r have a com-
pion (n—/-)-dimensional null-space. 


