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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ТОЖДЕСТВА ПОЛУПЕРВИЧНЫХ КОЛЕЦ 

В.К.ХАРЧЕНКО 

Настоящая работа является продолжением работы С О • Мы рассматри­
ваем вопрос о том, какие дифференциальные ( в частности, не полилиней -
ные ) тождества могут выполняться в полупервичном кольце. Основным 
результатом работы является теорема 1 ( и эквивалентная ей теорема 2), 
которая, по существу, утверждает, что все дифференциальные тождества 
полупервичного кольца характеристики р^О вытекают из обобщенных 
тождеств этого кольца и тождеств, определяющих структуру дифференци -
альной С -алгебры Ли и ее внутреннюю часть на множестве дифференци -
рований. Последние тождества выглядят следующим образом: 

1 . (яу/ - Я1*а + ; 

2. fcr+y/- хм + и*11 

3. X^^^—tfX^fiZ ,где//, 8- любые дифференцирования,or,^t G, 

k, = Q.X — Хй , где р[ - внутреннее для Q дифференциро­
вание и CL- отвечающий ему элемент из Q ; 

5- X = (X ) — (X ) , где fJ,0 - любые дифференци­
рования и - коммутатор в алгебре С-О&Ь К i 

о- (X } . . t ) ** X » где а - любое дифференциро-
И • 

вание, ^-характеристика, JJL - значение р -операции в алгебре 
С Па К 

Все обозначения остаются теми же, что и в £\1 . 

§ 1. Предварительные утверждения 

Пусть К - полупервичное кольцо, f( = vltl HpfJl ( :,I, К) 

с л7 к 

его левое кольцо частных. Здесь у - множество всех существенных Дау-
Низтжттт ш п ш т ш и СО АН СССР, 1*7» 
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сторонних идеалов кольца /( . Пусть Q - подкольцо в К , состоящее 
? г/ л-

из элементов & , для каждого из которых существует идеал 1^ fc J- та­
кой, что QZQ — К . Кольцо Kg однозначно определяется аксио­
мами 1 - ^ (см . [ 1 , §1] ),Всякое дифференцирование и всякий автоморфизм мо­
гут быть продолжены и притом единственным способом на Q и на /f^ 
(см. там же,). 

Обозначим через С центр кольца Q . Известно \j , теорема 0, 
что С - регулярное самоинъективное кольцо. Пусть $ - подмножество 
кольца Kg- , I - аннулятор в кольце Кg двустороннего К -подмо -
дуля 'J , порожденного множеством S .Тогда отображение ^ /+/ ~*~/f 

l£2~ , определяет (см. С2 , замечание 2]) некоторый идем -
потент , такой, что £4 = -i для всех -i.€.S и £Х-0 для всех 

X , таких что SKx = О - Этот идемпотент мы в д а л ь н е й ­
ш е м б у д е м о б о з н а ч а т ь ч е р е з: £ (S) . Заме -
тим, что если /( , то С - модуль изоморфен 

С помощью идемпотентов из С теперь определим некоторую топо­
логию в произвольном £,-модуле . Напомним, что частично упорядо­
ченное множество S называется н а п р а в л е н н ы м , если для 
любых двух элементов существует верхняя грань. В множестве Е всех 
идемпотентов из С введем обычное отношение порядка £t ^ €^ ^ i> 

= £?f . При этом любое подмножество Ef £ Е имеет точ­
ную верхнюю грань -*uipEj , которая, как нетрудно видеть, равна 
e(£f) . 

Пусть h ~ направленное множество. Будем говорить, что элемент 
/71 модуля М над С является п р е д е л о м семейства 
|/7Z^e/V ;o^£ А } { более коротко, ГП= ГП^ ) , если существует на­
правленное множество идемпотентов \jB , о£ £ /4 J кольца О такое, 
что ше^. = ^Ь^ В^ , М1р{е^ = / , где В присх'«/3 . От­
метим, что равенство i i x p | — / эквивалентно тому, что ес­
ли ^ e f и g£ — 0 для всех ос , то 8=0 . 

Будем называть множество а м к н у т ы м, если любой 
предел семейства элементов из Т лежит в Т . Соответственно з а-
м ы к а н и е м множества назовем наименьшее замкнутое множество , 
содержащее данное. Таким образом, операция замыкания определяет неко­
торую топологию на С -модуле М 
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Отметин, что К.И.Бейдар С&П ввел понятие ортогональной полно -
ты. Можно показать, что замкнутое множество с нулем ортогонально пол­
но, и наоборот. 

Пусть теперь (р : Mf •- М2 - некоторое отображение С -моду -
лей. Назовем (р в п о л н е н е п р е р ы в н ы м , если из равен­
ства П1 = iim ПЬ следует, что Ф{{й) — "UfTl (р (Л? ) . Заметим, что вся-

А ^ А ' ^:. . кое вполне непрерывное отображение является непрерывным. Действитель • 
но,в этом случае полный прообраз замкнутого множества замкнут и, сле­
довательно, (р - непрерывное отображение. В частности, мы получаем, 
что всякий модульный гомоморфизм является непрерывным, а изоморфизм -
гомеоморфизмом. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. О п е р а т о р ы л е в о г о ,, п р а в о-
г о у м н о ж е н и я , o n e p a t о р ы С д в и г а Пд{Х) — 
~ CL , а т а К' ж е в с е д й ф ф е р е н ц и р о в а 
н и я и а в т о м о р ф и з м ы к о л ь ц а Д^, в п о л н е 
н е п р е р ы в н ы . Б о л е е т о г о , е с л и £ = tuit % , 

tun А. , т о % ± i = Um ± 4 ),%••&,•* йпь(ъ -d ) 
л д * * * 7 А 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Операторы левого и правого умножения вполне не­

прерывны , так как являются модульными гомоморфизмами. Если %— (щ1 
тс. (*±а)е = ге +- ае-г* +ае*= (г+а) е, ,т.е. «+# **йт(г + а) 

Для того чтобы доказать непрерывность дифференцирований, заметим 
сначала, что ц е н т р а л ь н ы е и д е м п о т е н т ы я в ­
л я ю т с я к о н с т а н т а м и л ю б о г о д и ф ф е р е н ­
ц и р о в а н и я . Если £ £ = £, , то2@£^ = - Умножая на £ 
получаем £Н= 2в£М е£М , отсюда 0 , т.е. 0 . 

Теперь < ^ = ^ ;= Г * * / " ̂  , т.е. * ^ < ^ . 
Если у - автоморфизм, то, рассматривая семейство идемпотентов | £^ j-
имеем iz В )%= Ш l № , т.е. 2^= . 

Наконец, пусть а/71 ̂  ,&=иЛ1& . Тогда если j £ \ 
W ] - соответствующие семейства идемпотентов, то для множеств 
± -i^} '(^oti^-^;} рассмотрим семейство идемпотентов (̂ ĵ . , 

о<Г £ Л* \ . Понятно, что это семейство направлено, и если ̂  f г ~ О 
, о с ' » 

для всех ос , то, выбирая для произвольного р& А элемент ̂ ?е^^> 
мы получим, что (ee^ffl= е ( ^ Н / ^ М * ^ ) ^ ^ • Т а к и м 

образом, О I, и, значит, Е"0 , т.е. -Аир f } = / • Далее, 
(* ± d ) ^ / > ('Г^)/> f ^ ^ = ( ^ ^ % £ - Точно т1к же 
( f A / ? ^ £ £ = fyc^cJ^Le. ' Предложение доказано. 
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Заметим, что последнее утверждение предложения 1 еще не означает, 
что Кf. является топологическим кольцом, так как, возможно, сущест -
вуют семейства, сходящиеся в определенной выше топологии, но не имею -
щие предела. Поэтому возникает вопрос (не являющийся существенным для 
дальнейшего, но представляющий самостоятельный интерес): б у д е т л и 
X ^ т о п о л о г и ч е с к и м к о л ь ц о м с о п р е 
д е л е н н о й в ы ш е т o n о л о г и е й? 

Пусть F ( X) ~ многочлен от некоторого множества переменных 
X с коэффициентами из , в записи которого, кроме операций 

сложения и умножения, возможно, участвуют унарные операции дифференци­
рования и автоморфизмы. 

ЛЕММА 1. О т о б р а ж е н и е F (X) :/(^ * К^*.<*К$—-Х^ 
н е п р е р ы в н о п о к а ж д о й и з п е р е м е н н ы х 
^ н о, в о з м о ж н о , н е п о в с е м в с о в о к у п 
н о с т и ) . В ч а с т н о с т и , е с л и F (X) о б р а щ а е т ­
с я в н у л ь н а н е к о т о р о м м н о ж е с т в е 
Т £ К г- > т о F { X) о б р а щ а е т с я в н у л ь и н а 

-г 
з а м ы к а н и и / 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем некоторую переменную ,2* € X и при -
дадим конкретные значения Q . £ Л остальным переменным. Мы 
получим многочлен г (Xj ) от одной переменной, непрерывность которо­
го и требуется установить. В силу предложения 1 достаточно показать, что разность, произведение и суперпозиция вполне непрерывных отобра­
жений (ррЦ?, - К ^ —*" К- g вполне непрерывны. Если ПЪ ~ &/TL /77^ , 
то f} im) = urn 9? (mu) и ipz (m)» urn%_(/п^). п о э т о м у ^ ( т ) ) = 
= iuTLf,^ {М^)} , и в силу предложения 1 

%{m) ±fz(m) - Unify (/^)±^(^)).,^(m>^f^ = % f ^ ^ ( / ^ ) . 
Итак, F(X) непрерывен по каждой переменной. Пусть теперьР*(Х) 

обращается в нуль на множестве Т £ К ^ ....... Зафиксируем произвольные 
значения X: = CL; £ Т ,1^2 . Тогда F (т) обращается в нуль на С о • ; л 
7* и, в силу непрерывности F (Xt) , обращается в нуль на Т -Так 

как элементы CL; выбирались произвольно, то F(X/ обращается в 
Л * А нуль при £,€-Т , Х- £ Т I > 2 . Фиксируя теперь X, £ Т ,Х;£-Г , г г \ L л. 

1^3 > мы получаем, что Г I X/ обращается в нуль при £^ £ / , 
Х-Я.Т , 4 2 j . Продолжая, эти рассуждения для всех переменных, 

и 
встречающихся в записи F(X) , мы получаем, что F(X) обращается 
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в нуль на Т , Лемма 1 доказана. 
Из данного выше определения не следует, что направленное семейст­

во элементов J имеет не более одного предела. Назовем для 
краткости /?-модуль М п о ч т и х а у с д о р ф о в ы м , если 
всякое направленное семейство имеет не более одного предела. Можно 
показать, что почти хаусдорфовость ^-модуля эквивалентна н е -
с и н г у л я р н о с т и этого модуля, однако для наглядности мы 
сохраним топологическую терминологию. 

Модуль М назовем п о л н ы м , если всякое семейство эле­
ментов | ^ J , для которого существует направленное семейство 
идемпотентов ( P ^ J , такое, что 4ilp{6^ } — /f &^ — Zfi £^ ; 
£^ 5 вр приоС^уЭ , имеет предел. 

Если А - кольцо, то через Eltft (А , + ) мы, как обычно, обо­
значаем кольцо эндоморфизмов аддитивной группы кольца А . Кольцо 
Ertci(Л ( + ) является правым модулем над центром А , но может не 
быть алгеброй над ним, .Действие центральных элементов определяется 
по формуле X{fC) = (£р)С 

ЛЕММА 2. М о д у л и К ^ ,. ЕпЛ {К^ ,+ ) п о ч т и х а у с-
д о р ф о в ы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 7, d являются пределами семейства и 
{ } ' ( } " с о о т в е т с т в У | 0 1 Ц и е с и с т е м ы идемпотентов. Тогда(££);£ = 
» % В Т ™ £, • Поэтому [t-VjB f = О • Зафиксируем ин -
деке оС , и пусть^ >fi,<sC . Тогда ( £ - i)B<aff^= &~ ^jfiitfp 

— О . Поэтому (z-i)£ = 0 , т.е. £ => d - Здесь мы вое -
пользовались тем, что если # £ ^ХС^=0 для всех осе А , то 
0-££([^}) = #4Up[£.} «= £ . Если же £ £ EtldiKj- , +) , то для 
любого ifje/C равенства t{X.)£,~ О цаюг £.(Х) = О и, следова-
тельно, £,= О 

Лемма доказана. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 (см. также Г Й ) . Е е л и Т - п о д к о л ь ц о 

в Х ^ » т о е г о з а м ы к а н и е / " т , а к ж е я в л я -
е т с я п о д к о л ь ц о м . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через k {Т) множество всех предель -
них точек Т . Пусть Г= Г , Т , •= k\T), Г"1 U Т , где А -
предельное число. Тогда объединение всех / является замкнутым мно-

А о£ 
жеством и поэтому совпадает с Т . Таким образом, в силу трансфинит­
ной индукции, достаточно показать, что к(Т) - подкольцо. Пусть % "* 
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= iltTL 1Ы , ±Лп1 4fl , С Т i \ел } , ... - соответст -
вующие системы идемпотентов. Рассмотрим семейство ^ |-|ой(^б)£ 
£ Л х 3 } , полагая (<*,/$) * Й",»/3/ ) ̂  fc^f/3*/*/)- '°гда (f±4j)= 
= {Т^± 4 а 1, £ А - Unlit* что и требовалось. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. П у с т ь / - и д е а л п о д к о л ь ц а 
Т & К . Т о г д а з а м ы к а н и е Т я в л я е т с я 
и д е а л о м в / , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так же, как и в предыдущем предложении, достаточ­
но показать, что i (J) k (f) . пусть %= ilm t е k (Т)t д =• 
— •Htm i £ ^ {/J , тогда -2Г-4 = & 7 L f 4 е / (!) , точно так же 

, что и требовалось. 
ЛЕММА 3. М о д у л и А" • й f W (Х- 7 " ^ - ^ я в л я ю т с я 

п о л н ы м и . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим сначала, что % £ К^ , и пусть 

\ ё' \ - семейство идемпотентов такое, что % .Pj" t 
при of ̂ /S и 4 u p { ^ } - / . Пусть А^= {xQ К\хв< ,Х Z^. е^е К) , 
Тогда Л - левый идеал кольца К , причем А — I € S . Объедине -

А к 
л = \J п в также является левым идеалом. Действительно, ес-ние 

+вл

е

лЪл£/< . Точно так же (а £ -tajje^K , и поэтому 
г Р р . ^ ы ^ р р / 

Так как А ,6 2 J , то J 2 %Z_,£ Z « X" . .Кроме 
оС оС ос оС '• • • " ™ of <х. 

того, аннулятор I равен нулю. В самом деле, если Т&=0 , то 
I В, Х~0 , т.е.в,Х =• О , и, значит, X *=Х-Шр { Л Л = 

Определим гомоморфизм левых Л -модулей \'*А К по формуле 
a j j - ^ *и • если ал еи = ̂  efi и / ^ , / з , « а д ?..-
= с7 £ ^ = С ? » ^ л 1/~ > т- е- f определено корректно. Так 
как область определения 4; содержит идеал 1 £ от , то существует 
элемент Z ̂  К ^ такой, что Q £ 1<= d £ t r , т.е. 
I {2Л-е 1 ,)***• Q • Это значит, что = ̂ , и поэтому 

Если теперь End [К ̂  f~^~ ) » т о Д л я любого X£.Kg сущест -
вует предел Z^lX) > и мы можем положить £ (ее) =» -̂ лт, %^ (X) 
Тогда t = ilm t . Лемма 3 доказана, 

ЛЕММА 4, П о д к о л ь ц о $ з а м к н у т о в Ж и 
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п о э т о м у я в л я е т с я п о л н ы м. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть t ш &М и £ £g£. К, £ 1^ £ К , 

где $ . Тогда J - 9 , при этом - С̂с ' 
поэтому £ С /С , т.е. %&..£} . Лемма доказана. 

ЛЕММА 5 . П у с т ь Л/ - п о ч т и х а у с д о р ф о в 
^ - м о д у л ь . Т о г д а в с я к и й к о н е ч н о - п о 

р о ж д е н н ы й ^ - п о д м о д у л ь в М л р о е к т и-
в е н и и н ъ е к т и в е н и я в л я е т с я п р я м о й 
с у м м о й к о н е ч н о г о ч и с л а ц и к л и ч е с к и х 
м о д у л е й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем сначала для однопорожденного подмодуля. 
Имеем Щ. С/а/т ш , где dn.fi m ~ . Так 
как М - почти хаусдорфов модуль, то /71 £lni = llrtl ITiC^ ""О 
где - сходящееся семейство элементов из CLlUV ГТЬ . Это значит, что 
QRU. Ш _ замкнутый идеал в С . Всякий замкнутый идеал в С является 
главным { и наоборот). Действительно,множество всех идемпотентов из 
замкнутого идеала образует направленное семейство, предел которого 
и порождает данный идеал. Этот предел существует в силу того; что о -
замкнутый подмодуль полного модуля Q . Таким образом, Q/UL/TL = ВС » 
и, следовательно, гчС & (/ — £,) С .Поэтому шС & Ё-С С .Так 
как С~ инъективный и проективный С-модуль, то ШС - также инъектив-
ный и проективный £?~модуль. 

Предположим теперь, что лемма справедлива для подмодулей, имею -
щих ft—/ порождающих. Пусть N — tV -порожденный подмодуль и ПЪ -
один из порождающих элементов. Тогда цепочка О ~*- мС *~ N *~ 
—»-/V'jlTlC "О pacщeпляetcя, так как, по доказанному, m С - инъ­
ективный модуль. Имеем /V^tTlC@ R » где подмодуль R ̂  rf/mC 
порождается П ~ / элементом. В силу индуктивного предположения лемма 
доказана. 

В лемме 5 мы показали, в частности, что е с л и ЛЬ - э л е -
м е н т п о ч т и х а у с д о р ф о в а м о д у л я , т о 
/71 С— В О Д л я н е к о т о р о г о и д е м п о т е н т а 
£ £ С - Э т о т и д е м п о т е н т в д а л ь н е й lire м 
мы б у д е м о б о з н а ч а т ь ч е р е з £ (ш) , что не про­
тиворечит принятому выше обозначению £(\) для элементов d£/f,_ . 

ЛЕММА 6. П у с т ь М - П О л н ы й п о ч т и х а у с -
д о р ф о в Q- м о. д у л ь, ^ / - з а м к н у т ы й С - п о д -
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м о д у л ь в А/ . Т о г д a M//Y - п о л н ы й п б ч т и х а-
у с д о р ф о в м о д у л ь . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть элементы t , -Ас являются пределами 
последовательности % и \ВЛ J , \ У " с о о т в е т с т в У ю и ( и е семейства 
идемпотентов. Тогда - " Z " } В ^ е Л ' , B^f^G. . Поэтому 
/L = (% — f € /V . В силу полноты модуля /V , семейство 
Д, имеет предел Ле/V . С другой стороны, £ — d также является пре­
делом этого семейства, и так как М - почти хаусдорфов модуль, то 
t - i = л е / V 1 , т.е. £ = 4 . 

Пусть теперь семейство в М/Н такое, что ̂  ^.с?. £/У^ 
гдер^-Ы. , ^Upl^} = 1 • Рассмотрим множество Р всевозможных пар 
[/П,ё-) ' г Д е /тъ^/тгё € М . В~ идемпотент из С , таких, что 

для всех ос . Множество Р непусто, так 
как содержит пары , ̂  ) 

Действительно, выберем ?̂ > о ^ fi . Тогда ^ ^ з — ^3 € Иг и 
~- У £ d N • Умножая оба этих включения на £, £„ и вы-

читая из первого второе, мы и получим, что ( В р , £^ ~) 6 /л. 
В определим отношение порядка (/7Z,£) * f/71f,£f) £=Ф /77/£ — 

=ПЬ, £s . Если \ ip?f'£fty ~ линейно-упорядоченное подмножество в Р , 
то, фиксируя , мы получим, что семейство |/77„ В.,В, — ? ,£.,& — П7 \ 
имеет предел £ /V -

В самом деле, пусть £ = iup и ̂  = (/-В) . Тогда 4Щ>^= 
- / и Л ,,/!Р - ft-ti/fj при / , и поэтому в силу пол-

ноты модуля /у существует предел /£ = WTL /г , . Понятно так-
же, что семейства { i ^ } , { ^ * У также имеют пределы € / V , £ £ С . 
В силу почти хаусдорфовости мы получаем, что ГЧ,£2 — %,££ —/1.&/V , 
т.е. {рТ,£) ~ верхняя грань для - По лемме Цорна, множе­
ство Р имеет максимальный элемент \т1£) . Если £ ~ / , то ПЬ— 

= b/di^ , и все доказано. Если ж е ^ = / ~ £ £7 , то ^ t? для 
некоторого уЗ • Тогда пара (/71+1^ £^ft f) принадлежит Р и 
строго превосходит (//!,{!) . Лемма доказана. 

ЛЕММА 7. П у с т ь У^,У^ - п о ч т и х а у с д о р ф о в ы 
^ - м о д у л и , ^ ^ , ^ ^ . Т о г д а щ в 

т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а В^Щ) £(if2)=0 . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем LT С * £. i О] ) С , lT2 С ^ В Ur

2 ) С ... Поэ -
тому lTf и все доказано в силу вложения 
tTjC®lT2C 4jOye (см. [9 , с.209]). 
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ЛЕММА 8. П у с т ь %>У% - п о ч т и х а у с д .о 'р ф о в ы 
^ - м о д у л и и ̂  fif f . . •, fira € Vf . T о г д а с у щ е с т -

в у ю т э л е м е н т ы ^ „ Л , , . ., ̂  €. С т а к и е , ч т о 
д л я л ю б ы х t2f1„.,Gn а Чг р а в е н с т в о 
в п е ч е г Д P(V ) = g Q. С . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по /V . При ft-f из леммы 7 
следует, что = Uf £{Q) £ О. 

Пусть теперь ,1 > / . По лемме 5 . подмодуль {ff С выделяется из 
модуля 2 1Г» С прямым слагаемым. Пусть % If. С = ffj СФ ЩМщ^&Щ^С 
*1%т0г0.+ „ , , l > 2 . тогда = 2 a-® (Г~ (а} + :2Цq№ir+ 
+ <2 ' # 4£ +*... Отсюда следует, что (t?, + SzZ,*)^Zf = О и, по 

лемме 1, CtfB [(Tj) = — a^C^6-{Wf) , что и требовалось. 
ЛЕММА 9. П у с т' ъ2 - п о д м о д у л ь м о д у л я 

/т&2^ ( , ~Ь ) , с о с т о я щ и й - и з . в с е х в н у т 
р е н н и х для Q д и ф ф е р е н ц и р о в а н и й . Т о г д а 

Uti - з а м к н у т ы й п о д м о д у л ь , и, с л е д о -
в а т е л ь н о , ф а к т о р - м о д у л ь Erbd(/С-, "Г ) / ~ п о ч-

'-Z'i'ni 
т и х а у с д о р ф о в . ь"* 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем 2?.f Q/c .Так как ь? - полный мо­
дуль и £ - замкнутый подмодуль, то, в силу леммы 6, $1С - пол­
ный почти хаусдорфов модуль. Мы отмечали, что всякий модульный изомор­
физм является вполне непрерывным. Поэтому 7 ) ' - также полный 
модуль, и, значит, он замкнут в End {, Ху , + ) . Лемма доказана. 

ЛЕММА 1 0 . П у с т ь S - 3 а м к н у т а я а д д и т и в -
н а я п о д г р у п п а в К ̂  т а к а я , ч т о §£ С § 
( з д е с ь £ - м н о ж е * с т в о в с е У ц е н т р а л ь н ы х 
и д е м п о т е н т о в ) . Т о г д а е с л'"и f' • $ —•- К с я в л я -
е т с я / г - л и н е й н ы м о т о б р а ж е н и е м , т о н а й ­
д е т с я э л е м е н т d £ 5 т а к о й , ч т о В {\f ($)} У~ 
-eifw). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим множество N пар (л,е) таких, что 
4£ = <L£.$ , В = £ (j/'f-A)), и определим в М , как обычно, отно­
шение порядка (4,1)« f4.f,^)«-=> 4f£= 4, £&ВГ . Тогда ЩО)е.М, 
Если {^^f'Af^y ~ л и н е^но-упорядоченное подмножество в $ , то, в 
силу леммы 3 и замкнутости $ , существует предел &r*.-£Chl 4^ 
При этом <? (/\Ч ?)с?^ = £ (/(Л) В^)^ £ Щ , и поэтому Е? = • •. 
= £{fl&)) 3> В - Таким образом, пара ( -4 ,£) является верхней гра-


