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Эта статья примыкает к работе [1]. Состоит она из трех частей; 
главная среди них — первая. Целью первой части является решение 
общей задачи, поставленной А. В. Архангельским в [1]: распространить 
на регулярные или даже хаусдорфовы пространства результаты, полу­
ченные им в [1] для вполне-регулярных пространств с помощью метода 
расширений, естественная область действия которого принципиально 
ограничена кругом вполне-регулярных пространств. 

Так, лемма 2 и основной результат — теорема 4 — являются об­
общениями соответственно предложения 3.3 и теоремы 3.10 из [1]. 
Совсем новым, хотя и несколько специальным, результатом является 
теорема 6. 

Вторая часть статьи посвящена новым примерам А-отэбражений. 
I. Напомним некоторые опрзд^лшия. Система со = {Ga\ открытых мно­

жеств пространства R называется внешней базой подпространства X С~2 R 
в пространстве R, если для каждой точки х £ X и любой ее окрестности 
Ох (в R) найдется элемент G a (co , такой, что x ( ( 7 a C ~ O x . Множество 
Ф С 1 Х имеет характер т в X * , если выполняется условие (F)\ существует 
такая система у = {Ua\ открытых в X множеств мощности т, что для лю­
бой окрестности ОФ множества Ф (в X ) найдется [ / а £ у, удовлетворя­
ющее условию Ф(~иаСГ ОФ**. Имеет место 

Т е о р е м а 1. Пусть бикомпакт Ф веса т имеет характер т в 7\-про-
странстве X . Тогда Ф обладает и внешней базой в X мощности т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть система ф = {£ /« : a £ 0, card 9 < т} удов­
летворяет условию (F) (по отношению к паре (X, Ф)) , Пусть, далее, 
ю = { Г \ : ^ ( 6, cardG < т | есть база пространства Ф (в обычном смысле), 
П = {щ = { I \ t , I\J : j i ( В} — система, образованная всевозможными парами 
яр = {Г*,!, Г*,,} элементов со, для которых [ Г ^ С Г Г * 2 . Очевидно, cardf i<t. 
Мы сейчас определим для каждой пары щ = { Г ^ , Т%2\ некоторое множество 
Мр. Прежде всего для каждой точки х£Ф \IXAJ выберем окрестность 
Ох(вХ), такую, что [Ox] f] [Г^] = 0 . Это можно сделать, так как [Г^ ] 
есть бикомпакт. Система множеств уз = = ^ я , 2 , Ох\ х{\ Ф \ [ Г ^ ] } образует 
открытое покрытие бикомпакта Ф. Из него можно выделить конечное под-

* Всюду в этой статье т предполагается бесконечным кардинальным числом. 
** Будем говорить в этом случае, что у есть база множества Ф в X. 
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покрытие Yp - { Г Я г , O x f , О х * т \ . Положим Мр - fjOxj и Gap - Ua\[Mf>]. 

Тогда [Мр] П = 0 и Gap ] D [Г я , ] . Покажем, чтсГсистема Q = {Gap | a £ 9, 
р ( В } образует внешнюю базу бикомпакта Ф в пространстве X , мощность 
которой < т . Проверим сначала последнее. Пусть хестьлюЗая точка из Ф, 
а Од: —любая ее окрестность в X. Так как "со есть база бикомпакта Ф,' 
найдется такая пара Я р - { 1 \ , Гк\, что х£ ГкС~ C Z I \ C : O x . По 
построению, имеем Ф С М Р ( J Гк(~Мъ U Ох. По условию, в системе ф 
найдется такое множество Uai что Ф С ~ ^ / а С / И р | J Ох. Очевидно, тогда 
* 6 Gap = <7 а\[Л4р] С " Ох. Этим доказательство завершено. Аналогично 
доказывается (см. лемму 1 [2]) 

Л е м м а 2. Пусть характер Ф в X равен характеру F в Ф и равен 
т, где Л Ф суть бикомпакты, а X есть 7>пространство и ^ С Г Ф С Г Х . 
Тогда и характер F в пространстве X равен т. 

В [3] (см. стр. 889) доказано, что %xR = WxR, если R есть бикомпакт 
и x^R — любая его точка*. 

Лемма 2 позволяет нам получить следующий результат. 
П р е д л о ж е н и е 3. В любой точке х хаусдорфова пространства 

точечносчетного типа** X выполняется равенство % * X = WxX. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай конечного Ч'хХ тривиален. Достаточно 

доказать, что%хХ<Ч?хХ. Пусть WxX = т, то есть существует такая 
система у = {Ua\ a£ 9} мощности т из открытых в X множеств, что 
П Uа = х. По условию, в пространстве X есть бикомпакт Ф счетного 

характера, содержащий точку х. Положим £Г = £/ а (~)Ф. Каждое множество 
{ ] ' открыто в бикомпакте Ф и П ^ = л :- Так как для бикомпактов равен­

ств 
ство %хФ = ¥ х Ф выполняется, то %хф < т. Из леммы 2 следует, что 
% х Х < т . Итак, предложение 3 доказано. 

Т е о р е м а 4. Прообраз и образ пространства счетного типа*** при 
совершенном отображении есть снова пространство счетного типа (в классе 
Г2-пространств). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / : X - > Y — совершенное отображение и 
X есть 7упространство счетного типа. Рассмотрим произвольный биком­
пакт Ф, лежащий в пространстве Y. Тогда / - 1 Ф есть бикомпакт, ^ Ф С Х 
и найдется такой бикомпакт F счетного характера в X , что / " 4 D C Z F . 
Пусть {Un \п= 1,2, . . . } есть какая-нибудь счетная монотонная * * * * база 
бикомпакта F в пространстве X . Положим \\ == Е{х\ f^fxCZ.U^. Пусть 
уже построены открытые в X множества К х , К , . . . , V V Множество V V r 

строится следующим образом: берем такое открытое множество Г ^ З / ^ Ф , 
что [rk¥1f)F]CZUk+1f)Vk, и положим 

= Е {х | /х г- Г , Ь 1 п Г Ш . 
Множество Vk+.x открыто в X , так как отображение / замкнуто. Множе­
ства Vl9 V2, ..V„, ... имеют следующие свойства: 

i)vn+1avnr:un, « = 1 , 2 , . . . . 

2 ) [t/^n^g^fl^ " = 1 , 2 , . . . . , 

* е с т ь характер (вес) пространства R в точке х, а ЧО;/? — псевдохарактер 
этого пространства в точке х (см. [3]). 

** Пространство называется пространством точечносчетного типа, если сущест­
вует покрытие этого пространства бикомпактами счетного характера (см. [1]). 

*** Пространство X называется пространством счетного типа, если для произвольного 
бикомпакта F C X найдется бикомпакт Ф<~ X счетного характера (в X ) , содержащий 
F ( C M . [1] и [4]). 

**** Монотонность системы {Un | п = 1, 2 , . . . } означает, что UnС Vп> при пх > п2. 
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3) tWn = Vn, л = 1,2, 

4) f1
 Ф С ^ л = 1,2, . . . 

00 оо 

Из свойства следует, что Л = f| V „ C T F ; поэтому Л = f| П f ) -
Я=1 /1=1 

Так как [ У Я + 1 f| Л П ^ т о ^ = П Wn П Л- Это означает, что А 
есть бикомпакт. Из свойств 3 и 4 следует, что / - 1 [А = Л и /-ЧР С Л . 
Бикомпакт Л имеет счетный характер в F , так как его псевдохарактер 
счетен. По лемме 2, счетен характер бикомпакта А в пространстве X ; 
пусть {Gn \п = 1, 2, . . . } — некоторая его счетная база в X . Докажем, что 
бикомпакт /Л З Ф имеет счетный характер в Y. Положим Wn=Y\f(X\Gn). 
Очевидно, fAClWn(n= 1,2, . . Покажем, что для любого открытого в 
Y множества № 3 /Л найдется такое Wn, что M C ^ C f . По условию; 
найдется множество Gn, для которого ^ C G ^ C / " 1 ! ^ ; следовательно, 
/ Л Г 1 У „ = К \ / ( X \ G n ) C I К7. Этим первая и значительно более трудная 
половина теоремы 4 доказана. 

Теперь предположим, что У есть пространство счетного типа и 
/ : Х - > У — совершенное отображение. Пусть F есть произвольный би­
компакт из X. Найдется, по условию, бикомпакт Ф ^ / 7 7 счетного харак­
тера в У. Тогда, легко видеть, что бикомпакт f~lO^F имеет счетный 
характер в X, ибо прообраз множества счетного характера при замк­
нутом отображении является множеством счетного характера. Послед­
нее замечание завершает доказательство теоремы 4. На нем же осно­
вано 

П р е д л о ж е н и е 5. Прообраз пространства точечносчетного ти­
па при совершенном отображении снова является пространством 
точечносчетного типа *. 

Теорема 4 позволяет получить следующий результат. 
Т е о р е м а 6. Пусть отображение f\:X-*Y замкнуто и отображе­

ние f2:Z->Y совершенно, где X — метризуемое, a Z — перистое про­
странства. Тогда У метризуемо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По известной теореме Майкла о сохране­
нии паракомпактности при замкнутых отображениях (см. [6]), У есть 
паракомпакт. Так как паракомпактность сохраняется при совершенных 
отображениях в обратном направлении, то и Z есть паракомпакт. 

Применяя теорему 5.1 (см. [7]) и теорему 4, заключаем, что Z и У 
являются пространствами счетного типа. Значит, по теореме 3.11 
(см. [4]), пространство У метризуемо. 

П. Другой вопрос, которого мы коснемся в этой работе, поставлен в 
связи с теоремой 2.3 в [4]: какие хорошие свойства отображений сохраня­
ются при переходе к отображениям ^-прообразов? Мы построим пример 
открытого отображения / : X У, для которого отображение / : X Y 
(где X и У суть /г-прообразы пространств X и У) не является даже фак­
торным. Скажем, следуя Урысону, что возрастающая последовательность 
целых чисел 1 < ах < а 2 < . . . < ап <С . . . сильно возрастает, если 

lim J^L. = oo. Вот построение Урысоном (см. [8]) счетного пространства R 

без второй аксиомы счетности: R = {О, 1,2, . . . , п, . . . } , где положитель-* Заметим, что образ пространства 
отображении может не быть пространством 
в одну точку любой несчетный бикомпакт, 
ном примере Александрова—Немыцкого [5]. 

точечносчетного типа при совершенном 
точечносчетного типа. Достаточно склеить 
лежащий на вещественной оси в извест-
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ные точки изолированы, а окрестностью точки о является множество, по­
лученное удалением из R сильно возрастающей последовательности. Про­
странство У — это отрезок [с, d] с естественной топологией. Положим 
S=YxRuX= ((С, d] х ( # \ {о})) ( J {(с, о)\. Пространство X является 
подпространством пространства S . Пусть г|>: S -> Y есть отображение 
'Ф (У, п) = г/ (где л = 0, 1,2, . . . ) . Положим / = i|? | X. Очевидно, отобра­
жение /: X -> У открыто тогда, и только тогда, когда для любой точки 
х ( X некоторая система окрестностей точки х переводит в базу точки fx 
в пространстве Y. Так как отображение я|? открыто и множество (с, d] х 
X {R \ {о}) открыто в пространстве S (значит, и в X ) , то это условие 
выполняется для точек множества (с, d] х ( # \ { о } ) . Нам осталось пока­
зать, что наше условие выполняется для точки (с, о)£ X. Для этого дос­
таточно показать, что любая окрестность вида О (с, о) = ([с, I) х 0(о))Г\Х9 

где c < / < d , переходит в открытое множество пространства Y. В самом 
деле, 

/О (с, о) = 1>([с, / ) X 0(о) = [с, / ) . 
Включение /О (с, о) CZ [с, / ) очевидно. Докажем обратное включение. 

Пусть у(- [с, / ) . Возможны такие варианты: 
1) у = с и тогда (у, о) - (с, о) £ О (с/о); значит, у - f(y, о) = г|) (у, о) £ 

( / О (с, о). 
2) yd (су / ) . Тогда существует такое натуральное число О (о), что 

<У> я)(: (с, d] х {п}. Значит, (у, п)(\0(с,о) и у{\ /О(с, о). Этим доказано, 
что отображение / открыто. 

Теперь рассмотрим отображение /: X У . Так как У есть метриче­
ское пространство,У = У . Очевидно, что для любого натурального числа п 
множество Ап = (с, d] х {п\ замкнуто в пространстве X. Так как каждый 
бикомпакт, лежащий в R, конечен, то каждый бикомпакт F C X пересе­
кается лишь с конечным числом множеств вида Ап\ следовательно, в про-

странстве X множество (с, d] х ( Я \ { о } ) = ( J Ап замкнуто. Так как 
п=1 

/~ (с, d] == ( J Л л , где множество ( J Л л замкнуто в X , а множество (c,d\ 

не замкнуто в пространстве У, то отсюда следует, что отображение / 
не может быть факторным. 

Теперь покажем, что ответ на вопрос А. В. Архангельского «каждое 
ли факторное ^-отображение замкнуто?» отрицателен. Существует откры­
тое незамкнутое /^-отображение. Пусть R есть по-прежнему пространство 
Урысона, а В = {Ь1У Ь2У ... , Ьп9 . . . } — счетное дискретное пространство. 
Положим X = R U В, где [#] Q [В] = 0 в пространстве X . Отображение 
/ : X -> R строится следующим образом: 

a) f(n) = я , где /г( R. 
b) /(&*) = где £ = 1,. 2, . . . , то есть 6 Л£ 5 . Отображение / удов­

летворяет следующим свойствам: 
1) / открыто и непрерывно, так как fx= f\R и f2 = f\B являются 

гомеоморфизмами, a R и В суть открытые в X множества. 
2) / является /^-отображением. Это следует из того, что все биком­

пактные подмножества пространства X конечны, а также из конечно-крат-
ности отображения /. 

3) / не замкнуто, так как множество В замкнуто в X , а множество 
fB = R\{o} не замкнуто в пространстве R. 

В заключение заметим, что ^-прообраз финально-компактного' прост­
ранства не обязан быть финально-компактным. Для доказательства этого 
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достаточно взять ^-прообраз следующего пространства R = {aybx\X(: 

£ 0, card 9 > coj}, где все точки Ь% изолированы, а типичная окрестность точ­
ки а получается удалением из R счетного множества точек. Этот вопрос 
возник в связи с более общей задачей, поставленной А. В. Архангельским 
в [1]: будет ли ft-прообраз произвольного паракомпактного пространства 
паракомпактом? Остается без ответа и вопрос: будет ли k-прообраз наслед­
ственного финального пространства финально-компактен? 

I I I . Пространство X является пространством косчетного типа, если 
РХ \ X есть пространство счетного типа*. 

Т е о р е м а 7. Пространство X имеет косчетный тип тогда, и только 
тогда, когда X = M 1 ( JM 2 , где Мг есть замкнутое финально-компактное под­
пространство, а М2 — открытое локально-бикомпактное подпространство 
(в классе вполне-регулярных пространств). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X есть пространство косчетного типа. 
Положим 

Мг = [ Р Х \ Х ] Р Х \ ( Р Х \ Х ) и М 2 = рХ\[рХ \ХЪх. 

По известной теореме Хенриксена и Избелла [4], множество М± финально-
компактно, а М2 открыто в X и локально-бикомпактно. Пусть теперь X = 
= Mi\JM2, г Д е Мг замкнуто в X и финально-компактно, а М2 есть откры­
тое в X локально-бикомпактное множество; тогда множество М2 открыто 
и в РХ. Поэтому Р Х \ М 2 есть бикомпакт. Пусть ^ C i p X \ Х есть произволь­
ный бикомпакт. Для каждой точки х£ Мг существует такая окрестность 
Ох, что [Ох]$хГ\Р= 0 - Система у\={Ох\х^М1\ покрывает множест­
в о м ! ^ силу финальной компактности Мх в ц содержится счетное под­
покрытие у = {Охп \п= 1,2, . . . } . Положим U\ = (рХ \М 2 ) \ [Ох г ]рх ; пусть 
уже построены открытые в Р Х \ М 2 множества UltU2, ... ,Un. Через Un+i 
обозначим такое открытое в рх \ М 2 множество, что 

F С U n + l CI [Un+foxСГ Unf)($X\[Oxn+^x). 
оо 

Тогда бикомпакт Ф = f\UnC^РХ\Х имеет счетный характер в РХ\ X и 
п=1 

J F C O . ЭТИМ доказательство завершено. Аналогично доказывается 
П р е д л о ж е н и е 8. Пространство X финально-компактно в том, и 

только в том случае, если для любого бикомпакта F C ~ p X \ X существует 
бикомпакт Ф С 1 Р Х \ Х счетного характера в РХ и такой, что F CZ Ф. 

Т е о р е м а 9. Нормальное пространство X косчетного типа с равно­
мерной базой метризуемо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 7, X = M±\JM29 где Мх есть фи­
нально-компактное замкнутое подпространство, а М2—открытое локально-
бикомпактное подпространство и = 0 . По метризационной теореме 
П. С. Александрова (см. [9]), подпространство Мх имеет в X внешнюю 
счетную базу со, а по теореме 10, из [3] подпространство М2 метризуемо. 
По лемме 1 из [10], множество М, есть сумма счетного числа замкнутых 
в X множеств Fn(n = 1,2, . . . ) . Так как множество Мг финально-компакт­
но, для любого натурального числа п существует открытое в X множе­
ство 0п, такое, что UnIDFn и [ип]Г\Мг= 0 . Поэтому существует ст-дис-
кретная в X база Qn подпространства Uп. Следовательно, а-дискретная си-

оо 

стема Q = со (J(J (J Qn) образует базу в X, а на основании метризационной 
теоремы Бинга (см. [11]),. пространство X метризуемо. Имеет место 

* Из теоремы 4 вытекает, что для того, чтобы пространство X было косчетного 
типа, необходимо и достаточно, чтобы для некоторого расширения ЬХ простран­
ства X подпространство ЬХ\Х было пространством счетного типа. 
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Т е о р е м а 10. Каждое вполне-регулярное перистое пространство яв­
ляется пространством счетного типа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X есть р-пространство, a F — произволь­
ный бикомпакт, лежащий в нем. Пусть, далее, {уп\п-= 1,2, . . . } есть 
оперение пространства X в РХ. Положим Gx = y±F*, и пусть нами по­
строены открытые множества G 4 , G 2 , . . . ,G„ . Через Gn+{ обозначим какое-
ниэудь открытое в РХ множество, для которого 

FC-Gn^CT[Gn+l)^^:yn+lFf]Gn. 
оо 

Бикомпакт Ф = Q Gn имеет счетный характер в Р Х и Положим 
я=1 

Х х = ХР |Ф. Символом т)х обозначим некоторое открытое в Ф покрытие биком­
пакта Ф, вписанное в уг. 

Пусть построены покрытия % , . . . , цп бикомпакта Ф. Символом 
обозначим такое открытое в Ф покрытие бикомпакта Ф, вписанное в 
Уя+ь что покрытие \[цп+1х]$х \х(; Ф\ вписано в цп. Такое покрытие суще­
ствует в силу бикомпактности подпространства Ф. Бикомпакт Ф является 

оо 

бикомпактным расширением подпространства Х±. Так как f ) y „ x C ~ X для 
00 

произвольной точки х£ X , то для произвольной точки х£ Хг имеем Q ЧпхС2 
п=\ 

С^Х Х . Следовательно, мы находимся в условиях предложения Д из [7]; 
поэтому существует некоторое совершенное отображение / : Х г где Y 
есть метрическое пространство. По теореме 4, в Хх существует бикомпакт 
F x D F счетного характера в Х г Тогда и характер бикомпакта ^ в Ф 
счетен, а в силу леммы 2 счетен характер Fx и в рХ. Этим теорема 10 
доказана. 

П р е д л о ж е н и е 11. Если хаусдорфово пространство является сум­
мой счетного множества бикомпактов счетного характера, то оно само есть 
р-пространство. 

оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X = | J Fn, где каждое Fn (п = 1, 2 , . . . ) 
л=1 

является бикомпактом счетного характера в X . Как известно, в этом 
случае каждый бикомпакт F„ имеет счетный характер в волмэновском рас­
ширении соХ пространства X . Пусть уп = {Un \t = 1, 2, . . . } есть некото­
рая база бикомпакта Fn в соХ. Положим цп. =-- {Un., a)X\Fn\ (п, i= 1, 2, . . . ) . 

оо оо 

Очевидно, что f | (Q ЦпХ)СИХ для любой точки х ( Х ; следовательно, X 
/ 1 = 1 i=i ' 

есть р-пространство. 
П р е д л о ж е н и е 12. Если в пространстве X существует открытое 

точечно-конечное покрытие ср= {сУ а |а£ £ } , где каждое Ua является пери­
стым подпространством, то само пространство X является перистым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию, для каждого индекса а ( 5 суще­
ствует некоторое оперение {Упа\п = 1 , 2 , . . . } множества Ua в bUa=[Ua]$x-
Так как множество Ua = р х \ [X\Ua]^x С7 bUa открыто в РХ, то можно 
считать, что каждая система упа открыта в РХ. Положим уп = \ J упа и 
докажем, что система { у л | ^ = 1, 2, образует оперение пространства 
X в РХ. Пусть х есть произвольная точка пространства X . Так как покры­
тие точечно-конечно, то точка х содержится только в конечном числе 

* Под уА, где А есть множество и у — покрытие пространства X, понимается 
теоретико-множественная сумма всех элементов у, пересекающихся с А. 
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элементов из ср,--допустим, в Uao Ua2, ..., Ua'k. Следовательно, упх = 
k 

U Уп х- Пусть г/ есть произвольная точка из Р Х \ X . Так как для каж-
оо 

дого натурального числа i(i = 1, 2 , . . . , k) имеем Г\ Yna* <Z сущест-
/ т=1 * 

/г 

вует такое натуральное число nlf что у^уп.а-Х. Поэтому у^уПох= \j Уп0а.х> 
1 1 i=\ 1 

оо 

где nQ = max /г2, . . . , nk\. Следовательно, f ) Yn*£~ ч т о требовалось 
доказать. Аналогично доказывается 

П р е д л о ж е н и е 13. Если в пространстве X существует открытое 
точечно-конечное покрытие ф= { £ / а | а £ В } , где каждое множество Ua 

является полным в смысле Чеха подпространством, то и само про­
странство X полно в смысле Чеха. 

Работа выполнена под руководством А. В. Архангельского, кото­
рому я выражаю искреннюю благодарность. 
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REPRESENTATIONS PARFAITES ЕТ LES ESPACES DU TYPE DENOMBRABLE 

Dans cet article on considere les espaces de type denombrable dont Fetude ante-
rieure a ete faite dans les travaux d'Arhangelsky, Henriksen et Isbell. 

Les principaux resultats de la premiere partie sont constitues par les theoremes sui-
vants: 

1. Theoreme de Finvariance des espaces de type denombrable par rapport aux rep­
resentations parfaites (dans la classe des 7Vespaces). 

2. Etant donnees une representation fermee fi : X—>Y et une representation parfaite 
/2: X-^+Y ой X est metrisable et Z est un espace «p». Dans ces conditions Fespace Y est 
rnetrisable. 

Dans la seconde partie de cet article on donne quelques exemples de nouveaux 
.^-representations. 


