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К РЕШЕНИЮ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ГИЛЬБЕРТА 
С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Р. Б. Салимов, В. В. Селезнёв 

В работе рассматривается новый подход к решению 
краевой задачи Гильберта (по терминологии Ф. Д. Гахова) 
с разрывными коэффициентами. 

Г . Пусть L — окружность | г | = 1 и D — круг | г | < 1 
в плоскости z = x + iy. Требуется найти функцию F(z) = 
= u(z) + 'vv(z)y аналитическую в D и непрерывно продол-
жимую на все точки контура L, кроме, быть может, задан­
ных точек tly / 2 , . . . , tm этого контура, вблизи которых 

\F(*)\< , С°Т.а » 0 < a = c o n s t < l , (l> 

по краевому условию 
a{t)u(t)~b{t)v{t)^c(t), (2) 

где a(t), b{t), c{t) — заданные на L действительные функ­
ции, имеющие разрывы первого рода в точках tx, t2,..., tm 
и удовлетворяющие условию Гёльдера на каждой из дуг 
МЙ+1 ' ^ i » £ = 1, пг — \, включая концы. Обозначим че­
рез 5 длину дуги окружности, отсчитываемую от точки г = 1 
против часовой стрелки, 0 < 5 < 2тс. Пусть t = eis, tk = eSk , 
k=l, т. Положим s0 = 0y sm+l=2n. Будем считать, что 
sk < sk+t Дл я в с е х ^ = 0, т и a1 (t) + b2 (0¥=0 всюду на L. 

Решение этой задачи методом сведения к краевой задаче 
Римана дано Н. И. Мусхелишвили [1, с. 140—155, 302—308]. 
Другой метод решения задачи Гильберта в случае непре­
рывных коэффициентов, заключающийся в отыскании 
регуляризирующего множителя, дан Ф. Д. Гаховым 
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[2, с. 273—280]. Э. К. Столяровой [3] была сделана попытка 
обобщить метод отыскания регуляризирующего множителя 
на случай кусочно-непрерывных коэффициентов, но работа 
•содержит неточность: автор упускает из виду, что введен­
ный в работе индекс может оказаться нецелым числом. 
В настоящей работе дается обобщение метода Ф. Д. Гахова 
решения задачи Гильберта с непрерывными коэффициентами 
на случай разрывных коэффициентов, при этом используется 
указанное Л. И. Чибриковой и Л. Г. Салеховым [4] видо­
изменение метода Ф. Д. Гахова с некоторыми упрощениями 
.и уточнениями. 

Условие (2) можно переписать в виде 

Re[e-h{*F(t)] = c(t)\Q(t)\-\ (3) 

где G{t) = a (t) ~ lb (/), a v (s) — ветвь arg G (t), непрерывная 
в интервалах [sk, sk+l], k = 0, m, и выбранная так, чтобы 
0 < v ( v b 0 ) — V(S A -0 )<2TU, k=\~tn. Обозначим V = v ( ^ + 0 ) - -
— v(sk — 0). Поскольку функция G(t) непрерывна в точке 
h = е^° > то v (50 - 0) - v (s0 + 0) = 2/гтг, п — целое число. Сле­
дуя Н. И. Мусхелишвили [1, с. 256], точки tk, в которых 
функция v(s) испытывает скачок, кратный тс, будем называть 
•особенными, а остальные точки ^ — неособенными. Введём 
функцию <?(s) = v (s) — р (s) тс, где р (s) — целочисленная функ­
ция, принимающая значение §k на каждом из интервалов 
{sk, sk+1), k = Q, т. Эти значения подбираются следующим 
образом. 

1) Если ^ — особенная точка, то есть 8л = /тс, 1 = 0 или 1, 
положим $k = $k_x + /, тогда <р (^ + 0) — <р (sk — 0) = 0; 

2) Пусть tk — неособенная точка. 
а) Если ищется решение, неограниченное вблизи tk, то 

выберем §k так, чтобы 0 < v (sk + 0) — <р (sk — 0) < тс. Для 
этого достаточно положить $к= фк_х при 0 < 8^< тс, ^k=^k_x + l 
при тс < bk < 2тс. 

б) Если ищется решение, ограниченное вблизи tk, то вы­
берем рл так, чтобы — тс < <?(sk + 0) — y(sk — 0) < 0. Для 
этого достаточно положить $k = §k__x + 1 при 0 < 8Л < тс, 
P*-P*-i + 2 при «<8 f t <2iu . 

Полагая р0 = 0, получим определенную на всем контуре L 
функцию P(s). При обходе контура L против часовой 
стрелки функция <р (s) получит приращение Ь0 = 2пъ — р т̂с. 
Назовем число х = 80/тс индексом задачи, отвечающим дан­
ному классу решений. Здесь могут встретиться два случая. 

1. Пусть х — чётное число. Запишем условие (3) в виде 

R e ^ e x p l - iU(s) - ~ " 5 F(t)rxf2 h с (t) cos (p {s) iz) 
\G(t)\ 

(4) 
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Определим аналитическую в круге j г | < 1 функцию, гранич­
ные значения мнимой части которой равняются <p(s).' s. 
Эта функция определяется формулой Шварца (см., напр., 
[2, с. 284]) 

2it 

rM-£J[»(«)-i-.]-£7*. C-A (5) 

При z —>t = e's из D функция Г (г) принимает значение 
, причём r + ( 0 = r0(*) + i [<p(s ) -~s ] 

Г.(«-^Г[[Т(-)- | ctg ас. 

(б> 

Умножая условие (4) на ехр{—Г0(^)}, получим 

Re[exp{-r+(0}F(0^* , 2] = 

= C(0cos(B(,)TC) е з ф { _ г 0 ( < ) } ^ *,(«)• 

а) Пусть % > 0. При х > 0, как показывает условие (6), 
мы приходим к обобщенной задаче Шварца, в которой тре­
буется определить аналитическую в D функцию 

ехр{-Г(г)}г- х¥(г) , 
имеющую, вообще говоря, в точке z = 0 полюс порядка х/2,. 
по известным граничным значениям ее действительной 
части. Решение такой задачи определяется следующей фор­
мулой [2, с. 269-271]: 

exp{-T{z)}z-xzF(z) 
2тс х*2 

-Ь 1Ci (о) т г 7 * + ш » + Е [С^ _:6ftZ~fe1' 
0 / г = 1 

(7)' 

где СА = ЛЛ + Шй — произвольные комплексные постоянные, 
& = 0, х/2, Л0 = 0. Отсюда получим 

/=-(г) = гх/2ехр{Г(г)}Х 

X 
2те х}2 

{-£-1Ci (o) Srfa+ш°+S [с*г* - 5*г"]} • 
0 / г = 1 

(8) 
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Итак, при х > 0 общее решение исходной задачи дается 
формулой (8) и содержит х + 1 произвольных действитель­
ных постоянных. При х = 0 в формуле (7) следует отбросить 
члены, содержащие Ск, Ck, так как ее левая часть является 
функцией, аналитической всюду в D. Следовательно, реше­
ние задачи Гильберта при х = 0 определяется формулой, 
лолучаемой из (8), когда все Ck = 0y это решение зависит 
от одной произвольной действительной постоянной В0. 

Условившись под arg(z — tk) понимать непрерывную в D 
ветвь, которая на L принимает значение 0k(s) =*Зп/2'+ 
+ (s + skV2 ПРИ ° < s < sk, Ьк (s) = т. 12 + (s + sk)l2 при 
sk < s < 2тс, рассмотрим аналитическую в D функцию 
1п(г —/Л) = 1п|г — tk\ + iarg(z — tfc), которая при z = 0 при­
нимает значение i(^ + sk). Записав для этой функции ин­
теграл Шварца, формулу (5) представим в виде 

2тс m 

г {z) = "И '(а) 7=7 Л ~ Sх*1п (г ~'*>• 
где 

„ _ ? (^ + 0) — <р fofe — 0) х • W - T W - ^ + J J X A W -
* = i 

функция, удовлетворяющая условию Гёльдера всюду на /,. 
Принимая во внимание эту формулу, легко проверить, что 
при хл > 0 функция (8) (при произвольных BQ, Cb) вблизи 
точки tk будет неограниченной, а при х̂  < 0 — ограниченной, 

б) Пусть х < — 2. В этом случае в формуле (7) мы 
должны взять В0 = 0 и отбросить члены, содержащие Ск9 Ck, 
так как левая часть формулы является функцией, аналитиче­
ской всюду в области D и обращается в нуль при г = 0. 
Следовательно, будем иметь 

^ ( г ) = г ^ е х р { Г ( г ) } - ^ - Г С 1 ( а ) 1 ± ^ Л , ( t W ) . (9) 
0 

При х<~~2 функция zx'2 в точке г = 0 имеет полюс по­
рядка — х/2. Поэтому в данном случае исходная задача, 
вообще говоря, неразрешима. Для ее разрешимости нужно, 
чтобы интеграл Шварца в точке г = 0 имел нуль порядка 
не ниже — х/2. Это будет иметь место, если в его разложе-
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нии в ряд Тейлора в окрестности точки z==0 первые 
— — — 1 коэффициентов равны нулю. Отсюда получим сле­
дующие условия разрешимости: 

J c,(°)$- = 0, А = 0, 1,..., - - у - 1 . 

Эти условия можно записать в виде 

fc,(a)fC0Sf U - 0 , А = 0, 1, 
,) [ sinfea J 

1. (10) 

При х < — 2 задача Гильберта разрешима (единственным 
образом) лишь при выполнении — % — 1 дополнительных ус­
ловий (10), решение определяется формулой, получаемой из 
формулы (9) с учетом (10) 

т(1+*/2) 1 С г, (а\ тЛ1"1-*'^ 
F(3) = exp{r(2)}— - ^ - ^ da. 

% J т — г; 
о 

2. Пусть х —нечетное число. Запишем условие (3) в виде 
Re ехр ?(s)~^s + %(s)^-^(t-l)}. 

\ t — 1 1 С ( 0 COS (P (S) 71) 

|G(0\ ( И ) 

где 60 (s) = arg (t — 1) = (тг + s*)/2, 0 <s < 2w. Определим ана­
литическую в круге | z | < 1 функцию 

Г (z) = ~ f [т (0) ~ ̂  ° + 6 ° ( 0 ) ] т + Z 
1 — Z 

do, (* = e19). 

На L функция Г (г) принимает значение Г+ (t) = Г0 (t) + 
+ i s + e0(s) причем 

г0(0 2я 1 ? ( o ) _ J i ± i o + e0(o) ctg-r—<&• 

Умножая равенство (11) на ехр{—Г0(^)}, получим 

Re [ехр {-Г+(<)}-$^ <<-!)]-
_ | f -Hc(f)cOS(?(*)«) 

Ю(01 ехр{-Г 0 (0}^с , (*) . (12) 
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а) Пусть х > — 1. При х > — 1 функция 
(г - 1) г~(х+1)/2ехр {- Г (г)} F(z) 

^имеет, вообще говоря, в точке г = 0 полюс порядка (х+1)/2. 
Поэтому 

e x p { - r ( z ) } - £ g L ( * _ i ) = 

2х (х + 1)/2 

L j ri(a)2±£.de + ^ o + J [c^-C^J. (13) 2к 
О £=1 

Отсюда получим 
;(*+i)/2 ^(^^^рехр^^х 

{"irj ^^T37 r f a + ^o+ JJ [C^-c^-*]]. (14) 

Из формулы (14) видно, что выражение в фигурных скобках, 
вернее его граничное значение, в точке г = 1 должно обра­
щаться в нуль. Это условие, учитывая, что £i(0) = 0, можно 
записать в виде 

^-]Ч(а><%^-£0-2 £ 5,-0. (15) 
0 £=1 

С учетом (15) на основании (14) приходим к формуле, даю­
щей решение задачи 

/7(г) = г(х+1,,2ехр{Г(г)}Х 

2гс (х + 1)/2 

{ т 1 ^ т у т г т > Е'*-.<«> 1С+ г-- |} . <16> 
где ЯЛ_! (.г) = 1 + г + ... +z4~\ Общее решение (16) исходной 
задачи содержит х + 1 произвольных действительных по­
стоянных. При х = —1 в формуле (13) следует отбросить 
члены, содержащие СЧл Ск1 так как ее левая часть пред­
ставляет собой функцию, аналитическую всюду в D. Отсюда 
ясно, что решение задачи Гильберта при х = — 1 опреде­
ляется формулой, получаемой из (16), если в ней положить 
все Ck = 0. Это решение будет единственным. 
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б) Пусть */ < — 3. При этом по аналогии со случаем 
ос < — 2 пункта 1 будем иметь 

F ( 4 = i _ ^ e x p { r ( z ) } _ i _ r Cl{a)l±Lda. (i7) 
о 

Чтобы функция /^(г) была решением исходной задачи, не* 
обходимо соблюдение следующих условий: 

о 

Кроме того, должно выполняться равенство, аналогич­
ное (15) 

J c . W c t g - ^ a - O . (19) 
о 

Замечая, что функция ^ ( s ) содержит множитель | / — 1 | = 
= 2 sin —, условия (18) и (19) несложно преобразовать к виду 

2% 
С С (т) COS (3 (а) к) , -п / м v / 

J I G (т) 1 

X COS(*+l/2)a j r f & _ i ± ± _ l . (20) 
sin (Л+1/2) a J 2 ' 

При % < — 3 исходная задача разрешима (единственным 
образом) лишь при выполнении — х —1 дополнительных 
условий (20); решение задачи определяется формулой, полу­
чаемой из (17) с учетом (20) 

С (т) COS (p (a) 7i) •da. г- / \ ( п / м A i С (т) cos ^ (а) тс) , TI / м т 

F (г) - ехр {Г (z)} — ] Г Д exp {- Г0 (т)} 
0 

Результаты, относящиеся к числу решений или условий 
разрешимости, совпадают с соответствующими результатами, 
полученными Н. И. Мусхелишвили [1, с. 304—306]. Условия 
разрешимости аналогичны приведенным в указанной работе. 
При определении функции Г (г) по формуле Шварца произ­
вольная действительная постоянная взята равной нулю. 
Легко видеть, что это не ограничивает общности. Решение 
рассмотренной здесь задачи путем приведения ее к задаче 
Гильберта с непрерывными коэффициентами было изучено 
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в упомянутой выше работе Л. И. Чибриковой и Л. Г. Са-
лехова. Но в ней содержится неточность и выведенные в ра­
боте формулы дают решение задачи только в случае 
2 | Ч | < 1 . 

Для решения задачи Гильберта с разрывными коэффи­
циентами можно использовать также результаты Л. И. Чиб­
риковой [5, с. 143—155], относящиеся к решению задачи 
Римана с разрывными коэффициентами для симметричных 
функций, 

2°. Пусть теперь D есть верхняя полуплоскость, 
a L — вещественная ось в плоскости z = x + iy. Рассмотрим 
задачу Гильберта для функции, аналитической в полуплос­
кости D. Задача формулируется так же, как и в пункте 1°. 
В краевом условии (2) мы должны теперь считать t=x. 
Точки разрыва функций а(х), Ь(х), с(х) будут tk

===xk^ 
k—1, т. Будем считать, что бесконечно удаленная точка 
входит в число указанных точек разрыва. Пусть лгг = оо, 
1<г</тг. Условие (1) для точки хг = оо заменим следую­
щим: \F(z) | < const | z ja , 0 < a = const < 1, при больших \z\. 
Под условием Гёльдера в окрестности точки х = + ° ° 
(х = — со) будем понимать то же, что и в книге [1, с. 67]. 
Пусть х0 ==хт+1 = 0. Примем, что xk < xki.{ для всех k = 0, т, 
понимая под неравенством хг < хг+1 условие — оо < хг+1. 
Тогда точка х0 не является точкой разрыва функций а (х), 
Ь(х), с(х). 

Краевое условие (2) запишем в виде 

Re [e-h{x)F{x)\ = c(x)\G(x) Г \ (21) 

где v (х) — ветвь arg G (х), непрерывная в интервалах (xk, xkJrl), 
k = 0,tn, и выбранная так, чтобы 0 <^{xk+Q) — v{xk— 0) < 2rcf 

k=l, m, (причем v(xr + 0) = v(— со) и v(xr—- 0) = v( + oo). 
Поскольку функция G(x) непрерывна в точке х0 = 0, то 
v (х0 — 0) — v (xQ + 0) = 2ятс, п — целое число. 

Введем функцию о(х) =» v(x) — $(х)п, где (3 (х) — цело­
численная функция, принимающая значение $k на каждом из 
интервалов (х/г, xM+l), k=*0, in. Будем подбирать числа $k 
аналогично тому, как это делалось в пункте 1°. 

О ( оо) О (-[- ОО) 

Положим %г=* - ^ —— — и введем в рассмотрение 
1 1 /х 0 (Z) 

аналитическую в D функцию = е
 гг , где 

(* + /)*' • \z + i\r 

Qr(z) = — arg (г + 1), причем под arg(z + i) условимся по­
нимать ветвь, непрерывную в верхней полуплоскости 1 т г > 0 
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и стремящуюся к нулю при z = x—+ + co. При z = x функ­

ция принимает значение *Л<*> 
\x + i\ 

Функция ф(лг) = ср (х) + xr9r(x) будет непрерывна в беско­
нечно удаленной точке, при обходе контура Z, получит при­
ращение S0 = 2/гтс — ртти. Назовем число х =В0/тс индексом 
задачи, отвечающим данному классу решений. 

1. Пусть х — четное число. Запишем условие (21) в виде 

Re [ е х р { - ф ( х ) - ^ ° (*)]}• F(x) 
(х + О r 

X — i\-xf2 —1 
С (х) cosQ (Л:) ТС) 

I * + * fr I G (*) I 
(22) 

где а (х) = arg - — - = arg (x — i) + б (л:). Под arg (х — /) пони-
х + г 

маем граничное значение ветви arg(z — i), однозначной и 
непрерывной в верхней полуплоскости lmz>0 с разрезом 
вдоль отрезка мнимой оси, соединяющего точки г = 0 
и z = i, и стремящейся к нулю при z = x—> + оо. Функция 
<з(х) будет непрерывна на L (включая бесконечно удаленную 
точку), кроме точки х0. 

Определим аналитическую в верхней полуплоскости 
1 т г > 0 функцию, граничные значения мнимой части кото­
рой равняются ty(x) — ~a(x), 

Г(г)- ^(х)~-~а (х) dx 

На L эта функция принимает значение Г+ (х) = Г0(х) + 
+ с 

+ i ф (х) - -£- о (х)], где Г0](х) = -1 Г U (хх) - ^ а (хх) flfXt 

X!—Jf 

Умножая условие (22) на ехр {—Г0(л:)}, получим 

Re|exp{~r+(x)} 

с (х) cos (Р (Л:) ТС) 

|*-Н|Х|Тб(*)| 

^W / \ -* /2 

(х + i)r \х + i 

exp{-r0(^)}=^(jc). (23) 

а) Пусть х > 0. Как показывает условие (23), при х > 0 
мы приходим к обобщенной задаче Шварца. Здесь надо 
учитывать, что при х-*оо функция с{(х) стремится к нулю 
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для %r > 0, растет как \x-\-i\ г для хг < О, имеет разрыв пер­
вого рода для хг = 0. В первом случае решение обобщенной 
задачи Шварца известно (см. [2, с. 284]); представляя ин­
теграл типа Коши, входящий в это решение, в виде, ука­
занном Н. И. Мусхелишвили [1, с. 272], придем к формуле, 
дающей решение обобщенной задачи Шварца в любом иа 
вышеуказанных трех случаев 

(z + i) r \* + tJ 

= J L ± i Г сЛх) dx _ A + iB + 
ш J x~\- i x — z 

x / 2 -

l Г с (x) где Л = — I —l dx; Ck = Ak + iBk-— произвольные ком-
тс J 1 -{- x2 

— oo 

плексные постоянные, k = 0, x/2, A0 = 0. Отсюда получим 

(0 + A V \ z + i J [ 7i/ J x + i x—z 

" С > ( - 7 Т Т ) ' - Ъ 1 ^ II- ( 2 5 > 
полученное решение (25) содержит x + 1 произвольных дей­
ствительных постоянных. Формула (25) определяет решение 
задачи Гильберта при х = 0, если в ней положить все Ck = 0\ 
это решение содержит одну произвольную действительную 
постоянную В0. 

б) Пусть х < — 2. В этом случае мы в формуле (24) 
должны отбросить слагаемые, содержащие Ck, Ck и поло­
жить В0 = 0, так как ее левая часть обращается в нуль 
при z — L С учетом сказанного получим 

F(г) = ЫУУШ (1^±у (_z±L\ Г _£iifL-J£ А). (26) 
(z + i)~%r \ 2 + г'у { та | J x + i x — z ) 

/ z i \xf2 

В выражении (26) функция Г имеет в точке z = i по­
люс порядка — х/2. Для разрешимости задачи при х < — 2 
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нужно, чтобы функция, стоящая в фигурных скобках, имела 
в точке z = i нуль порядка не ниже — х/2. Это будет иметь 
место, если выполняются условия 
-foo +00 

^ - ^ = 0, ^ ^ = 0, * = 1, 2,..., - 4 - 1 -
— 00 —со 

Эти условия после простых преобразований можно записать 
в виде 

I с{ (х) | cos kv (х) 
1 •+• х1 I sin Ы (х) 

dx = 0, k = 0, l , - - 1 , 
2 

(27) 

где то (JC) = arg ——-, причем в силу выбора ветвей arg(x — i) 
X + / 

и arg(x + i) выполняются равенства arg(x + i) = — arg(x — i) 
для x > 0 и arg (х + t) = 2^ — arg (x — i) для х < 0. Исходная 
задача разрешима в данном случае лишь при соблюдении 
—-х—1 дополнительных условий (27). Отметим, что эти 
условия можно привести к виду, указанному в книге 
Н. И. Мусхелишвили [1, с. 307]. Решение задачи опреде­
ляется формулой, получаемой из (26) с учетом (27) 

- | -со 

F(z) = (z + ф%''~ 2 ̂  ехр {Г (z)} - L Г с' {%2 -
т J (x — i) ' * 

dx 

2. Пусть х — нечетное число. Перепишем условие (21) 
в виде 

Re expj- ф(х) + 0о(х) X + 1 о(х) X 

X [x + ij 

х + 1 

FW 

где 0o(A;) = arg 

(* + / ) • 

X 

х + i 

x + i J 
с (x) cos (3 (x) тс) 

I^ + M4GWI x -f г 
, (28) 

arg x + er (x), причем arg x = 0 при 
x > 0 , argx==Tc при х < 0 . Определим аналитическую в верх­
ней полуплоскости функцию 

+ сю 

«--И Т(г) = ф(х) + в 0 ( * ) - - ^ - о ( х ) ^ЛГ 
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Ha L функция Г (г) принимает значение 

Г+ (*)= Г0(*) + I [ф(х) + в0(х) - ±±L?(xj 

где 

Го (•*) = — (' U С*,) + е0 (Xl) -±±± 0 ( j f)] _*£>_ 
^ J [ 2 \ Хх — X 

— со 

Умножая условие (28) на ехр {— Г0(л:)}, получим 

Refexp {- Г+(*)} ( ^ = i ) " * f W , * ] -L \ •* +1J <x + i)r tox + ij-* 

с (х) cos (3 (х) %) 
l*+*|Xr|G<*)| х + г* 

С* + О 

- | * х р { - Г 0 (*)}«£•,(*). (29) 

а) Пусть х > —• 1. При х > — 1, поступая аналогично 
предыдущему, получим 

•'И-ffff- (z + /) o+V 

Л + М- + 1;^(7Т7)"-С'(7Т7Г]}- <30) 
(«+D/2 

Отсюда видно, что выражение в фигурных скобках, вернее 
его граничное значение, в точке z = О должно обращаться 
в нуль, то есть должно выполняться условие| 

+ оо (х+1)/2 

-Нт^4-*-аЕк-,№-а 
- о о Л = 1 

С учетом (31) формулу (30) запишем в виде 

(31) 

J Г с\ (*) dx • 
X X — Z' 

4*0 = (1=±\ «+:i)<1+Jtp ехр {Г (*)} {JL j 

(*+1)/2 
+ 2Ep-<*>[i^+ (- I , ,i^]}- (32) 
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k-1 

где Pk_x (z) = 2 (—• 1); (г + i)j {z — i)h~j~l. Эта формула опре­
ло 

деляет общее решение задачи. Оно содержит * + 1 произ­
вольных действительных постоянных. При х = —1 задача 
имеет единственное решение, которое определяется фор­
мулой, получаемой из (32), когда все Сй = 0. 

б) Пусть ъ < —- 3. В этом случае получим 
*+1 

F (г) = (±=!-) 2 {z + i)1 %Г • ехр {Г (г)} X 

-j-oo 

x ( -*± i f - £ L W _ ^ А\ (33) 
{ ш J х -f- / х — г J 

— оо 

Чтобы функция F (г) была решением исходной задачи, необ­
ходимо соблюдение следующих условий: 

MfOf cosЛаМ l r f j c = = 0 A = 0 j _ J L ± J _ _ i . (34) 
J 1 + л? I sin /га (Л:) J 2 V ' 

— сю 

Кроме того, должно выполняться равенство, аналогичное (31) 

Г C , W — = 0. (35) 
jj х "г- X X 

Замечая, что функция сх (х) содержит множитель 

= cos g , условия (34) и (35) несложно преобразовать 
к виду 

-j-oo 

Г с (х) cos (3 (*) я) ехр{-Г0(х)) Г cos (ft + 1/2) « (*) 1 d j c = Q 
J M | * + /1" ' | G (x) 1 1+-*2 I sin (ft+1/2) a (x) J 

^ = 0, 1 _ J L ^ J - _ i . (36) 

Задача Гильберта разрешима в данном случае лишь при 
соблюдении —-х— 1 дополнительных условий (36). Решение 
задачи определяется формулой, получаемой из (33) с уче­
том (36) 

F(z) = ехр {Г (z)} (z + ly 2 ' — f - ^ - ^ = ^ Лс. 
л/ J х х — z 

— оо 
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Отметим, что условия (36) отличаются от соответствую­
щих условий, приведенных в книге Н. И. Мусхелишвили 
[1, с. 307], в связи с тем, что в последних условиях содер­
жится неточность: в них принято, что arg(x + i) = — arg(x—I) 
всюду на оси х, в то время как это равенство справедливо 
лишь для х > с, а для х<с- arg (х + I) = 2к — arg (х — /). 

Понимая под arg (z — xk) (k Ф г) непрерывную в полу­
плоскости I m £ > 0 ветвь, для которой arg (х — xk) = 0 при 

arg (z — xk) + Вг (г), введем в рас-
в области D функцию 

х>хьи обозначая Qk(z)-
смотрение аналитическую 

z + i 
z — xk 
z + i 

+ iBk(z). 

Записав для нее интеграл Шварца, функцию Г (г) в случае 
четного индекса представим в виде 

+ оо т 

In 

кфг 

z — xk 
z + i 

где 

т 

k=l 

— функция, удовлетворяющая условию Гёльдера всюду на L 
(в случае нечетного индекса ф (л:) = ф (л:) + 60 (х) - — ° W + 

т 
+ 2 * А С*)). Эта формула удобна при проведении числен-

кфг 
ных расчетов и, кроме того, позволяет легко выяснить по­
ведение решения вблизи точек xk . 
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