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Известно, что к необходимости обобщения классической теории 
вероятностей приводит задача построения математической модели 
квантовой механики. Еще Нейманом и Биркгофом [1] было отмечено, 
что высказывания о квантово-механической системе не образуют 
булевскую алгебру. Не касаясь физической степени достоверности, 
отметим, что математически удачной представляется схема, осно­
ванная на понятии булевской логики (см. [4], [7]). 

В настоящей работе рассмотрены некоторые задачи, связанные 
с понятием булевской логики. В частности, показано, что изучение 
взаимоотношений случайного метрического пространства [9] с естест­
венными теоретико-вероятностными их реализациями приводит к по­
нятию логики множеств — теоретико-множественному варианту бу­
левской логики. Оказывается, среди логик множеств нет изоморфных 
квантово-механической специализации булевской логики (см. ниже 
Предложение 2.9). 

Далее получена классификация полных булевских логик с раз­
мерностью. Соответствующие результаты являются обобщением ре­
зультатов Люмиса [3]. 

§ 1. Предварительные сведения 

Пусть Е—~ упорядоченное множество. Говорят, что Я—-множе­
ство с ортодополнением, если в Е определена инволютивная пере­
становка ')> причем br < а ' всякий раз, когда a Kb (a, Ь£Е). Эле­
менты а и b будем называть несовместными (и писать a J_ b), если 
а < Ъ'\ семейство {at\, образованное из попарно несовместных элемен­
тов, будем называть _L-семейством; символ aV_b означает отрицание 
утверждения a_Lb. Всюду в дальнейшем равенство b = al + a2 (или 
более общее b = 2^) означает, что, во-первых, ах _1_ а2 (соответствен­
но, {#,} — 1_-семейство), во-вторых, b = sup{ax, a2\ (соответственно, 
b = supai). Вместо sup, inf мы будем употреблять символы V, Л; 
иногда вместо а Л b будет написано просто ab. 

1.1. О п р е д е л е н и е . Множество Е с ортодополнением ^назо­
вем булевской логикой, если 

(JIj) E обладает наибольшим элементом 1, 
(Л„) а + а' = 1 для всех а£Е, 
(Лш) а< b влечет Ь = а + с при некотором с, 
(Л) если а ±_Ь, то существует а + Ь. 
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В приложениях булевская логика призвана служить множеством 
высказываний о физической системе . С этой точки зрения естествен­
но рассматривать модель замкнутую относительно счетного множе­
ства операций над высказываниями: мы будем говорить , что Е — бу­
левская с-логика, если помимо перечисленных требований для всякой 

со 

^ - п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ах, а2,... с у щ е с т в у е т 2 # я . Можно пойти е щ е 
/ 2 = 1 

дальше и рассматривать логики, в которых ^аь с у щ е с т в у е т для про­
извольного _]_-семейства {#,}; тогда булевскую логику мы будем на­
зывать полной. Отметим, что в работах [4], [7] логикой называется 
т о , что здесь названо з-логнкой. Следуя [7], назовем элементы a, b 
булевской логики Е одновременно проверяемыми (а< >Ь), если най­
дутся попарно несовместные элементы ах, Ьх,с такие, ч т о а = а1 + с, 
Ь = Ьг + с. 

1.2. С л е д с т в и е . Во всякой булевской логике Е(д) существует 
наименьший элемент О, причем 0 ' = 1 , Г = 0; (б) если {at\ — произ­
вольное семейство элементов из Е, то (\Jatf = 1\а\ в том смысле, 
что если определена одна из частей равенства, то определена и 
другая, и они равны; (в) элемент с в требовании (Лш) определен 
однозначно: с = а'Ь; (г) пусть {at\ — произвольное А^-семейство, 
а^Е, причем а < > ai при каждом I и существуют Ua/? ^aat\ тогда 
а < • Efy и a (Saf.) = Ъааь. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим лишь последнее утверждение . 
Положим с==Т>аа1У Ь = Ъаь тогда с < а . с < Ь. Так как а< >а{ при 
каждом i, имеем ас' < а (аа^' < а'., то есть ас' J_ b. Из представления 
а = с + ас', b==c + bc' теперь следует, что а< >b яс = аЬ. 

1.3. О п р е д е л е н и е . Непустое подмножество А булевской ло­
гики Е назовем булевской побалгеброй в Е, если 

(а) а^А влечет а'^А; 
(б) если а, Ь£А, то а< > Ь; 
(в) а + b^A всякий раз, когда a, b£A, a±_h. 
Ясно, как следует видоизменить требование (в), чтобы опреде­

лить булевскую ^подалгебру или полную булевскую подалгебру в Е. 
1.4. С л е д с т в и е . Пусть А — булевская подалгебра в Е и a, b £ А; 

если a Kb, то существует элемент с£А такой, что Ь = а + с. 
В частности, если Е является своей булевской подалгеброй (^-под­
алгеброй, полной булевской подалгеброй), то Е суть булевская ал­
гебра (соответственно, ^-алгебра, полная булевская алгебра). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, если a Kb и а, Ь£А, то 
Ь'£А и, в силу 1.3 (в), а + b' £Л . Следовательно, a'b = (a+b')' £A 
и остается воспользоваться 1.2 (в). Пусть Е является своей булев­
ской подалгеброй; тогда из 1.3 (б) следует, что £—решетка. Для 
заданных а, Ь, с обозначим al = abc\ a2 = acb', a3 = abc. Тогда 
а Л (Ь V с) = ах + а2+ а3= (а /\Ь)\/ (а /\ с), то есть справедливо дистри­
бутивное тождество. 

1.5. П р е д л о ж е н и е . Всякая булевская подалгебра в булевской 
логике Е содержится в некоторой максимальной подалгебре, причем 
последняя является а-подалгеброй (полной булевской подалгеброй), 
коль скоро Е ~ булевская Q-логика (соответственно, полная булев­
ская логика). 

По сравнению с предложением 3.13 [7] здесь имеется лишь до­
полнительное утверждение для случая полной булевской подалгебры, 
которое почти не нуждается в каких-либо дополнительных коммен­
тариях. 

1.6. П р е д л о ж е н и е . Центр СЕ булевской логики Е (то есть 
семейство всех тех элементов из Е, которые одновременно прове-
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ряемы со всеми элементами Е) является булевской подалгеброй в £, 
причем последняя полна, коль скоро полна Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение является содержа­
нием предложения 4.1 [7]. Пусть далее Е — полна и \at\ — произволь­
ное _1_-семейство из СЕ, а Ь — произволен. Поскольку b+—+at при 
каждом I, то, в силу 1.2 (г), b< >E<z/s то есть Ъа^СЕ. 

При аксиоматическом построении квантовой механики рассмат­
ривается булевская а-логика 2(§>) замкнутых подпространств беско­
нечномерного сепарабельного комплексного гильбертова простран­
ства §, причем порядок в8(§) определен включением, а инволютивная 
перестановка суть операция ортогонального дополнения 1). Всякая 
максимальная булевская подалгебра в 2(§) определяется некоторым 
ортогональным базисом {аг, аъ ,.\ в § и получается как семейство 
подпространств £, представимых ортогональными суммами вида 
at + а. + ... (если элементы базиса at отождествить с соответствую­
щими одномерными подпространствами). 

Аналогично может быть определена логика, образованная из под­
пространств пространства §, присоединенных к некоторой фиксиро­
ванной слабо захмкнутой алгебре М ограниченных линейных операто­
ров в <р, причем подпространство Ш присоединено к М тогда и толь­
ко тогда, когда оператор Я™ проектирования на Ш принадлежит М 
(см. [5], стр. 141). 

Отметим, наконец, что можно рассматривать логику 2(§) и в 
случае, когда <р имеет произвольную размерность. 

Аналогом измеримой функции, связанной с множеством высказы­
ваний, в случае булевской логики является понятие наблюдаемой. 
Перейдем к соответствующим определениям. 

1.7. О п р е д е л е н и е . Отображение h булевской логики Е в бу­
левскую логику Ех назовем гомоморфизмом, если 

(а) /г(1) = 1, 
(б) a _L Ь влечет /г (а + b) = h (a) + h (b). 
Если, кроме того, h—1-1 отображение, причем h~ является 

гомоморфизмом Ех в Е, будем говорить, что h — изоморфизм. В слу­
чае, когда вместо (б) выполняется более сильное соотношение: 
h(аг + а2 + ...) = h (ах) + h (a2) + ..., — гомоморфизм h называется о-го-
моморфизмом. 

1.8. С л е д с т в и е . Всякий гомоморфизм h обладает свойствами*. 
(а) а < b влечет h(a) < h(b), 
(б) h{a') = h(a)\ 
(в) й(0) = 0. 
Всякий с-гомоморфизм борелевской алгебры Ъ{Щ подмножеств 

числовой прямой в булевскую а-логику Е называется наблюдаемой 
(см. [4], [7]). Если а — наблюдаемая, то соответствующий гомоморф­
ный образ борелевской алгебры (будем обозначать его а (Щ) является 
-подалгеброй в Е. Семейство {а,} а-гомоморфизмов 93 (/?) в булевскую 

аа-логику Е назовем одновременно наблюдаемым1, если существует 
булевская подалгебра А в Е, содержащая все подалгебры аДЗЗ). 

§ 2. Случайные метрики и логики множеств 
Здесь мы введем теоретико-множественную специализацию по­

нятия булевской логики и покажем, каким образом эта конструкция 
связана с понятием случайной метрики. 

1 Хотя это определение формально не совпадает с соответствующим определе­
нием в [7], оно эквивалентно последнему в силу теоремы 3.1 [7]. 
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2.1. О п р е д е л е н и е . Непустое семейство if подмножеств неко­
торого множества Q, упорядоченное по включению, назовем логикой 
множеств в &, если инволютивная перестановка ') в §Г суть опера­
ция теоретико-множественного дополнения С и удовлетворяются 
требования G/Ij) —(Лш), (Л). 

2.2. С л е д с т в и е . Пусть сё— логика множеств в Q; 
(а) наибольшим элементом в if является Й, а наименьшим — 

пустое множество 0 ; 
(б) X± Y тогда и только тогда, когда X {] Y= 0 , X, Y^S\ 
(в) X± Y влечет sup{^, Y\ = X{j Y. 
2.3. П р е д л о ж е н и е . Непустое семейство CS подмножеств мно­

жества 2 является логикой множеств в & тогда и только тогда, 
когда 

(ЛМ^ объединение конечного семейства попарно непересекаю­
щихся множеств из §? принадлежит Ш, 

(ЛМП) СХ£%, если Х^Щ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В одну сторону утверждение очевидно. 

Пусть теперь непустое семейство §? подмножеств множества Q та­
ково, что удовлетворяются условия (ЛМ^, (ЛМИ). Так как ^не пусто, 
существует Х£Ш. В силу (ЛМП), СХ£Ш и, согласно (ЛМ^, Х[]СХ== 

. =Q£§f, то есть (Л^ удовлетворяется. Если X, Y^CSYL X{\ Y= 0 , то, 
в силу G/lMj), A'U K£f; поскольку порядок в §f определяется вклю­
чением, Х\] Y= sup{Z, Y\, то есть (Л) удовлетворяется. Если Ха Y, 
то Z=C(XU CY)^ в силу (ЛМ,), (ЛМП) и, кроме того, sup{X, Z) = 
= X{JZ= Y, то есть (Лш) удовлетворяется. Утверждение доказано. 

2.4. С л е д с т в и е . Всякая булевская подалгебра (^-подалгебра) 
логики множеств является некоторой алгеброй (соответственно, 
а-алгеброй) множеств. 

2.5. Теорема . Если а — наблюдаемая со значениями в булев­
ской а-логике множеств ев £, то существует действительная функ­
ция / , однозначно определенная (на 2) и измеримая относительно 
некоторой ъ-алгебры множеств ЭД с: §Г причем 

Ш^ГНи), U£4b(R). (*) 
Более того, всякое семейство {а.}, наблюдаемых со значениями 

в сё, одновременно наблюдаемо тогда и только тогда, когда суще­
ствует а-алгебра множеств 3lczg? и семейство {/.) действительных 
^.-измеримых функций таких, что для всякого I: ^U=fjl(U), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Семейство а(33) является булевской а-под-
алгеброй булевской логики множеств W; таким образом, в силу 2.4, 
наблюдаемая а является ^гомоморфизмом борелевской алгебры 33 (R) 
в а-алгебру множеств а (33). В силу предложения 3.3 [7], существует 
действительная функция / , однозначно определенная и удовлетворяю­
щая соотношению (*). Второе утверждение следует таким же обра­
зом из определения одновременной наблюдаемости семейства {а.}. 

Квантово-механические системы являются примером систем, в ко­
торых некоторые физические величины принципиально одновременно 
не наблюдаемы. Если мы имеем распределения, отвечающие физи­
ческим величинам в такой системе, то функции, соответствующие 
этим распределениям, заведомо не могут быть измеримыми относи­
тельно одной и той же алгебры множеств. 
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Подобная ситуация может возникнуть и в рамках чисто мате­
матической задачи. Пусть задано некоторое множество функций 
распределения {Р(\ и некоторое /г-арное отношение Г в этом мно­
жестве. Требуется доказать существование вероятностного прост­
ранства (S, 91, Р) и сехмейства случайных величин {ft\ таких, что для 
каждого I функция распределения величины ft есть Fh причем 

Г ( Л , •••> Л ) всякий раз, когда Y(F. , . . . , F. ), 
1 п '1 'п 

где Г —некоторое /г-арное отношение в множестве случайных вели­
чин (может быть, некоторым образом связанное с Г). 

Рассмотрим, например, задачу представления случайного метри­
ческого пространства некоторым семейством случайных величин. 
Отсылая читателя за более подробными формулировками к работам 
[8], [9], напомним, что множество 5 = {/7, q, r,...} называется случай­
ным метрическим пространством, если задано отображение (/?, q)-+pq 
множества SXS в множество В хвостов распределений неотрица­
тельных случайных величин (упорядоченное естественным образом), 
причем (наряду с аналогами двух других аксиом метрического про­
странства) выполняется неравенство треугольника в следующей форме: 

Г : pq < jx (pr, rq) для всех р, q, r из 5, 
где [А — некоторая функция треугольника (закон композиции, опреде­
ляющий на В структуру коммутативной упорядоченной полугруппы). 
В соответствии с описанным выше общим подходом мы имеем здесь 
семейство {/гд^^з хвостов распределений с тернарным отношением Г. 

Под задачей представления случайного метрического простран­
ства S семейством случайных величин мы будем понимать задачу 
отыскания вероятностного пространства (2, % Р) и семейства 91-из-
меримых действительных функций {dpq\p qes таких, что для любых 
/?, q, r из S: 

P{dpq>x\=pq(x), P{dpr>x\=pr(x), P{drq> x\ = rq{x) (?) 
и 

f : P\dpq < dpr + drq, dpr < dpq + drq, drq < dpq + dpr\ = 1. 
Эта задача является фактически задачей согласования структуры 
случайного метрического пространства со структурой пространства 
Шпачека [6], [9]. В этом направлении можно сформулировать следую­
щий результат1: 

2.6. Т е о р е м а , [9]. Если S — случайное метрическое простран­
ство с функцией треугольника jx0, то задача согласования структуры 
случайного метрического пространства со структурой пространства 
Шпачека разрешима. 

Соотношение Г, указанное выше, — не единственно возможное; 
можно требовать, например, выполнения менее жестких требований: 
чтобы левая часть в соотношении Г была не меньше некоторого ? 
( 0 < т < 1 ) или даже чтобы 

Г0 : Р{ dpq < dpr + d dpr < dpq + drq1 drq < dpq + dpr\ > 0. 
1 Ниже будут использованы следующие специальные функции треугольника: 

^о: Н-о (I ri) (х) = inf max И (tx), i\ ((1 — t) x) \, 
0</<i l ' 

fM : f*i ( - *]) (x) = in^ min {£ (tx) 4~ *j. (1 — t) x), U , 
o < / < i § ' 

Pw- V-w (E. Y3) (•*) = 4 (x) — J £ (x — s) d*i (s). 
о 
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Можно отметить следующие относящиеся сюда утверждения: 
(1) существуют случайные метрические пространства с функ­

цией треугольника jx1, для которых при любом выборе распределе­
ния Р, подчиненного условию (•?), заведомо неразрешима задача Г0, 

(2) сколь бы ни было мало г > 0, найдется случайное метри­
ческое пространство с функцией треугольника \iw такое, что при 
любом выборе Р, подчиненного условию (•?), заведомо неразрешима 
задача 
^e

:P{d
Pq< dpr + drq, dpr< dpq + drqJ drq < dpq + dpr\ > г для всех рЛ <?, r. 
М. С. Матвейчук предложил автору следующие простые примеры 

трехточечных случайных метрических пространств (£ = {/?, q, г\), из 
которых следует справедливость сформулированных утверждений: 

(1) Рассмотрим последовательности чисел 
yl v-w -4,-1 у2 y l у 2 

PQ ' PQ ' •*' ' рг ' Лрг ' •'• > лгд ' лгд 
определяемые рекуррентными соотношениями: 

и положим 

kl(x) = -p, если 4 / < х < 4 Т ! > *. 1€\Р> Я* ГЬ *=£'» J=l> 2>---> 

Непосредственно проверяется, что S = {p, q, r] — случайное метри­
ческое пространство с функцией треугольника \ъг. Чтобы удовлетво­
рить условие (•?), мы можем помещать неотрицательную массу лишь 
в точки с координатами (x^q, х^г, xl;q), iu i2,h= 1» 2 , 3 . . . , но при 
любом таком выборе Р: 

P{dPQ< dpr + dnP
 dpr < d

Pq + drq, drq < dpq + dpr\ = 0. 
(2) Рассмотрим рекуррентные соотношения: 

Пусть £ > 0; выберем Л/ столь большим, чтобы t— < г, и положим 

Ы (х) = 
1 — , если х{, <х< xft1, 1 < j < N, 

2/v u ы *> •> > 

1 ( | У " " , если * £ , < * < л*н j > * , %£ <* * г», 

г?(1) = 1. ' 
Непосредственно проверяется, что S^={p, q, r\ — случайное 

метрическое пространство с функцией треугольника pw. Чтобы удов­
летворить условие (t), мы можем помещать неотрицательную массу 
лишь в точки с координатами (л£ , xl*r, xl;q) 1Ъ i2, iz= 1, 2 , . . . , но при 
любом таком выборе Р в область 

{d
PQ < dpr + drq, dpr < dpq + drqy drq < dpq + dpr\ 

попадает лишь одна точка (1, 1, 2) и, следовательно, при любом 
выборе Р 

P\d
Pq <dpr + dw dpr < dpq + drq, drq < dpq + dpr\ < ^ < e. 
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Таким образом, сформулированные выше утверждения доказаны пол­
ностью. 

Интересно было бы детальнее исследовать указанные задачи 
в зависимости от функций треугольника и в зависимости от области 
значений случайной метрики. 

Таким образом, если мы желаем работать в рамках схемы, где 
не нужно каждый раз специально заниматься вопросами существо­
вания, — нам следует несколько видоизменить классический случай 
пространства с мерой. Из теоретико-множественных структур под­
ходящими представляются логики множеств. В этом случае наша 
задача формулируется следующим образом: для заданного случайного 
метрического пространства 5 требуется отыскать множество Q, ло­
гику множеств сё в 2, вероятностную меру т на gf1 и семейство 
наблюдаемых {dpq\p%qes таких, что для всех р, q, r из 5 

(а) tn\dpq[x, + co)\ =pq(x), x£R; 
(б) tn{idpr+ drq~ dpq)[0, оо)}=1 всякий раз, когда dPg, dpr drq 

одновременно наблюдаемы. 
Эта задача уже тривиально разрешима. При этом в силу теоремы 

2.5 на множестве & можно определить семейство {fPQ\p,qes действи­
тельных функций таких, что для всех р, q, r из S 

. (a') m{v£Q:fpq{v)>x\=pq{x), x£R; 
(б') т {со £ & :fpg (ш) < fpr (ю) + j r q (<о)} = 1 всякий раз, когда dpq, dpr 

drq одновременно наблюдаемы. 
Теоретико-множественный вариант логики более удобен для ис­

следований. Важно поэтому выяснить, когда абстрактные булевские 
логики могут быть реализованы логиками множеств. Однако следую­
щие ниже результаты оказываются эффективными для установления 
невозможности подобной реализации. 

2.7. Т е о р е м а . Пусть Е — некоторая булевская логика, изо-
морфная логике множеств | 8 Q. Тогда множество Н{Е) всех гомо­
морфизмов логики Е в двухэлементную булевскую алгебру / = {0, 1} 
не пусто, причем Е изоморфна некоторой логике множеств Л\ в Н(Е). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим прежде всего, что / / ( § f ) ^ = 0 , 
например, в Н(Ш) содержится гомоморфизм ф0> определенный соот­
ношением 

%Х=(1> е с л и w o 6 ^ Х£%, 
и I 0 в противном случае, ^ 

где <о0 — некоторая фиксированная точка из 2. Отсюда следует, что 
Н(Е)=£0. Действительно, если ср :Е —>§?— изоморфизм Е на W, то в 
И{Е) содержится, например, гомоморфизм ф0 ° ?• 

Пусть ^х — семейство всех подмножеств множества Н(Е) вида 
X{a) = {h£H{E):h{a) = \), a£E. 

Л^—логика множеств. Действительно, СХ(а) = Х(а'), то есть тре­
бование (ЛМП) удовлетворяется. Пусть, далее, Х{а)[\Х(Ь) = 0 . Тогда 
<Р (#) П ? (*) = 0 и, в силу 2.2 (b), <p(a)_L?(#) в W, то есть a J_ b в Е. 
В силу (Л), в Е существует с=?а+ b и для этого с: Х(с) = Х(а)[) 
U Х(Ь), то есть (ЛМц) удовлетворяется. 

Осталось установить, что отображение j : а —>Х(а) является изо­
морфизмом Е на §ТГ Ясно, что у —гомоморфизм ^ н а ^ . Пусть афЬ\ 

1 Вероятностной мерой на логике Е называется неотрицательная функция т 
заданная на Е, причем удовлетворяются соотношения: т{ = 1, т (а{ + а* + ...) = 
= таг + та2 + ... 
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тогда <р (а) =£ ? (Ь) и, следовательно, существует % £ [ср (a) (J ср (Ь)]\ 
\[ср (а) П 9 (*)]. Тогда гомоморфизм /г = ф0 ° ?» где ф0 определено выше, 
обладает свойством: h(a) =£ h(b), то есть Х(а)=^^(&) и j является 
1-1 отображением Е на igv Утверждение доказано. 

Таким образом, если Н(Е) = 0, то для булевской логики £ нет 
аналога теоремы Стоуна. 

2.8. С л е д с т в и е . Если булевская логика Е такова, что 
Н(Е) = 0 , то Е не изоморфна никакой логике множеств. 

Это следствие позволяет, в частности, установить, что логика 
2(§) замкнутых подпространств гильбертова пространства § размер­
ности > 3 не изоморфна никакой логике множеств. 

2.9. П р е д л о ж е н и е . Если dirn<p>3, то Я(2(<г>))=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Линейное подпространство ЭД пространства 

ф назовем вещественным, если скалярное произведение (х, у) веще­
ственно для всех х, у(:%. Если, кроме того, ЭД замкнуто, то оно 
гильбертово (в индуцированной метрике). В частности, всякий орто-
нормированный базис {wj\ в <?> порождает некоторое вещественное 
подпространство 9К, причем, если {v} — произвольный ортонормиро-
ванный базис в Ш, то {v^ является ортонормированным базисом в §. 
Отсюда следует немедленно, что достаточно доказать предложение 
для случая вещественного гильбертова пространства. _ 

Итак, пусть <г> — вещественно и бесконечномерно. Если | и | = 1 , 
uf$, то через и будем обозначать одномерное подпространство, 
натянутое на и:и£2($г>). Допустим, что существует некоторое 
А £//(8•($)). Так как <г> — бесконечномерно, всякий ортонормирован-
ный базис {wj\ в § можно разбить на три равномощные части: {Wj\ = 
^{xt, yh zl}leK. Рассмотрим евклидово пространство R3 и обозначим 

через /?/ подпространство, натянутое на х-0 уь, zh то есть RL = 
= [xl, yi9 £,]£/,(<?)), i£K. Фиксируем в R3 некоторую систему коор­
динат и определим отображение ср единичной сферы SczR3 в 2(<р) 
соотношением: 

причем ut== (X, \i, v) в системе координат {xh yt, гД, если и= (к, ^, v) 
в R®. Нетрудно видеть, что отображение 9 обладает свойствами: (а) 
если &0)(у = 1, 2, 3) попарно ортогональны в /?3, то 9 (f*(;)) — попарно 
ортогональные подпространства ip; (б) при этом ср («(1)) + 9 (#(2)) + 
+ 9 (^(з)) = $• Полагая ? = /г о ср, получаем для всяких попарно орто­
гональных ~uU)^S (У=1 , 2, 3): 

т(^(1)) + т(^(2))-ьт(^(3)) = 1. 
Определим действительную функцию р на 5 соотношением: 

р(") = Ц ' е С Л И Т Й = = ^ «6 5. 
r v ' \ 0, если ^ (и) = 0, ч 

(В этом_соотношении значения функции р суть числа 0,1, а в равен­
ствах ч(и) = \, ч(и) = 0 символы 0,1 суть элементы булевской ал­
гебры /) . Функция р обладает свойствами: 

Р (и) > 0, р (й{1)) + р (й<2>) + р (и™) = 1, 
если tfi) попарно ортогональны. Как показал Глизон (см. доказатель­
ство теоремы 2.8 [2]), функция р с перечисленными свойствами обя­
зана быть непрерывной на S; однако, поскольку р здесь принимает 
<лишь два значения, она разрывна. Ясно, что одновременно мы дока-
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зали утверждение для £ размерности 3, а отсюда очевидным обра­
зом следует справедливость предложения для произвольного конечно­
мерного £ (dim £ > 3 ) . 

Для булевских логик имеет место следующий аналог теоремы 
Люмиса. 

2.10. Т е о р е м а . Всякая булевская логика является о-гомоморф-
ным образом некоторой а-логики множеств. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 2 —семейство всевозможных ото­
бражений со булевской логики Е в двухэлементную булевскую 
алгебру /=={0, 1} таких, что 

со (а') = со (а)' для всех а £ Е. 
Пусть Г(а)=={а>£2:(о(а)==1}, a^E. Семейство g7, образованное 
из 2, 0 , {Y(a)\aeE, является о-логикой множеств. Действительно, 
Y(a)[\ Y(b) = 0 тогда и только тогда, когда а = Ь'. Поэтому Y(aj) 
( у = 1 , 2, ...) попарно не пересекаются тогда и только тогда, когда у 
пробегает множество {1, 2}, причем аг = а'2. При этом Y(a1)[) Y(a2) = 
= 26§Г, ТО есть (JIMj) удовлетворяется. Свойство (ЛМ„) очевидно. 
Искомый а-гомоморфизм ср а-логики Ш на Е определяется соотно­
шением: 

? ( 2 ) = 1 , ? ( 0 ) = О, <р(Г(а)) = д, а£Е. 
Теорема доказана. 

Работоспособность понятия логики множеств определится, ви­
димо, тем, насколько хорошо оно сможет быть увязано с рядом 
основных понятий анализа. Мы заключаем параграф решением задачи 
о пополнении меры на а-логике множеств. 

Пусть т — а-аддитивная мера на а-логике множеств §Г в 2 и 
6 = {Д} / € / — семейство всех максимальных подалгебр §Г. Для каждой 
подалгебры Д £ б обозначим через mi ограничение т на Д ; ясно, 
что т1 — а-аддитивная мера на а-алгебре Д и, следовательно, ее 
можно пополнить до лебеговской меры ^., заданной на соответствую­
щей а-алгебре L (А;) измеримых по Лебегу множеств. Пусть 9£ — 
семейство подмножеств множества 2, характеризующихся тем, что 
они принадлежат всем а-алгебрам L (Д) и, кроме того, ^ . £ /=0 , i £ j , 

если £/£9£. 96 — кольцо множеств, причем \J&„(-&, если £/л£9Е, 

/ г = 1 , 2... 
Подмножества U, V множества 2 назовем т-одновременно из-

т 
меримыми (U< > I/), если при некотором / найдутся X, Y£Ah при­
чем UAX^Q, VA К£96 (где Л — операция СИММеТрИЧеСКОЙ раЗ-
ности множеств). Нетрудно видеть, что U< > V тогда и только 
тогда, когда {U, V, CL/, CV\ — попарно /^-одновременно измеримы. 

/72 

Пусть А — произвольная подалгебра а-логики §Г. Символ U* >А 
будет означать, что существует Х£А такое, что ^ д £ / £ 9 Е . Пусть 

т 
Am^{UdQ:[J< >A). 

2.11. П р е д л о ж е н и е . Если А — подалгебра (о-подалгебра) 
а-логики множеств §Г, то Ат — алгебра (соответственно, а-алгебра) 
множеств. При этом Ат — наименьшая алгебра (соответственно, 
ъ-алгебра), содержащая А и 96. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, например, А — а-подалгебра if и 
т 

пусть Un< >А, я = 1, 2, ... . Тогда найдутся Хп£А, / г = 1 , 2, . . . , 
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такие, что UnAXn£&; в этом случае []Хп£А и ([)Un)A([}Xn)cz 

a[)(U„A Хп\ откуда (U Un) Л (U Хя) 6 S. 
Чтобы доказать второе утверждение, допустим, что А0 — про-

извольная, алгебра, содержащая семейства А и 96. Пусть £/< >А, 
то есть ( / Д 1 ^ при некотором Х£А. 

Тогда L/ = 6 ^ \ J r + A r n C ( X \ 6 0 , £/ \Х£9Е, X\U£& и поэтому 
U^AQ. Таким образом, ЛтС1Ло и в силу произвольности Л0 
утверждение доказано. 

2.12. П р е д л о ж е н и е . Семейство Ш подмножеств множе-
ства 2, являющееся объединением семейств (Д)ш, является с-логи-
кой множеств в 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что сё замкнуто относительно 
операции теоретико-множественного дополнения. Пусть Un£$m 

(л = 1, 2, ...), Un[)Uk=0(n=£k) к Хп£% таковы, что Xn&Un£S£. 
В частности, A^fll U ^ * ] б £ - Пусть Хп£Ап, тогда существует по-
следовательность Xjn£An такая, что 

XnZDXlnZDX2nZD...^{Xn{][ [)Xk\l mXJn<±. 
k=hn J 

Множество Zn = fl Xjn обладает свойствами: 

Zn£An[\b, XnZDZnZD{Xn{][[}Xk]l Xn\Zn£%, 
кфп 

то есть найдется А £ б , причем Xn\Zn£A и, следовательно, 
oo 

Xn = (Xn\Zn) U Z„ e А В частности, i/ = ( J f/„ 6 Л т . 
/ 2 = 1 

§ 3. Теория размерности для булевских логик 

Люмис [3] построил абстрактный вариант теории размерности, 
созданной Мерреем и Нейманом [5] для слабо замкнутых колец ли­
нейных ограниченных операторов в гильбертовом пространстве. 
Результаты Люмиса касаются структур, близких к булевским логи­
кам; более точно эти структуры можно охарактеризовать как пол­
ные булевские логики, которые, кроме того являются решетками. 
Здесь мы желаем показать, что схема Люмиса пригодна для общих 
булевских логик (не обязательно решеток). Анализ работы Люмиса 
показал, что свойство быть решеткой существенно используется 
при доказательстве основных теорем, но не существенно при дета­
лизациях. В соответствии с этим здесь даны подробные доказа­
тельства лишь основных теорем. Все остальное подчинено задаче 
сохранить связность изложения. 

3.1. О п р е д е л е н и е . Логикой с размерностью, или d-логикой, 
будем называть полную булевскую логику Е, в которой определено 
отношение эквивалентности —% удовлетворяющее следующим тре­
бованиям: 

GflPj) а ^ О влечет а = 0; 
(ЛР„) если {аД, {^} —два _1_-семейства и при любом I: al^bh 

тогда Ea^Efy ; 
(ЛРШ) если а + b — с + d, то существуют разложения а = аг + а2? 

b = bx + b2, причем аг + Ьг ^ г, а2 + b2^ d; 
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(ЛР1у) если а \/ Ь, то найдутся ах, Ьх =£ 0 такие, что а > ах ^Ьх < Ь. 
Во многих случаях достаточно использовать частный случай 

требования (ЛРИ1): 
(ЛPjn) если а ^ с + d, то а = ах + а2, ах ~ с, а2 ̂  d. 
Отметим, что во всякой булевской логике можно определить 

отношение размерности <— тривиальным образом, считая, что 
(1) а—-'0 влечет а = 0, (2) а^Ь, если а, Ь=^0. Однако это ничего 
не дает с точки зрения содержательной теории, и логики такого 
типа у нас не анализируются. 

В дальнейшем мы будем использовать ряд понятий и обозначе­
ний [3]. Будем писать а<Ь, если для некоторого с: a^c<h. Эле­
менты a, b rf-логики называются связанными (обозначается apb), 
если существуют ах, Ьх=^0 такие, что а > аг ~ Ьх < Ь; если а и b 
не связаны, то будем писать apb. Таким образом, требование (ЛР1У) 
означает, что apb всякий раз, когда а\^Ь. Элемент а прост, если 
bpabf всякий раз, когда b < а; элемент е инвариантен, если ере''. 
Элемент а называется конечным, если а~Ь<Са влечет Ь = а\ в про­
тивном случае говорят, что а бесконечен. Класс F элементов ^/-ло­
гики Е называется наследственным, если a<bfF влечет а £ F. Будем 
обозначать через Еп, Ek, E классы, соответственно, всех простых, 
конечных, инвариантных элементов из Е. 

Чтобы проверить следующее утверждение, достаточно исполь­
зовать лишь требования (JlPj), (ЛРП), (ЛРШ). 

3.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть Е — d-логика. Тогда 
(а) Еп, Ek — наследственные классы, причем EnczEk: 
(б) Элемент а бесконечен тогда и только тогда, когда он 

оо 

представим в виде: а= Y±an + *» г^е 0 =?= ах ~ а2 ~ ... ; 
/ 7 = 1 

(в) а<Ь<а влечет а~ Ь. 
Нашей основной задачей является перечисление типов flf-логик, 

основанное на отношении эквивалентности ~ . Для одного важного 
частного случая такое перечисление можно провести много быстрее, 
чем в общем случае; поэтому после некоторых общих предваритель­
ных результатов мы остановимся на этом специальном случае. 

3.3 Л е м м а . Каковы бы ни были элементы a, b в d-логике Е, 
найдутся а0<а, Ь0 < b такие что а0 ~ b0, a0 apb0 b. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть \(аь #/)} — какое-либо максимальное 
семейство пар таких, что {а,}, \Ь^\ — _[_-семейства и а~> a z ~ &,.< b. 
Тогда элементы а0 = Eaz, b0 — £#г. являются искомыми. 

3.4. Л е м м а . Чтобы е£Ё, необходимо и достаточно выполне­
ние условия: х<е всякий раз, когда х~ е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость следует из (ЛР1У). Если 
же условие выполнено, но е не инвариантен, то найдутся и, v=f=0, 
и < е, v < е\ и ~ v. Тогда х = и'е + v ~ и'е + Й = ^ и в т о ж е время 
J C < е. 

3.5. Т е о р е м а . Пусть Е — d-логика. Тогда Ё суть полная бу­
левская подалгебра в Е, причем ЕаСЕ. В частности, если {at\ — 
произвольное А_-семейство, то 

е (Еа,) = Еш/? е £ Ё. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть е£Ё, а с произволен. В силу (ЛРш) , 
существуют разложения с = ах + а2, ё = bx + Ь2, причем ах + Ьх ~ е, 
а2 + Ь2 ~ ё. Согласно 3.4: ах + Ьх < е, а2 + Ь2 < ё'. Таким образом, 
с = ах + а2, е = ах + Ьх, \ах, а2, £J —- _1_-семейство, то есть £< • £ . 

Тем самым включение Еа СЕ доказано. Пусть, далее, е, f£E, £-_L/, 
g = e+f, а х, у£Е — произвольные элементы такие, что g>x~ 
~y<g'- Применяя (ЛРШ) к равенству х + x'g= e + f, получаем 
соотношения: 

X —'• Хх ~т~ -^О' *^1 *~ У\ /~*~' > 

Так как е, f инварианты, хх = х2 = 0. Таким образом, х ^у = 0 и, 
следовательно, g^E. Из определения 1.3 теперь следует, что Е — 
булевская подалгебра в Е. Осталось проверить лишь полноту Е. 
Пусть е^Е, е = \п1ег Тогда х^>е влечет x<et\ в силу 3.2, х < ei 

и, следовательно, х<е. Применяя снова 3.2, получаем: е£Е. По­
следнее утверждение теоремы следует теперь из 1.6. 

С помощью инвариантных элементов можно получить теорему 
сравнения для tf-логик. Будем писать а^Ь, если, во-первых, а<Ь 
и, во-вторых, ае = 0 всякий раз, когда ае^Ье, е£Е. 

3.6. Т е о р е м а . Каковы, бы ни были элементы a, b в d-логике Е} 
существуют однозначно определенные инвариантные элементы 
еъ е2, еъ такие, что 1 = ех + е2 + ег, аех <J bev ae2 — be2, ае3 £> Ьег. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть е0 = sup \e £ E: be < ае). Так как Е — 
полная булевская алгебра (см. 3.5), элемент е0 определен. Положим 
ех = ё0. Аналогично определяется элемент e%:ez = (sup {e£E:ae< be])''. 
Остается положить е2 = (ех + е<3)'. Чтобы завершить доказательство, 
нужно доказать существование инвариантного элемента е такого, 
что ае<Ье, аё >,Ьё'. Это будет сделано ниже (см. 3.15). 

3.7. С л е д с т в и е , (а) Если в d-логике элементы bx, b2 конечны 
и, кроме того, ах<Ьх, а2<Ь2, ах~а2, bx^b2, то a[bx^a2b2. 

(б) В частности, если а конечен и а = (аг + Ь)<^> (ах + с), то 
Ь~с. 

3.8. С л е д с т в и е . Пусть в d-логике Е элемент а конечен и 
ЬфО. Тогда все максимальные ^-семейства {Ь;\ такие, что bj~b, 
Sfe7<a, равномощны и их мощность есть целое число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Упомянутые семейства конечны в силу 
3.2 (б). Если, далее, \ЬХ, ... , bk), {сх, ... , ck+p\ — два таких семейства 

k и 

и р> 1, то соотношение b <(aY^ci)fr^a ( S ^ У противоречит мак-
/ = 1 г = 1 

симальности семейства {Ьх, ... , bk). 
3.9. П р е д л о ж е н и е . Если элементы a, b в d-логике Е несов­

местны и конечны, то конечен элемент а+ Ь. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а + Ь>—с<Са+Ь. В силу (ЛР'Ш), 

с = сх + с2, сх~а, с2^Ь. Применяя (ЛРШ) к соотношению а + Ь = 
= с + с' (а + Ь), получаем: 

a = a+dx, Ь =Ъ + d2, a+b^c, dx + d2^c'(a + b). 
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Повторяя эту процедуру, получаем: 

а = ах + а2 + йъ а} -f Ьх <— сх, 
с' (а + b)^dx + d.,, 

b = bx + b2 + d2, a2 + b2~ c2, 
Отсюда ax + bx^a = ax + a2 + dx и, в силу 3.7(6), bx^a2 + dx. 
Аналогично, a2^bx + d2. Из эквивалентности а2^а2 + dx + йъ в силу 
3.7 (б), находим dl + d2^0, то есть с = а + Ь. 

Далее мы переходим к изучению важного специального случая 
rf-логик. Фактором назовем всякую ^-логику, любые два элемента 
которой, отличные от 0, связаны. Будем говорить, что фактор 
Е— типа I, если в Е существует атом; фактор Е— типа II, если в Е 
нет атомов, но существует конечный элемент а Ф 0; если фактор 
ни типа I, ни типа II, будем говорить, что он типа III. 

Непосредственно из 3.3 получаем 
ЗЛО. С л е д с т в и е . Если Е— фактор, то для всяких a, b из Е: 

а < Ь, либо Ь<а. 
3.11. Т е о р е м а . Пусть Е — фактор типа I. Тогда существует 

действительная функция D (функция размерности), однозначно 
определенная на классе Ek всех конечных элементов из Е, причем 
для всех a, b^Ek: 

(а) £>(0) = 0; если 1££л> то /5(1) = 1; 
(б) если а А_Ь, то D(a + b) = D (a) + D (b); 
(в) a^b тогда и только тогда, когда D(a) = D(b); 
(г) если 1 £ Ek, то область изменения D есть множество всех 

неотрицательных целых чисел. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть g — атом. В силу 3.8, для всякого 

й^Ек существует однозначно определенное целое число Ъ(а) такое, 
" На) 

что # = Xg'/, где gL^g\ при этом, в силу ЗЛО, Ь(а) не зависит от 

выбора атома и a~b(a, b£Ek) тогда и только тогда, когда Ъ'(а) = 
= Ъ(Ь). Если a, bC Ek и a _!_ b, то а + b£Ek, в силу 3.9, то есть ве­
личина Ъ(а + Ь) определена и равна 8(а) + Ь(Ь). В частности, если 
1(:Дь то о(1) есть некоторое целое положительное число и следует 
положить D (а) = —^, а-Ек, если l^Ek, то положим D(a) = Ъ(а). 

о (1) 
fi(zEk. Осталось лишь проверить утверждение (г). В силу 

оо 

3.2 (б), ! = 51#я + &, 0 " а г — а 2 — ... . Так как ^-—фактор, a g — 

атом, то g ~ gk<ak, A = l, 2 , . . . Если теперь яг —произвольное 
т 

целое положительное число, то D (J^g^ = т. Теорема доказана. 
k=i 

Пусть Е — фактор типа I. Если 1 £ Еь то величина 8(1) является, 
как мы видели, некоторым целым положительным числом т. В этом 
случае область изменения функции размерности D суть дроби вида 
0, —, -г-, ... , т~~ , 1, то есть фактор Е типа Im. Если \^Ek, т(> 

mm m 
фактор Е имеет тип loo. 

ЗЛ2. Т е о р е м а . Пусть Е — фактор типа II. Тогда существует 
функция размерности D, определенная на классе Ek, причем: 

(а) £)(0) = 0; если \bEk, то нормировка £)(1) = 1 определяет 
функцию D на Ek однозначно и область изменения D суть замкну­
тый интервал [0, 1]; 
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(б) если 2 ап £ Ek, то D ( £ а„) = £ £> (а„); 
Я = 1 Л = 1 / 1 = 1 

(в) а — Ь тогда и только тогда, когда D(a) — D(b); 
(г) если 1 £ Яд, /гго область изменения D есть множество всех 

неотрицательных чисел. 
Доказательство состоит в аккуратном использовании установ­

ленных выше предложений и по существу не отличается от соот­
ветствующего доказательства в [3]. Ограничимся поэтому лишь 
наброском. 

Для фактора типа II однозначно определена величина 
8A(a) = sup {—:—&<al, a, b£Ek, b=£0, 

(п п ~ ) 
т п 

где символ —br^a означает, что a = = V a / , b= \\bj, al~...^am-— 

- J , ^ ... <^bn. Величина ob(a) называется размерностью элемента а 
относительно b. При этом 

*Ла) = Ъе(Ь)Ъь(а), a,b,c£Ek, b,c^Q. ( g ) 

В частности, если \^Ek, то, по определению, Е~фактор типа 112, 
a D(a) = Sj (a) — искомая функция размерности. Если же l£Ek, то 
Е— фактор типа Иоо и функция размерности D может быть опре­
делена как оь(-) при некотором фиксированном Ъ. В силу №\ , 
D определена однозначно с точностью до постоянного множителя. 

Общая классификация d-логик опирается на следующую теорему. 
3.13. Т е о р е м а . Всякий наследственный класс F d-логики Е 

обладает верхней гранью / . Более того, / £ / ; , причем а < / влечет 
а = Еа/? аь £ F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {f)\, \gj) — какие-либо максималь­
ные _1_-семейства, образованные из элементов F. Если (S/^N/ (Egy)', 
то существуют с, йфО такие, что Д > £ ^ d < (Egy)' при некото­
ром £0. Отсюда я?£Я; это противоречит, однако, максимальности 
семейства {g,}. Таким образом, (Е/.) j _ (Egy)', то есть Е/. < Sgy, Ана­
логично, E/\>Eg-y. и, следовательно, / = E / / = Eg-y. = sup/7. Если до­
пустить, что /р / ' , то при некотором i0: 

fk>c~d<f, с, d ^ O , / = S//f 

но тогда d^F и мы приходим к противоречию с тем, что / = s u p / \ 
Таким образом, /£ /Г . Пусть, далее, а < / и {aj — максимальное 
1_-семейство элементов из F, &,-</. Положим aQ = Eaf; a^a не ма­
жорирует ни одного ненулевого элемента из Z7 и (так как F— на­
следственный класс) a0apb, каков бы ни был b£F. Замечая, что 
/ = Е / / г / , . £ / % получаем: a0apf\ С другой стороны, а 0 а < / и, следо­
вательно, aQa = 0, то есть а0 = а. Теорема доказана. 

3.14. С л е д с т в и е . Во всякой d-логике Е классы ЕП, Ек обла­
дают верхними гранями еп, ек(^Ё. При этом еп^.ек. 

3. 15. С л е д с т в и е . Каковы бы ни были элементы a, b в d-
логике Е, существует е^Е такой, что ае < be, ber < aer. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для всякого d^E класс F= {xfEix < d\ 
является наследственным и потому существует sup F£E; обозначим 
эту верхнюю грань через \d\. При этом \d\ является наименьшим 
инвариантным элементом, мажорирующим d, a | d\ — наибольшим 
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элементом, не связанным с d. Пусть теперь а, Ь — произвольные 
элементы из Е. Согласно 3.3, найдутся а0<а, Ь0 < b, a0^bQi при­
чем a0apb'ob. Положим e=\b0b\, тогда b0be' = 0, а0ае = 0 и поэтому 
ае = а0е ~ b0e < be, be' = bQef ^ a0e' < ае\ то есть ae<be, be'<ae\ 

Будем говорить, что ^-логика Е— типа I, если 1=еп; ^-логика 
Е — типа II, если \=ёпек\ если d-логика ни типа I, ни типа II, то 
она типа III. Другими словами, Е— типа I, если каждый элемент 
а^Е представим в виде а = Ъаь где at^En\ E— типа II, если каж­
дый элемент а£Е представим в виде а = Е а / , где а^Ек, причем, 
если а =т^0, то найдется пара несовместных, связанных элементов 
аг> а2 таких, что ах<а, а2<а. 

Таким образом, если Z?—произвольная ^/-логика, то ее можно 
однозначно представить как прямую сумму rf-логик соответственно 1? 
II и III типов: 

L = Jzl -г tLn + tul . 
При этом наибольшими элементами в d-логиках Ev En , Еш являются 
соответственно еп, е'пек, ек. В rf-логиках типа I и II можно рассмат­
ривать функции размерности. Мы не будем здесь заниматься этим. 

3.16. З а м е ч а н и е . Система требований (ЛРт)—(ЛР1У) несколько 
отлична от соответствующих требований Люмиса. Именно, в ра­
боте [3] требуется, чтобы удовлетворялись (ЛР^, (ЛРП), (ЛРП1), 
(ЛР1У) и 

(§) а~Ь всякий раз, когда существует элемент с такой, что 
а\1 с = b\J с = 1, а /\с = Ь /\с = 0. 

Это требование менее естественно для общих булевских логик (не 
решеток), поскольку в последних придается смысл выражению а\/су 
лишь если а±_с. Тем не менее, требование (ЛРШ) в случае решеток 
является следствием требований Люмиса. Действительно, лемма 43 [3] 
утверждает, что, в силу (§), для всякого равенства а + b = c + d 
можно найти представления а = ах + а2, b = bx + b2 такие, что 
с^аг + Ьь d~a2 + b2. Используя этот факт вместе с (ЛР'Ш), по­
лучаем немедленно, что справедливо (ЛРШ). 
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