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ВВЕДЕНИЕ 

Три трудности возникают при написании обзора по теории 
восстановления. Во-первых, в современной математической 
литературе нет четкой границы содержания теории восстанов­
ления. Различные обобщения первоначальной классической 
схемы процесса восстановления приводят нас к процессам 
блуждания, к изучению различных свойств траекторий про­

цессов,с независимыми приращениями,!1 к точечным процессам 
и т. д. Во-вторых, большое количество .теоретических статей 
по теории восстановления тонет в море статей прикладного 
характера, использующих теорию восстановления. И, наконец, 
в-третьих, сейчас уже имеется ряд книг и обзорных статей, 
в которых в той или иной мере освещается теория восстанов­
ления. В двухтомной книге Феллера [50] теории восстановле­
ния посвящены гл. 13 первого тома й главы 6, 11 и 14 второго 
тома. В переведенную на русский язык в 1967 г. книгу Кокса 
и Смита [31] вошла изданная в 1962 г. книга Кокса [66], 
обзорная статья Смита [117] и дополнение — обзор редак­
тора перевода Ю. К. Беляева «Случайные потоки и теория 
восстановления». 

В книге Кокса и Льюиса [30] рассматриваются некоторые 
статистические аспекты теории восстановления. В обзорной 
статье И. Н. Коваленко [29] по теории массового обслужива­
ния имеется параграф, посвященный теории восстановления. 
В статье В. С. Королюка, С. М. Броди, А. Ф. Турбина «Полу-
марковские'процессы и их применение» [33], которая поме­
щена в этом сборнике, дается обзор работ по марковским 
процессам восстановления. 

Первую трудность я обхожу в некотором смысле формаль­
но, включая в обзор лишь те работы, в которых автор явно 
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называет предмет своего исследования процессом или тео­
рией восстановления. Вторая трудность преодолевается с по­
мощью естественного отсечения всех работ прикладного на­
значения. И, наконец, наличие упомянутых выше монографий 
и обзоров с обширной библиографией, доведенной до 1966 го­
да, дает возможность мне ограничиться по возможности пол­
ным обзором статей, прореферированных в реферативном жур­
нале «Математика» за последние шесть лет. Я почти не буду 
касаться работ по марковским процессам восстановления, 
обзор которых дан в упомянутой выше статье В. С. Королюка, 
С. М. Броди и А. Ф. Турбина. Для полноты и некоторой 
замкнутости изложения я, конечно, должен буду упомянуть 
целый ряд более старых работ, а также некоторые работы 
прикладного направления. 

Г лав а I 

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Основные факты этого параграфа и ссылки на литературу 
можно найти в книгах Феллера [50] и Кокса и Смита [31]. 

Пусть li, |г, .'.. есть последовательность неотрицательных 
независимых одинаково распределенных случайных величин 
с функцией распределения P{|i {le} t} — F(t), E(0) < 1. Обо­
значим: So = 0, Sn = |i + ... + In. Термин «восстановление» 
возник из понимания | i как длительности исправной работы 
i-ro из последовательно работающих каких-либо элементов. 
В начальный, момент времени t = 0 начинает работать первый 
элемент. В момент |i он заменяется вторым элементом, кото­
рый в свою очередь заменяется следующим элементом в мо­
мент'52 и т. д. Моменты Si, S2, ... называются моментами вос­
становления. Число восстановлений vt в интервале [0, t] бу­
дет равно максимальному п, для которого Sn {le} t. Разные 
авторы процессом восстановления называют разные объекты. 
СМИТ [31] под процессом восстановления понимает последо­
вательность {|i}, Феллер [50] —последовательность {5n}, 
хотя, по-видимому, наиболее естественно было бы назвать 
процессом восстановления v.. Часто- рассматриваются про­
цессы восстановления, у которых |2 , |3> - имеют одно и то же 
распределение F(t), а'!-, имеет другое распределение Fo(t). 
Если 
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где •m1== M.;2, то соответствующий процесс восстановления 
называется стационарным. Основное-внимание в теории восста­
новления уделяется функции восстановления 

H w — Mv,- 2F„(o, 

где 
t 

Fn(t) =- J E,._. (t - и) dF (a), Ft(t) = F (t). 
о 

Функция восстановления H(t) является основной'характери­
стикой процесса восстановления, через которую'определяются 
его остальные характеристики. В работе Эренфелда [73] вы­
ясняются условия, при которых H(t) возможно определить 
по ее значениям, в точках tn = nh'некоторой арифметической 
прогрессии. Асимптотике # ( t ) при i.{to}oo посвящено подав­
ляющее число работ. Обозначим M|i = Wi > 0. B классиче­
ском случае предполагается, что mi < оо. Элементарная тео­
рема восстановления утверждает, что 

Далее возникает естественная классификация процессов вос­
становления на дискретные, когда распределение F(t) — 
арифметическое с некоторым шагом I и неарифметическое 
в противном случае. Если F(t) абсолютно непрерывно, то 
процесс восстановления можно назвать также абсолютно 
непрерывным. Важную роль играет процесс восстановления 
абсолютно непрерывного типа, в основе которого лежит функ­
ция распределения F(t) абсолютно непрерывного типа, т. е. 
такая F(t), п-я свертка которой самой с собой при некото­
ром п содержит абсолютно непрерывную компоненту. 

Для неарифметических F(t) Блекуэлл (см. [50]) доказал 
теорему, в которой утверждается, что при любом а > 0 
И t —у оо 

Щ*'+а)-Н (£)-+. £. (2) 

Пусть Q(i) 10 при t ->оо и \ Q ( « ) d « < o o . Доказывается 
о 

(см. дискуссию к обзору Смита [31]), что теорема Блекуэлла 
равносильна так называемой узловой теореме восстановления 

t СО 

Urn [Q(t — u)c£H{u) = —\ Q(u)du. (3) 

101 



Утверждения (2) и (3) для /-арифметических распределе­
ний имеют вид 

h„=H(nl)-H((n-l)l)~.-L . (4) 

Jim S Q {{n -k)l)kk = -±%Q (kl) (5) 
n->0° k=o . ' *=o 

(см. Феллер [50]). Для выполнения (5) условие Q (nl) 1 0 не не­
обходимо, надо лишь потребовать, чтобы 2 I Q (nO l{le}°°- P-1" 

л 

венство (3) справедливо для Q(t) £Li(0, оо), если E(t) есть 
функция абсолютно непрерывного типа. 

Еслк F (t) абсолютно непрерывна и f {t) = Fr (t), то 
оо 

ад=2/ла (в) 
11=1 

t 
где / . (/) =- / (/), fn (t) = С /,,-j {t - я) / («) du, называется 

плотностью восстановления. Теорема о плотностях восстанов­
ления утверждает, что 

ilmA(*) = i , (7) 
t ->- со т* 

если выполнены некоторые дополнительные условия, например, 
f{t)£Lp{0, со) для некоторого / ? > 1 . Смит [120] нашел 
необходимые и достаточные условия выполнения (7). 

§ 2. УРАВНЕНИЕ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Функция восстановления H(t) удовлетворяет следующему 
уравнению восстановления: 

t 

H{t)=F{t)^^H{t-u)dF(u). (S) 
о 

Уравнение 
• t 

X{t) = K{t)+^X(t-ti)dF{u), (9) 
•• о 

где K{t) — некоторая известная функция, называется иногда 
уравнением типа восстановления. Решение X(t) уравнения (9) 
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следующим образом записывается через функцию восстанов­
ления: 

t 

X (t) =-- К (t) + [К (t'— a) dF (и). (10) 
oJ 

Эта формула позволяет получать асимптотику X(t) для 
f{to}oo при помощи узловой теоремы восстановления и асимп­
тотики И (t) и K(t)-

Плотность восстановления удовлетворяет уравнению 
t 

h{t), = fXt)+\k(t-u)f{ti)du. (11) 
oJ 

' ' . . ['1 
В дискретном случае, когда F (t) — 2 А удалее [мы всегда 

полагаем шаг распределения 1 = 1), уравнение восстановления 
для hk = H (k) — Н (k — 1), аналогичное (8), запишется в виде 

*«=-•/.-+2 W/ * . (-2) 
fe=0 

а более общее уравнение (9) перейдет в 
п 

Ч-=-л..+2 .•*.-*/»•' (13) 
ft=o 

Переходя к производящим функциям h{s)= "^ft-^s"; f(s)—~ 
• п 

"-=2 fn s"> b (s) =3 2 *» 5"> •* (s)- = 2 - V » получаем из (12) 
n n n 

И (13) 
A (-0----/(*) +A (*)/(*)> x(s)----6(s) + .*:(s)/(.S). (14) 

В преобразованиях Лапласа у 

OQ OO 

H (X).---- jj -e-Wd/f [и), F(\)^e-**dF{u), 
о о 
CO CO 

ЛГ(Х) — ^e-^dK(u), X(l)=<\je~^dX(tt} 

уравнения (8) и (9) записываются так 
# ( \ ) — F(X) + tf (X) 
X(k) = KQ>) + X(\)F(k). 
#(X)----F(X) + tf(X)E(X), [ ( 1 5 ) 
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Из (14) и (1.5)-легко находятся h (s), x(s), H (к), ;X(X). При­
меняя к ним тауберовы теоремы, мы можем находить асимпто­
тику неизвестных функций. 

Определим случайные величины at •=•= S... +1 — t — перескок 
и (3, —. t •— S4 —- недоскок. Функция распределения A(t; x) = 
= P {a,-•< x} перескока удовлетворяет уравнению восстанов­
ления 

t . . . . 

A(t; x) = F{t-\-x)-F(t)+^A(t-u, x)dF(u). • (16) 
о 

Функция распределения недоскока % также удовлетворяет 
некоторому уравнению восстановления. Моменты числа восста­
новлений V; тоже удовлетворяют уравнениям типа восстанов­
ления. Если обозначить 

Nr(i) = Myr и М - ) - - 2 (Г) (-1)-Яг_,(0, 

то (см. Тага [137]) 

Hr{t) = ^r(t)+^Hf{t~u)dF{u). 
о 

Моменты числа частиц в ветвящихся процессах удовлетво­
ряют уравнению 

t 

V(t) = K(t) + e[r(t-u)dF(u), (17) 
0 ' 

совпадающему при 6 = 1 с (9). Уравнение (17) МОЖНО свести 
иногда к уравнению типа (9) с помощью следующего приема. 
Если существует такое а, что 

l=,eVe-**dF(u), • (18) 
o*V 

то уравнение (17) сводится к уравнению 
t 

n ( ' ) — jCe(t)+$re(^-«)dEa(«). 
О 

где 
t 

1 Уа (t) —J" (i) e~ai, Ka (t) ^K (t) е - ' , Fa(t)-= 0 J e-« dF (a). 
o. 

..(19) 
Изучение асимптотических свойств решений уравнений типа " 
восстановления является одной из значительных по важно­
сти задач теории восстановления. 
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§ 3. ПУАССОНОВСКИЙ ПРОЦЕСС ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
В случае, когда распределение F(t) 'экспоненциально, чис­

ло восстановлений vt представляет собой пуассоновский про­
цесс- В этом случае Н(t) = t/mu перескок ai имеет то же 
распределение, что и | f t . Пуассоновским процессам восстанов­
ления посвящено большое количество работ. Здесь мы кос­
немся лишь двух вопросов: характеризационных свойств пуас-
соновских процессов и сходимости сумм бесконечно малых 
процессов восстановления к пуассоновскому процессу. Обе 
эти темы, особенно вторая, освещаются в обзоре Ю. К. Бе­
ляева к книге Кокса и Смита (см. [31]), поэтому мы коснем­
ся лишь более поздних работ. 

В работах Тедена [142], Рао и Веделя [112, ИЗ] изучает-. 
ся следующее характеризационное свойство пуассоновских 
процессов. Рассматривается стационарный процесс восстанов­
ления. Каждый момент восстановления независимо друг от 
друга смещается на случайное расстояние с одной и той же 
функцией распределения. Получающийся точечный процесс 
будет процессом» восстановления с теми же характеристиками 
тогда и только тогда, когда первоначальный процесс был 
пуассоновским. Утверждение о пуассоновости первоначаль­
ного процесса доказывается также в том случае, когда для 
любых интервалов / и / MN(I) =МЯ[1), MN(I)N(I) = 
— MN(I)N(J), где N(I), iv (/) — число точек восстановления 
в интервале / в первом и втором процессах соответственно. 
Последнее утверждение справедливо также в случае, когда 
сдвиги точек восстановления допускают некоторую зави­
симость. 

В работе Р. В. Амбарцумяна [54] рассматриваются про­
цессы П, которые являются суперпозициями, или суммами, 
независимых стационарных процессов восстановления Ш, 
i = l , . . . , п. Исследованы аналитические свойства функции 
Ф(2) = H,pkZk, где р/. — коэффициент корреляции между X- и 
iXu, а Xo, Xi, . . . , X... — последовательность длин интервалов 
восстановления в П. Показано, что если n = 2 , Hi — пуассо­
новский процесс, ср(2) — полином, то П.- — также пуассонов­
ский процесс. В работе Штермера [136] доказывается, что 
суперпозиция П является пуассоновским процессом тогда и 
только тогда, когда,первоначальные процессы также пуассо-
новские. Там же показывается, что в широких условиях при 
п—ьро в пределе процесс П будет пуассоновским. В работе 
Блюменталя, Гринвуда, Хербаха [60] сформулированы усло­
вия, при которых суперпозиция процессов восстановления в 
пределе дает неоднородный процесс Пуассона. Наиболее за­
конченные результаты о сходимости суперпозиций независи­
мых процессов восстановления к пуассоновскому процессу 
получены Б. И. Григелионисом [16, 17]. И. Сапаговас [45, 
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46] нашел необходимые и достаточные условия сходимости 
суперпозиций независимых марковских процессов восстанов­
ления к пуассоновсксиу процессу и его многомерному 
обобщению. 

В работе Лесли [102] изучались промежутки времени 
между скоплениями в пуассоновском процессе (скопление — 
это группа из k скачков процесса, каждый из которых от­
стоит от предыдущего на расстоянии, не больше заданного), 
Найдены преобразование Лапласа, математическое ожида­
ние и дисперсия для этих промежутков. 

§ 4. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

ОО 

Если потребовать конечность моментов тк = \tkdF(t) 
о 

более высокого порядка, то основные теоремы восстановления 
допускают уточнения. Например, если /n2<C°° •-••FOO неариф­
метическая, то, как показал Смит (см. обзор [31]), при t —»сю 

H{t). 
mi "1" 2т\ 

1 + О (1). 

Для /-арифметических распределений F(t) при конечных mi 
и т2 имеют место следующие асимптотические свойства (см. 
Феллер [78]): 

Н Ш) == — + ----V + --— - 1 + о (1), 
v ' т. * 9m? ' 2 m , ' v •" 2т1 

п т . ' \ п J' 
А „ - - -

т., 
< о о , 

если же т 3 < о о , то 

S» А . - 4 -mi 
<оо. 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

В работе А. О. Гельфонда [13] дается следующее уточ­
нение результата (21) (далее полагаем 1= 1). Обозначим 
sn= 2 /*• Пусть конечен момент 2 & /*> v - > - . Тогда 

* > « + ; •* 
при л — оо 

1 ' - ^ " ^ o ( ^ i ) . <*> й „ - те, 
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Результаты (21) — (23) распространяются на случай, когда 
F(t) есть функция абсолютно непрерывного типа. В этой 
случае (см. Стоун [132], Б. A. Севастьянов [47]) 

H(x+h)-H(x)^£-. + p(j±r), .*:->оо, (25) 

d H ( x ) - ^ | < o o , (26) J * * 
о 

, Г _ 2 -1 i-r / ..\ d'X 

если m,<oo, r !>2. 
В ряде работ (см. Тейгельс [140], Лидбеттер [101], 

Б. А. Каминскене [26]) показано, что из экспоненциальной 
скорости убывания хвоста распределения 1—F(t) следует 
сходимость с экспоненциальной скоростью в элементарной 
теореме восстановления, в теореме восстановления Блекуэл-
ла и узловой теореме восстановления. Этот факт имеет место 
как в дискретных процессах восстановления, так и в процес­
сах с E(/) абсолютно непрерывного типа. 

В работе Блумфилда [59] указана нижняя граница hn для 
дискретного процесса восстановления. Если ^ имеют такое же 
распределение, как и 0", где 0; — равномерно распределенные 
независимые случайные величины, то при п —* оо 

где А (0 — функция, преобразование Лапласа которой равно 
I С ^—.£—dtt 1 (Кламкин и Линт [95]). Схема серий про­
цессов восстановления рассматривается также в работе 
Б. Н. Димитрова [20]. Пусть в n-й серии Нп (t). — функция 
восстановления, Fn (t) — функция распределения i... Доказы­
вается, что lim - —--- = t равномерно в любом конечном 0{le} 

{le}t-<T тогда и только тогда, когда 
СО Е. 

ka^dFn(x)-:0, kn^xdFa\x)->l 
с ' • О 

для любого е_>0. В работе Б. Н. Димитрова [19] в схеме 
серий предполагается, что 

ОО 

О 

Доказано, что 
lim Р (---#- < х } = A (t; x), 
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где А (/-•; x)----l — Q (t; л:), а О (t; х) определяется по преоб-
оо 

разованию Лапласа \ e~xtdtQ (i; х) =[g (Ь)]ХК В работе A. 06-
0 

ретенева [42] узловая теорема восстановления трактуется как 
некоторое усреднение теоремы Блекуэлла. 

Изучаются асимптотические выражения моментов и семиин­
вариантов числа восстановлений v. при t—>oo. Смит (см. об­
зор [31]) установил, что для F (t\ абсолютно непрерывного 
типа и mn+p + 1 < o o семиинвариант к-то порядка -*t представим 
в виде 

М 0 = «-- + -,-+-1-+------, 
где X (t) —> 0 при t —> оо и X (/) —- А (г? — а) = о (t~x) для любого 
а > 0 ; при p > 1 y l l € Li(0. оо). Постоянная ап зависит 
от mv т 2 , . . . , т „ , a bn зависит от m-, т2,..., inn+v В рабо­
тах А. Алешкявнчене [6, 8], В. Лютикаса [34, 35J эти резуль­
таты получили дальнейшее развитие. Для дискретных процес­
сов восстановления при т в + р + 1 < о о установлено пред­
ставление 

M v ? = 2 T f t ^ + — ^ - , 
где %(t) удовлетворяет тем же условиям, что и у Смита, 
а у,. — константы. 

В работе Уэйсса [144] предполагается, что в уравнении 
типа восстановления 

t 

х(t) = k(t) + \ x(u)f(t — u) d и Jo 
функции k{t) и f(t) разложимы в ряд по обобщенным функ­
циям Лагерра. Показано, что решение *(t) также представи-
мо в виде ряда по обобщенным функциям Лагерра, причем 
вычисление (коэффициентов можно механизировать. 

В работе А. Обретенева [43] предполагается, что плот­
ность восстановления h (i) удовлетворяет уравнению (11), где 
/ (t) — ограниченная плотность. Пусть Hu\t) — h (t), Hk+1 (t)=-

= \ Hfe (x)dx, a0 = — , «1 — —| — 1, a2 и a3 выражаются 
t 

через m-,..., m4; Л ^ - О , Ak+1 (t) = jj (Ak (x) -\-ak)dx. До-
o 

называется, что при mk+l < со, k •< 3 
\im\Hk{t)-Ak{t)] = ak. 
t—>oo 
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§ 5. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

Если пг1 я т2 конечны, то (см. Феллер [50]) 

limP 

m2 — от где o2: 
Щ ' 

В работах А. Алешкявйчене [1] и A. В. Нагаева [37] дока­
заны локальные предельные теоремы, соответствующие (27), 
для дискретных и непрерывных процессов восстановления. 
А. Алешкявйчене [2, 3, 7, 8] изучила предельную теорему (27) 
с различными уточнениями (асимптотическое разложение в 
интегральной и локальных теоремах, интегральная и локаль­
ная предельные теоремы с учетом больших уклонений). 

Много работ посвящено доказательству центральной пре­
дельной теоремы для сумм 

я 

v (t) = 2 МО ' (28) 
2 = 1 

независимых процессов восстановления (Б. И. Григелионис [15], 
А. Алешкявйчене [4, 5], В. Лютикас [36], Б. А. Каминске-
не [24, 25]). Пусть процесс восстановления vL(t) определяется 
случайными величинами #'\-М (^)г — ти r; Ft (t) = Р {-.4°{le} t}, 
E, (t) — абсолютно непрерывная компонента Fd (t), 

/=1 ml,l , 

Доказывается, что , 

Р..Л*) = *{^%Ы*)-АМ<*У ;"."•(-»> 
сходится при п ~->_оо, t —> оо к нормальному распределению, 
если 

• inf м., 1>0 , J|m-—o^>0, supffib3<co 

и sup"Ez(oo)>0. Остаточный член в ЭТОЙ предельной теоре­

ме имеет вид О [—- -| т=А- --> работе И. Н. Коваленко [27} 
V - ~ У nt J 

описан класс предельных теорем для (29) в схеме серий и 
найдены достаточные условия сходимости к каждому из tnpe-
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.дельных законов. В работах Р. Т. Баниса [10], Д. Сааса [44] 
рассмотрен более общий вопрос о сходимости сумм независи­
мых целозначных процессов к обобщенным пуассоновским 
процессам. 

§6. ДРУГИЕ ЗАДАЧИ 

Рассматриваются различные схемы разрежения случайных 
потоков. Так, например, в работах Мадьороди [107, 108] 
рассмотрена следующая схема. Пусть t<-?= 0, • ti, h, . . . — мо­
менты восстановления, vi*-") — независимые одинаково распре­
деленные целочисленные случайные величины, не зависимые 
от {ti}. Обозначим 

й = 1,.2 г = 1 , 2 
Доказывается, что при Dv<")<oo и P{v("' — k}<^\ для каж­
дого k—l, 2,... 

г • / ( • " ) _ •/({cdot}"-1) ] 

где Мч{р — М и G (х) —- непрерывная функция распределения. 
Найдены также необходимые и достаточные условия суще­
ствования предельного распределения величин ЪпЩп) — Цп2г), 
когда 8„ т* 0 при ti —<• оо. 

Другая схема разрежения рассматривается в работах Лоу-
ренса [97—100], в которых из первоначального пуассоновско-
го процесса {Хп} отбираются лишь такие точки восстанов­
ления Хп, для которых интервал (Xn-i, Xn) не содержит точек 
восстановления некоторого другого независимого процесса 
восстановления. Изучаются свойства полученного «разрежен­
ного» процесса восставовления Zn> в частности совместное 
распределение и корреляция Zn+i— .Zn и Zh+i —Zh. 

Далее упомянем ряд работ, в которых изучаются задачи, 
связанные с суперпозицией или взаимодействием нескольких 
независимых процессов восстановления. В работе Энса [74] 
изучается распределение длин интервалов между двумя вос­
становлениями и совместное распределение двух таких сосед­
них интервалов в суперпозиции нескольких одинаково рас­
пределенных независимых процессов восстановления. Неко­
торые приложения к биологии схемы двух взаимодействую­
щих процессов восстановления см. в работах Тен Хопена и 
Рёвера [138, 1-39], 

В работе А. А, Боровкова [12] рассматривается г незави­
симых дискретных процессов восстановления. Пусть t'-й про­
цесс восстановления порождается случайной величиной |<1\ 
Обозначим | наименьший момент времени, который является 
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точкой одновременно для всех г процессов восстановления. 
Доказывается, что момент M£T,y:$-2, конечен тогда и только 
тогда, когда конечны все .M(^))f, i = \, 2, . . . , г. Рассмотрен 
аналогичный вопрос в двух независимых процессах восста­
новления произвольной природы, причем | определяется, как 
момент восстановления одного из процессов, «близкий» к мо­
менту восстановления другого. 

В работах Льюиса [103, 104] (см. также книгу Кокса и 
Льюиса [30]) и Филипсона [110] рассмотрен процесс, в ко­
тором каждая точка восстановления первоначального пуас-
соновского процесса (однородного или неоднородного) по­
рождает случайное число вторичных точек восстановления 
некоторого другого процесса восстановления. Этот процесс, 
а также некоторые его модификации, описывает моменты по­
явления неполадок в электронной вычислительной машине. 

В работе Джеймса [89] рассмотрены две функции, зави­
сящие от двух независимых процессов восстановления. Выво­
дятся формулы для условного математического ожидания 
одной из этих функций при заданном значении другой. Хейт 
[81] нашел условия, которым должно удовлетворять распре­

деление вероятностей, чтобы оно могло быть распределением 
числа восстановлений на фиксированном интервале времени. 

В работе Бартфаи [56] показано, что при некоторых усло­
виях по наблюдениям с ошибками моментов восстановления 
некоторого процесса восстановления возможно определение 
функции распределения промежутков между восстанов­
лениями-

Дейли [69] дал достаточные условия того, чтобы hx (х) h2 (х) 
•была плотностью восстановления, если ht (x), i •== 1, 2, — плот­
ности восстановления. Строится пример, когда h (х) — плот­
ность восстановления, a ah(x), <х.>1, —нет. Стейтель [130] 
изучал условия, при которых время до первого восстановле­
ния в стационарном процессе восстановления безгранично 

1 р гх\ 
делимо. Он нашел, что —-—— будет плотностью безгра-

Tfl\ 

иично делимого распределения в том и только том случае, 
с о • 

если log х — 2 £ • He убывает. 
В работе Хорна [88] функции / „ и 1гп в уравнении вое 

становления 

К - fn + 2 /*««-*. М - = - , /О - о, (зо) 
k=l 

представляются в виде последовательностей моментов 
h „ — ^ « d M - l , fn=\t"dH(t), 
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и изучается связь между носителями -/?- и R2 мер t-h и I-V 
Дейвидсон [71] и Кендалл [93] изучали множества реше­

ний {hn} уравнения (30), удовлетворяющие условиям: а) А,.> 
>A„+i; б\ А„-ь1/г„-1>/г2. В работе Рута [115] показано, что 
если А — борелевское множество на прямой, то из условия 

со 

]rf (A)== оо, где Н (А) = 2 F** (-4) — обычная мера восста-
6=1 

новления, не следует, что с достоверностью Sn£A хотя бы 
для одного л.'.В работе Далль Альо [70] вводится стоимость 
восстановления, равная е~^, если восстановление происходит 
в момент t. Указывается связь между асимптотической нор-

мальностью G(p)----2exp{—Р2 ^} ПРИ Р1° и существова-
/•=1 ; = 1 „ 

иием всех моментов £,,-. В работе Ионга [90] дается примене­
ние уравнения (Восстановления к страховому делу.. 

Глава II 

НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ 
КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

§ 1. ПРОЦЕССЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
С БЕСКОНЕЧНЫМ МАТЕМАТИЧЕСКИМ ОЖИДАНИЕМ 

В работах по теории восстановления с Mgi = {infty} обычно 
предполагается, что при /-{to}оо хвост распределения F(t) 
представим в виде 

l — F(t)==i-4(t), (31) 
где 0 < > < + , L {t)~ медленно меняющаяся функция. Основ­
ные, ставшие уже классическими, результаты_ об асимптотике 

предельном распределении (при 0 < а < 1 ) 
lim P { V (1 - F (t)) < x] = 1 - Q% (х-Ч<), 

где Ga (х) —- функция распределения неотрицательного одно­
стороннего устойчивого закона с параметром а, можно найти 
в книге Феллера [50] и -в работах: Феллер [78], Смит [119], 
A. Обретенев [40]. Предельные теоремы для перескока а( = 
= S,t+i—tи недоскока$t == t — S-,t в условиях (31) имеются 
в работе Б. Б. Дынкина [22]. Ламперти [96] изучал случайные 
величины Mt = suppr, где (3, — недоскок, и 7\—. min{r, p r > 
>-.x}. Им доказано, что Тх/х при х -> оо сходится к невы-
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рожденному распределению тогда и только тогда, когда 
имеет место (31) с 0 < а < 1 . 

В работе С. В. Нагаева [38] дано уточнение асимптотиче­
ской формулы (32) в дискретном случае, а именно, доказано, 
что 

оо 

если 1 — F (х) -=- Ах~л + Ф(х), { Ф (х) dx < оо, 0 < а < 1 (см. 
о 

также Гарсиа и Ламперти [80]). Тейгельс [141] изучал асим­
птотику Н{t) и Dvf в случае, когда в (31) 0{le}a<.2. 

Эриксон [75] рассматривал неарифметические F (t), удов­
летворяющие условию (31). Пусть са — [Г (а) Г (2 —- а)]-1, 

Л^>0, т({) — t (1 — F (t)) + \ xdF (x). Доказывается, что 
о 

при t~* ОО и l / 2 < a - < 1 
Н {t + А) ~Н {t)~ cak/m (t) (33) 

И при 0 < a < l / 2 
lim lnf m (t) [H (t + h) - Я (t)) = cji. 

."-J-oo 

Доказан также аналог узловой теоремы восстановления. Если 
а = 1 и М^—оо, то для перескока и недоскока доказыва­
ется предельная теорема 

0 < ^ < 1 , y > 0 . 
В работах И. Н. Коваленко [28], Б. В. Гиеденко и 

Б. Фрайера [14] рассматривается разрежение первоначаль­
ного процесса восстановления, при котором каждый момент 
восстановления с вероятностью 11 — р вычеркивается и с ве­
роятностью p{to}0 остается. Тогда предельное распределение 
интервала времени между рекуррентными событиями, если 
оно существует при соответствующей нормировке, имеет пре­
образование Лапласа вида 

ф(Х) = (1'+сХ«)-1, 0 < а ' < 1 . (34) 
Если 0{le}a<l, то условием притяжения к закону (34) яв­
ляется соотношение (31), а если а~\, то соответствующим 
условием будет 

(1 - F (х)) К (1 - F (2)) dz {to} 0, х - oo. 
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§ 2. ПРОЦЕССЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
С НЕОБЯЗАТЕЛЬНО ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ | . 

,, Результаты первой главы в значительной степени перено­
сятся на случай, когда случайные величины |i распределены 
на всей прямой и M|i>0 (см. Феллер [50]). В работах Стоу­
на [131—133, 135] и Ван дер Генюгтена [143] изучаются раз­
личные асимптотические свойства меры 

СО 

v — 2 ^ ) , (35) 
. л=0 

где [А — вероятностная мера на прямой. В частности, резуль­
таты (25) и (26) справедливы в этом более общем случае,, 
когда M£->-Q. При х-*'— со Н (х) стремится к нулю как 
О (| х \~т) или О (е-*х) в зависимости от наличия моментов 
F (x) и скорости убывания F (x) при х —> — ро. Феллер 
и Орей [79]. показали, .что для нерешетчатых ц имеет место 
альтернатива: для любого конечного / • -= ( - /г, /г) либо 

' / / ( / ) = 0 0 , либо N (x + 1 ) — > а Ц \, х-->оо, 0 < , а < о о . 
•В работе Порта [Ш] дано',элементарное вероятностное 

доказательство (4) и lim hn = 0 в дискретном процессе вос-
становления с M^>-0. A. A. Боровков [И] дал уточнение 
остаточного члена в теореме Блекуэлла (2) в случае —со< 

В работе Эриксона [76] результат (33) распространяется 
на общий случай -- сю<^<,оо. Л орден [106] исследовал 
распределение перескока at. В частности, им доказано, что 

sup Мл, < v ' , 

где i+ = I ' и при любом ~ > 0 

supM(a^<^±^M(l»+)P+V// l l . , 

Смит [123] изучал асимптотическое поведение сумм 
°° 1—П — \)\ 
2 „ -°fe + ... + ̂ <x}, 

где / - фиксированное (не обязательно целое) число. Кава-
та [91] в случае, когда \к имеет плотность, третий момент %и 
конечен и ' . 

п 

-L^ak=a + o(: 
• * = i * ^ п 
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показал, что 

lira 2 V 4 ' < S « < - + -n = -

§ 3. ПРОЦЕССЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
С НЕОДИНАКОВО РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ £. 

В работах Смита [118, 121, 122J изучается процесс вос­
становления, в котором ?..>0, независимы, 

П со 

lim— 2 ^ ( 1 - Fr(x)) dx -= О 

для любого е > 0 . Пусть a„>0 таковы, что 
DO 

> ^ ~ ( Т ^ ( т — т ) . *TU 
или 

1 

где а^>0, r > 0 , Z - медленно меняющаяся функция. Дока­
зывается обобщенная элементарная теорема восстановления 

DO 

2 апР {Sn < х} ~ - ^ - - - (-J-)1,. x -> оо. (36) 
n=i 

В работе Смита [124] предполагается, что P{Sn/k\n) -<xl 
слабо сходится к Аг (x), где X (ft) - правильно меняющаяся 
функция с показателем 1/р. Пусть Л(x)-функция, обратная 
X (л;), и R (x) ~ ха1 (х) [L -медленно, меняющаяся функция).. 
Тогда MR( v,)~/(a|3)#(A(0), *-->oo, где 

со 

о 
Смит [125] рассматривал также случай, когда £ -• Х'.т,,.., где-
1ц неотрицательны, независимы и одинаково распределены, 
а ^ > 1 . Эта модель трактуется им как восстановление c улуч­
шающимся качеством. 
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Вильямсон [145, 146] рассматривал случай независимых 
.неотрицательных Ък с бесконечно малыми %,Jti, 1 < k <; п, для 
которых 

in' 

J i m P { i - 2 ^ < x } - — 0 ( x ) . 

В этом случае имеет место равенство 
Г со j со 

l imlim-lC ] > W x < %(lh + *)<x + h}:dx=*h№&. 
чат*» т i £ [ £ . J oJ .*.* 

С. С. Ходжабагян [51] доказал ряд локальных предельных 
теорем длЯ'Я{^ = й}, когда 

I n f M ^ O , infD^>0, s u p M I ^ - M ^ | 3 < o o 

и выполнены некоторые другие дополнительные условия. 
•В работах В. В. Конюховского [32] и A. A. Дайона и 
В. В. Конюховского [18] в предположении M^ — a-1 

и Mil/ (£/Х- G, гДе /{х)1°° ПРИ х \ °°> Доказано, что 
\imM(^f)k=aK А = 1,2,.... 

А. Обретенев [41] показал, что утверждение (32) с 
£(/)--з1 и 0<сс<1 справедливо для разнораспределешшх gi, 
если соотношение (31) выполняется равномерно для всех gi 
и имеют место некоторые другие условия. В работах Хейиса 
и Дэвиса [83] и Линхарта [105] решаются некоторые задачи 
в альтернирующих процессах восстановления (т. е. в про­
цессах, в. которых распределения gi зависят лишь от четности 
и нечетности г). 

§ 4. ПРОЦЕССЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ С ЗАВИСИМЫМИ | { 

Имеется несколько работ, в которых допускается зависи­
мость между £„. Чжоу и Роббинс [64] рассматривали после­
довательность I-, $2, ...,• которая образует ^мартингал. Предпо­
лагается, что | 

п 

0<11т----2 /?гг —•71<С°°, ml=.Mil, 
п i=i 

и M{|i;„ — OT„|"|e1,...,i:„-1}<Ar<oo "при некотором <x>L 
Доказывается, что в этом случае lira—Р- — —. 

t-юо * m 

Брейман [61] изучал процесс восстановления, порожденный 
стационарным процессом | ь |2, -.., где ii —положительные 
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случайные величины. Он показал, что справедливость теоре­
мы восстановления Блекуэлла связана со свойством сильного 
перемешивания порождающего процесса {In}. 

Санкаранараяиан и Суямбулингом [116] исследовали 
.асимптотическое поведение ряда 

%anP{Sn<x} (37) 
я=1 • ' 

в двух случаях: 1) cov'ft. $-) ==• р, lj*J, 0 < р < 1 , M^ — м-, 
llm OTl + ' V + ?n" = m> a>1> 0 < / » < o o ; «2) (У-последо-
/.--,-00 •*•-

вательность одинаково распределенных случайных величин 
с MS;--=ffz, cov(i;;, .•_-)'= pi Wl, 0 < р < 1 , В работе Балакриш-
нана [55] также исследовано асимптотическое поведение ря­
да (37), когда ап~пх L{n), L— медленно меняющаяся 
функция, 

п 
DSn~nA\ Л - > 0 , J - ] £ - , .-• да, 0 < / я < о о . 

§ 5. ДРУГИЕ ЗАДАЧИ 

В работах Хейда [85-87] вместо числа восстановлений v, 
и функции восстановления изучается случайная величина 

v, = max {n : Sn < x>, 
где 

5я.-=тах{0,-51,52,...,5п}, 
и //(/)=-- Mv,. Доказывается, что большинство результатов 
классической теории восстановления переносится на v, и H(t). 
В этих же работах Хейда, а также в [55, 116] изучается 
асимптотика ряда, аналогичного (37), в котором вместо 
P{S„<x} берется P{Sn <x} . В работе А. Алешкявичене [9] 
найдены асимптотические разложения для вероятностей 
Р [V, - ft} И 

p(Sn=nm1<x\ 
[ а / л J 

При й - ю о , t ->оо, % > 0 И о2 =--./)£,.<оо. 
В работе В. П. Чистякова [52] изучается асимптотика 

функции 
со 

H(ttA)=^AkP{Sk^t} (38) 
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при A < l , £{to}oo. С. В. Нагаев [39] изучал асимптотику (38) 
A{to}l, t-^-oo. Эти результаты находят применение в ветвя­
щихся процессах. 

В работах Човера и Нея [63] и Генри [84] изучается 
нелинейное уравнение восстановления 

je(t) = fl + a»u(/), (39) 
в котором оператор Ш определяется как 

о 
где О (у) — функция .распределения на [0, оо), ф — непрерыв­
ная монотонная функция (например, ф(.у) = ур или Ф(У) — 
=• log .у), ф-1 — обратная к ней функция. Находятся условия., 

со 

при которых Hrn—i-----.-^-, где т = \ tdO(t). В работе 

Абежона [53] рассмотрен один весьма частный случай (39),. 
допускающий явное решение. 

-Б. Н. Димитров и М. Узунов [21] рассматривали процесс 
восстановления, который может с некоторой вероятностью-
оборваться. 

Глава III 

МНОГОМЕРНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ ТЕОРИИ 
ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

§ 1. МНОГОМЕРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Уравнение многомерного восстановления, которое рассмат­
ривается в работе Б. А. Севастьянова и В. П. Чистякова 
[48, 49], может быть записано в.матричной форме следую­

щим образом; 
• • ' t 

••у' X(t) = k(t)=*\dF(u)-X(t~u);\. ,.' ' (40) 

где X(t) = 1X (̂0.1, /C^)—||^;(01 есть йХЛ/-матрицыг 
F (t) — ||E« (t)jj; nXn-матрица с элементами F«(t), которые 
представляют собой неубывающие непрерывные справа неот­
рицательные функции, E"(0)--=0. Частный случай (40), когда 
K(t) = F{t), 

t 
H(t) = F(t)-±\dF(ii\.H{t-ti\ (41) 

о • 
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определяет матрицу восстановления H(t). Обозначим F^ = 
•==E£(oo) и F ~\\F«l Свойства решений, уравнений (40) и (41) 
определяются в значительной степени тем, разложима или 
нет матрица F, и ее перроновым корнем L Уравнение восста­
новления назовем' критическим, если Х—1, докритическим, 
если Х<1, и надкритическим, если А,>1. В [48, .49] получе­
ны асимптотические формулы для X(t) и H(t) с остаточными 
членами для неразложимых F. Аналогичные асимптотические 
формулы, в том числе и для разложимых E, получены Крам-
пом [67, 68]. С помощью этих теорем изучена асимптотика 
первых (см. [48, 49, 67, 68]) и вторых моментов (см. [48, 49]) 
числа частиц ветвящихся процессов с несколькими типами 
частиц. Критические уравнения (40) и (41), в которых 

и 

2 Ep — 1 > возникают при изучении полумарковских про-
p=i . 
цессов (см. обзор В. С. Королюка, С. М. Броди, A. Ф. Тур­
бина [33], обзорную статью Цинлара [65] и статью Кейлсо-
на [92]). 

§ 2. ВОССТАНОВЛЕНИЕ В МНОГОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Имеется несколько разных попыток перенести теорию вое-; 
становления на случай, когда |i, £2, ••• — независимые одина­
ково распределенные случайные векторы в d-мерном про­
странстве Rd с d-мерной функцией распределения F(x). Ана­
логично одномерному случаю, можно ввести • 

.Я(А)=%Га(А)\ (42) 
В = 1 

где А — борелевские множества в Rd, Fn-T-n-кратиая свертка 
F самой с собой. Биккел и Яхав [58] доказали, что при d=2 
,-и конечных вторых моментах 

; . <llrn{H(<S(0,a + A ) - H ( S ( 0 , e ) ) } _ l f ^ - , 

где S '(0, a) — сфера радиуса а с центром в 0, || • || — какая-
либо норма. Те же авторы [57] рассматривали в произвольном 
пространстве %d суммы Sn =-= ^ + • • .• + L и' частоту ее попа­
дания v (z) в множество A (z) = { max | yt\ -< z}. Доказано1,' 

что если существует т =- Mi,., TO 
UrnФ (—•,' г)•— exp t• \\т\-\ 

1 z-x-o \ * . / 
где Ф(t,2)—производящая функция моментов v(2). 
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Дони [72] рассматривал случайное блуждание на цело­
численной решетке d-мерного пространства Rd. Пусть пере­
ходные вероятности через п шагов равны Рп(х,у) = 
~Рп(0,у — x). Определим функцию Грина 

DO 

Н(х, у) = Н(Q, у ~х)= %Рп(х, у), x,.V€/?d. 
11=0 

Пусть т.= ^хР(0,.х)^=0 и пусть P(0, x) имеет конечные 
х 

третьи моменты. Доказывается, что в непериодическом блуж­
дании предел 

rf-i 
limt 2 Я ( 0 , Н ) (43) 

г. а , т. а т. 
равен 0, если р - Ф ----, и положителен, если ,-— = - - - . 

В работах Стама [127-129] для Н(А), определенного 
(42), доказывается утверждение, аналогичное (43), а именно, 
для любого ограниченного борелевского множества А £ Rd 

hmt?H{A + tm) = $\A\, (44) 
t-+OQ 

где | А \ - лебегова мера А, р=-- ~ , и 
llmi? H(A-\-tc)=0, 
t-¥ca 

если вектор с не коллинеарен m или с — —km, ft>0. Им же 
получен ряд результатов о времени первого достижения по­
лупространства и о точке вхождения в полупространство. 
В работах Фаррелла [77] и Кеннеди [94] изучается случай­
ная величина 

v(t) = max{«:A(5„)<t}, 
где Sn = i.1 + И 5„, {•;„} — последовательность независимых 
векторов или стационарная последовательность векторов в Ра, 
h (x) — некоторая скалярная функция от векторного аргумента 
x£Rd. Исследуются асимптотические свойства распреде­
ления v(г?) и X (t) = t — k(S4W)- Изучено также асимптоти­
ческое поведение при t—> оо случайных функционалов от v(zf). 

В работе Бретаньоля и Дакуна-Кастеля [62] показано, что 
при d > 2 H(A± x)->0, х--->оо, если Л—любая полоса 
конечной ширины. Хатори [82] рассматривает случай d = 2. 
Обозначим Wn = <p(Sn), где ср — однородная функция, удов­
летворяющая некоторым 'условиям. Пусть 

v (*) =--- max {ш Wn < i}, X (t) = i—W, <0. 
я 

Доказывается, что при конечности вторых моментов (•- суще-
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г 
ствует предел lim ----- \ X(t)cit и находится его выражение 
через производные функции ср и вторые "моменты !••,. 

В фундаментальной работе [134] Стоун предлагает такие 
формулировки основных теорем теории восстановления, ко­
торые в многомерном случае позволяют ему получить нетри­
виальные интересные результаты. В частности, вместо 
Н(х-\-А) он рассматривает ее свертку с некоторой мерой v, 
а затем полагает x{to}oo, что приводит к пределу, пропорцио­
нальному мере Хаара множества А соответствующей группы, 
связанной с носителем меры F. 

§ 3. ДРУГИЕ ЗАДАЧИ 

В работе Нея и Вайнгера [109] доказывается теорема вос­
становления в двумерном времени. Пусть Хи, г_> 1, J !>1, 
независимы, одинаково распределены, принимают целые неот­
рицательные значения с шагом решетки единица и МХи = 

т п 

=• ц > 0. Обозначим Smn — 2 2 Хи и А^А=числу пар (/га, га), 

для которых Smn = k. Назовем {ik = MNk последователь­
ностью восстановления. Доказывается, что 

п 

S , nlogn 
пк _ _ , 

а при MX\.<OQ и oa-=DA"w>0 
AB~>-4ogn.-

Ревю [114] переносит теоремы восстановления на некото­
рые алгебраические структуры. Спитцер [126] распростра­
няет некоторые теоремы восстановления на цепи Маркова 
xi, Xz, ... с целочисленным фазовым пространством. Пусть 
переходная вероятность Р(х, у) =0 при у^х. Обозначим 
Рп(х,У) переходную вероятность за п шагов и . 

функцию Грина. Обозначим 
,Тп = min {k : xk > п\. 

Доказывается, что при некоторых условиях 
оо 

M{T,l\x1 = 0}=^G(0,x)~f(n), 
х=0 
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где / (х) — решение уравнения 
2 P ( * . у ) / ( у ) - / ( * ) ' - - 1 , 

удовлетворяющее условию 
2 P ( x , y ) / ( y ) < o o . 

У 

В работе И. И. Ежова [23] рассматривается марковский 
(х,у) процесс с состояниями, в котором имеется детермини­
рованное движение (x+t, y-\-t) со случайными скачкообраз­
ными срывами на оси координат из точки (x, у) в точку (0, у) 
или (x,0). Найдено стационарное распределение. 
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