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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ РДНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕНИЕМ ВНУТРИ ОБЛАСТИ 

ЮМ. КРИКУНОВ 

*•• В работах [1, 2] рассмотрены краевые задачи для уравне­
ния Эйлера — Пуассона —-.Дарбу 

«« + ««+ YUt = 0 ^ 
при значениях — 1<с<0, 0<£<1, в областях, содержащих вну­
три себя интервал оси £ = 0. В настоящей работе мы рассмо­
трим одну аналогичную задачу для случая с = — 2/г, п = 1, 2,... , 
причем будем исходить не из уравнения (1), а из уравнения 

uxx
Jr\y\uyy + {-n+^-)sgnyay = o9 (2) 

п = 1,2,..., 
к которому уравнение (1) приводится заменой переменных [1J 

t2 
x = x9y = sgnt . (3) 

Пусть 2 — область, симметричная относительно оси у = 0 , 
ограниченная соответственно при у>0, у<0 простыми кривыми 
Ляпунова Г1э Г2 с концами в точках Л(0, 0), В(1, 0); допол­
нительно предполагается, что Г1? Г2 оканчиваются малыми ду­
гами нормальной кривой уравнения (2): 4 |у| = х (1 — х); &х = & f) 

З а д а ч а Dn. В области Q найти функцию и(х, у)^С(Щ(] 
(}C2(Qll)&2), удовлетворяющую условиям 

1. и(х, у) — решение уравнения (2) в QjjJQj. 

дпи. 
2. p g c m ) , * - l , 2 . | y | - - ^ S - . ^ - € C f t U > l B ) . 

причем в точках А я В они могут обращаться в бесконечность порядка ниже единицы. 
и(х, 0) = *(х)£С2п[0, 1], *{2п+1)(х)еС(0, 1)Л£(0, I). 

З.На переходной линии АВ удовлетворяется условие скле-
1НИЯ ивания 

1 1 

jssi'i'lsfH-ir.jbj,!^.- «4, 
где а>0. 
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4. ^ j ^ = «pft(p), £ = 1, 2, p - т о ч к а Tk, 7: (5) 

где <pft(p)— заданная функция вида 

? * ( Р ) = У ? К Р ) . ?;(р)€"с(г;). <б> 

5. *(/>' (0) = 0, ; = 0, 1, . . . , 2л - 1. . (7) 
В дальнейшем будем пользоваться обозначениями 

и (Л:, у) =.«*(*, у), в Qk, uk(x, 0)=tk(x), k = l, 2. 
Согласно [3, 4] любое решение уравнения (2) в области 2 t 

может быть представлено в виде 

^.,H.-irf-Jrf|»iP), (8, 
\dzdz I { z — г ) 

где z = х + iyu ух = 2|/")Г, / t (z) — голоморфная функция, ко­
торая определяется по ах с точностью- до полиномиального 
слагаемого. 

Для функции (8) имеют место соотношения [4, 5] 

ду 
^ (х) = ( - 1)" 2 (2л)! Re [lim/i*1 (г)], 0 < J C < 1 , (10) 

А = 0, 1,. . . , 2/г + 1. 
Получим представление для функции и2 (х, у). Прежде все­

го отметим, что в представлении (8) вместо z = x + iyx можно 
взять z = x — iyx: Это следует из возможности представления 
голоморфной функции fx (г) в виде fx (г) = g (z), где g (г) — не­
которая голоморфная функция z. Теперь, учитывая, что диф­
ференциальное уравнение для и2(х, у) при замене у на —у 
преобразуется в дифференциальное уравнение для ах (х, у), при­
ходим к следующему представлению для и2 (х, у) в области 22

: 

«.(«.„.(.--^(-^yiAfiLtSSL .(11) 
\dzdz J { z— z J 

где z = x + *y2, y2 == — 2 К— У > Л(*) — голоморфная функция. 
Как и в [4, 5], получим для и2(х, у) соотношения 

^ = 22«+1/г! R e / f ^ ) , - (12) 
ду" 

4 V ) = (-l)"2(2«)!Re[lim fik)(z)], 0 < J C < 1 , (13) 

А = 0,1,..., 2/г+ 1. 
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Обозначим через Dki bk соответственно образы области 2% 
и кривой Tk на плоскости (х, yk)y k = l, 2. Обе области Dx, D2 
можно, очевидно, рассматривать и на одной плоскости (х, /), 
где t = 2 sgn у |у|Т * НетРУДН0 видеть, что область D = D{ (J 
[}D2[]AB — образ области & на плоскости (х, /) —симметрична 
относительно оси абсцисс, а ^ — простые кривые Ляпунова, 
оканчивающиеся Малыми дугами окружности 

(*Ч) ' + <>=-!-
4 

Введем теперь в областях £)ъ А = 1, 2, гармонические функции 

Л ( * . t) = ( - 1)*"22л+1лЮе/£л) (г) = 5 ? <14> 

и получим для них краевую задачу, считая, что и (х, у) ~ ре­
шение задачи Dn. Из (14) получаем непосредственно 

(15) 

а учитывая 

Далее, i 

dpk (x,t) 
dt 

(10), (13) -

Pk(x,0) = 

аз (14) и (5) 

= Ы 2 -

= ( - Dw 

имеем 
(2л): 

= Ф*(в), 

1 L 

Н (-2л) (JC). (16 ) 

(17) 

где в — точка Ьк, фй(0) = <?k [p(9)J. Из (6) следует, что 
Ф*(в) = ^ ( в ) , ф!(«)6С(Т*). 

Найдем условия склеивания для функции pk(x, t) при^ = 0. 
Так какъ?п)(х)=$п)(х) = *.(2п) (х), то из (16) получаем 

Pi(x,0) = (-l)apt(x,0),0<x<l. (18) 
Из (4) и (15) получаем 

^ L ( £ i ^ . = ( _ 1 ) » a ^ i £ i O ) , 0 < x < l . (19) 
eft d* 

Таким образом, мы привели задачу Dn к следующей задаче. 
З а д а ч а D*. В областях Dk9 А = 1, 2, найти гармонические 

функции pk(x,t), удовлетворяющие условиям: 
1. Pk(x*t)£C(Dk). 

2ш-££, -Ж(1С(Ок1)АВ), причем в точках А и В они могут 
обращаться в бесконечность порядка ниже единицы, 
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3. pk(x,t) удовлетворяют граничным условиям (17) и усло­
виям склеивания (18), (19). 

Используя принцип максимального значения и свойство 
нормальной производной гармонической функции в граничной 
точке экстремума, убедимся с помощью обычных в таких слу­
чаях рассуждений, что задача Z)* не может иметь более одно­
го решения. 

Т е о р е м а е д и н с т в е н н о с т и з а д а ч и Dn. Задача Dn 

при yk (р) == 0, k = 1, 2, имеет единственное решение и (х, у ) ^ 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и(х, у) — решение указанной 

задачи. Тогда, очевидно, соответствующая ей задача D* имеет 
единственное решение pk{x, t) = 0 в Dk, k = \,2. Теперь из (14) 
получим Re /42л) (г) = О в Dk и, следовательно, /12 / г ) (г) == ck — 
— const в Dk, причем ck = — ck. 

Более того, учитывая, что ^in) (x) = ъ®п)(х), получим из (10) 
и (13), что сх=^с2 = с и 

fln){z)=c в Ък%с = - 7 . (20) 
Находя из (20) функции fk(z) так, чтобы при этом удовлетво­
рялись условия (7), и подставляя их в (8) и (11), убедимся, 
точно так же, как в [5,6], что uk(x, у) = 0 в &кшки(х, у) = 0 
в &. Теорема доказана. 

Приступим к решению задачи D*. 
Обозначим 

дРк{*'0) = *»(*). 0<х<\, ft = lf 2; (21) 
dt 

из (19) следует 
Ъ(*) = а-Ч-1)\(х)- (22) 

Считая в (21) функцию vk(x) временно известной, рассмотрим 
следующую задачу. 

З а д а ч а Ик (задача Хольмгрена). В области Dk найти гар­
моническую функцию pk(x,t) по граничным условиям (17), (21). 
Задачи Hk(k = l,2) будем решать методом функции Грина. Со­
гласно [7] функцию Грина задачи Н{ можно построить следу­
ющим образом. Пусть функция 7 = о>(С) конформно отобража­
ет область 2 на круг |2? —-1|<1, причем так, что отрезок АВ 
преобразуется в себя и о>(0)=0, о> (1) = 1. Тогда функция Гри­
на задачи Нх для области 2 t имеет вид 

0 ( * , « = ОоИ*>. со (С)], (23) 
z=-x + it, C = 5 + i*lf г, С£21э 

где 

Go (*, С) - ~ - In 
2п 

(С + г — 2С *)(С + < —2С*) 
(С-* ) ( С - г ) 

(24) 
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Нетрудно убедиться, что выражения (23), (24) определяют так­
же и функцию Грина задачи Я2 для области 22, если только 
считать в них г, С£22. 

Обычным образом, исходя из интегрального представления 
гармонических функций, получим решение задач Нк в виде 

Л (*, t) = , ( - 1)* J О (г, \)Ч (?) Л + Wk (л:, *). C25) 
о 
А = Д, 2 , 

где ЧГ* (х, t) = - J - ^ | ^ фЛ (С) Л , 

л —внешняя нормаль, s— дуга. 
Из (25) имеем 

Л(л,0) = ( -1 )*}о(х ,?К(1)Л + ЧГА(х,о), 4 = 1,2. (26). 
о 

Следуя [7], положим в (26) 
jc = X(a), Е = Х(Р), ' (27) 

где X (?) — функция, обратная к ш (С). Тогда, обозначая 
Ян («) = А [Ь («), 0], ^ (а) = Ч [X (а)], (28) 

Ъ («О =¥*[*(«), 0], 

получим с учетом (23), (24) 

^ О») = ^ J ш ^ - " р Г * ft» © Х' (Р) rfP + ^ <а> • <29> 
0 < 

0<а<1 , Л = 1,2, 
причем, согласно [6]/^ * (а) £ # [0, 1]. 

Из (18) с учетом (28) имеем 
?1(*) = (-1)Ъ(«). (3°) 

Из (29), (30) и (22) следует уравнение 

iP l ni^±lz^».P l (p )x'(p)dp = ^(e), (31) 
« J la —PI 

0 
0 < a < l , 

где / » = _£L [F, (a) - ( - l ) " ^ (a)]. 
л + 1 
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Дифференцируя (31), получим уравнение 

-ЧЬг-+ 1~2*}*Л№'№^ = Р'М> (32) 
« J L P — а а + р — ^аР J 

0<а<1 , 
где 
Применяя к уравнению (32) формулу обращения из [8], получим 

1 

H'ta) = _ L Г Г _ 1 _ + * - 2 Р 1 F> (p) rfp. (33) 

Из (33) следует, что ^ (а )£Я(0 , 1) И 

|l*i (a)|<const 1 a In-
1 

* Теперь с помощью (28) найдем функцию чх(х) в виде 

Так как о(JC)^Я[0,1], ш(0) = 0, <о(1) = 1, то v1 (*)£Я(0, 1) ш 

|vj (jc)|<const In-
1 — X 

Из (22) находим функцию ч2(х) с теми же свойствами. 
Подставляя^ (х) в (25) и учитывая (14), найдем функции! 

Ref{kn)(z)£C (Dk), а по ним-функции / f ) (г)£С(Dk) и, нако­
нец, функции fk(z) £ C(Dk). При этом в силу теоремы единст­
венности задачи Dn мы можем в выражении для / ^ (z) брать 
любое значение для чисто мнимого постоянного слагаемого,/ 
а функцию fk(z) можем взять в виде 

г 

fu (г) = -1— [ (г - ф-1 Пп) (С)'Л. (35> (2/2—1)! J 
L 0 

Подставляя (35) в (8) и (11), получим решение задачи Dn 

в областях Qlf 22; нетрудно убедиться, что оно удовлетворяет 
всем условиям задачи. 

З а м е ч а н и е . С помощью замены переменных (3) нетрудно 
сформулировать теперь корректную краевую задачу для урав­
нения (1) при с = — 2я, л = 1, 2, ..., и получить ее явное 
решение. 
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