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representation of the generalized Bessel potential by means of a
Poisson kernel of the general form.

Dzhabrailov A. L.

Abstract. The article considers a generalization of the Poisson kernel, which in potential
theory is an integral kernel used to simply represent the generalized Bessel potential as a one-
dimensional integral and studies its properties. The concept of a common Poisson kernel is
introduced. Further, it is shown that the generalized Bessel potential of a function integrable in
the p-th degree with a power weight can be represented by an integral of a very simple form,
using a Poisson kernel. Also in this paper, Young’s inequality for B-convolutional operators in
spaces Bα

γ is proved and some applications using the Laplace-Bessel differential operator are
given. Generalized Poisson kernels find application in control theory and electrostatics problems.

Keywords: generalized Poisson kernel, Hankel transformation, generalized Bessel potential.

Введение

В стат󰑭е рассматриваетс󰑱 многомерный оператор дробного интегрировани󰑱, ко-
торый представл󰑱ет собой дробну󰑧 степен󰑭 оператора (I − ∆γ)

−α/2, α > 0, где I 󰯹
единичный оператор и ∆γ 󰯹 оператор Лапласа–Бессел󰑱 вида

∆γ = (△γ)x =
n󰁛

k=1

(Bγk)xk
, (1)

где Bγ 󰯹 сингул󰑱рный дифференциал󰑭ный оператор Бессел󰑱 (см. [1, стр. 5]):

(Bγ)t =
∂2

∂t2
+

γ

t

∂

∂t
=

1

tγ
∂

∂t
tγ

∂

∂t
, t > 0, γ ∈ R. (2)

Дробна󰑱 степен󰑭 (I−∆γ)
−α/2 при помощи преобра󰑬овани󰑱 Ханкел󰑱 сводитс󰑱 к умно-

󰑨ени󰑧 на степен󰑭 (1+ |x|2)−α/2. А именно, дробна󰑱 степен󰑭 (I −∆γ)
−α/2 реали󰑬уетс󰑱

как обобщенна󰑱 свертка прообра󰑬а преобра󰑬овани󰑱 Ханкел󰑱 функции (1+|x|2)−α/2 и
1Работа выполнена при поддер󰑨ке Минобрнауки РФ по гос.󰑬адани󰑧 FEGS-2020-0001.
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некоторой функции. Таку󰑧 свертка мы будем на󰑬ыват󰑭 обобщенным потенциалом
Бессел󰑱.

Классический потенциал Бессел󰑱, реали󰑬у󰑧щий дробные степени оператора
(I−∆)−

α
2 , где ∆ 󰯹 оператор Лапласа широко и󰑬учен. Такой потенциал по󰑱вилс󰑱 в ра-

ботах Н. Ароншайна и К. Т. Смита [2] и А. П. Кал󰑭дерона [3] в 1961 г. В [4] классиче-
ский потенциал Бессел󰑱 испол󰑭󰑬ован дл󰑱 того, чтобы охарактери󰑬оват󰑭 класс Като.
Ре󰑬ул󰑭таты о пространстве бесселевых потенциалов были получены И. Стейном [5]
дл󰑱 случа󰑱 0 < α < 2 и И. П. Ли󰑬оркиным [6] в общем случае. Обращение потенциа-
лов Бессел󰑱 с помощ󰑭󰑧 гиперсингул󰑱рных интегралов было дано В. А. Ногиным [7–
9] в 1981–85 гг. М. Л. Гол󰑭дманом в [10–12] получены оптимал󰑭ные вло󰑨ени󰑱 про-
странств потенциалов типа Бессел󰑱. Пространство обобщенных потенциалов Бессел󰑱
Bα

γ , построенного с испол󰑭󰑬ованием преобра󰑬овани󰑱 Ханкел󰑱 было впервые введе-
но Л. Н. Л󰑱ховым и М. В. Половинкиной в [13] с испол󰑭󰑬ованием подхода Стейна–
Ли󰑬оркина. В [13] введенные ранее Л. Н. Л󰑱ховым в [14, 15] B-гиперсингул󰑱рные
интегралы и B-потенциалы Рисса были применены дл󰑱 построени󰑱 нормы в Bα

γ .
В. С. Гулиев, 󰑪. В. Сафаров в [16] и󰑬учали потенциал Бессел󰑱, поро󰑨денный диффе-
ренциал󰑭ными операторами Бессел󰑱. В [16] дока󰑬ана ограниченност󰑭 в весовом про-
странстве Лебега такого потенциала и получены теоремы вло󰑨ени󰑱 в пространствах
Bk,n-Соболева–Лиувилл󰑱. В [17] потенциалы Бессел󰑱 охарактери󰑬ованы в терминах
пространств B-Ли󰑬оркина–Трибел󰑱. Так󰑨е в этой стат󰑭е дока󰑬ано неравенство 󰑰н-
га дл󰑱 B-сверточных операторов в пространствах Bα

γ и даны некоторые прило󰑨ени󰑱,
испол󰑭󰑬у󰑧щие дифференциал󰑭ный оператор Лапласа–Бессел󰑱.

1. Основные определени󰑱 и утвер󰑨дени󰑱

Пуст󰑭 Rn 󰯹 n-мерное евклидово пространство,

Rn
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1>0, . . . , xn>0},

R n
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1≥0, . . . , xn≥0},

γ=(γ1, . . ., γn) 󰯹 мул󰑭тииндекс, составленный и󰑬 поло󰑨ител󰑭ных фиксированных ве-
щественных чисел γi ≥ 0, i=1, . . ., n и |γ|=γ1+. . .+γn.

Пуст󰑭 Ω 󰯹 конечное открытое мно󰑨ество в Rn, симметричное относител󰑭но
ка󰑨дой гиперплоскости xi=0, i = 1, . . . , n, Ω+ = Ω ∩ Rn

+ и Ω+ = Ω ∩ Rn
+, где

R n
+={x=(x1, . . . , xn)∈Rn, x1≥0, . . . , xn≥0}.

Класс C0
ev(Ω+) состоит и󰑬 непрерывных на Ω+ функций, продол󰑨аемых непре-

рывно четным обра󰑬ом на Ω при xi < 0, i = 1, . . . , 0.
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Пуст󰑭 Lγ
p(Rn

+) = Lγ
p , 1≤p<∞ 󰯹 пространство всех и󰑬меримых на Rn

+ функций,
четных по ка󰑨дой и󰑬 переменных xi, i = 1, . . . , n, таких, что

󰁝

Rn
+

|f(x)|pxγdx < ∞,

где 󰑬дес󰑭 и далее

xγ =
n󰁜

i=1

xγi
i .

Дл󰑱 вещественных чисел p ≥ 1 норма в Lγ
p функции f определ󰑱етс󰑱 равенством

||f ||Lγ
p(Rn

+) = ||f ||p,γ =

󰀕 󰁝

Rn
+

|f(x)|pxγdx

󰀖1/p

.

И󰑬вестно (см. [1]), что Lγ
p 󰯹 банахово пространство.

Нормированна󰑱 функци󰑱 Бессел󰑱 первого рода jν определ󰑱етс󰑱 формулой (см. [1,
стр. 10] и [18])

jν(x) =
2νΓ(ν + 1)

xν
Jν(x), (3)

где Jν 󰯹 функци󰑱 Бессел󰑱 первого рода.
Дл󰑱 x ∈ Rn мы будем испол󰑭󰑬оват󰑭 обо󰑬начение

jγ(x, ξ) =
n󰁜

i=1

j γi−1

2
(xiξi), jγ(0, ξ) = 1. (4)

Многомерное преобра󰑬ование Ханкел󰑱 функции f∈Lγ
1(Rn

+) выра󰑨аетс󰑱 как

Fγ[f ](ξ) = Fγ[f(x)](ξ) = 󰁥f(ξ) =
󰁝

Rn
+

f(x) jγ(x, ξ)x
γdx.

Пуст󰑭 f∈Lγ
1(R+) и представл󰑱ет собой функци󰑧 ограниченной вариации в окрестно-

сти точки x непрерывности f . Тогда дл󰑱 γ > 0 формула обращени󰑱 имеет вид

F−1
γ [ 󰁥f(ξ)](x) = f(x) =

2n−|γ|

n󰁔
j=1

Γ2
󰀓

γj+1

2

󰀔
󰁝

Rn
+

jγ(x, ξ) 󰁥f(ξ)ξγ dξ.

Част󰑭 шара |x| ≤ r, |x| =
󰁳

x2
1 + . . .+ x2

n, принадле󰑨аща󰑱 Rn
+, обо󰑬начаетс󰑱

B+
r (n). Граница B+

r (n) обо󰑬начаетс󰑱 S+
r (n) и состоит и󰑬 части сферы {x ∈ Rn

+ : |x|=r}
и частей координатных гиперплоскостей xi=0, i=1, . . ., n, таких что |xi| ≤ r.
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Многомерный обобщенный сдвиг определ󰑱етс󰑱 равенством

(γTy
xf)(x) =

γTy
xf(x) = ( γ1T y1

x1
. . . γnT yn

xn
f)(x), (5)

где ка󰑨дый одномерный обобщенный сдвиг γiT yi
xi

дл󰑱 i=1, . . ., n действует по формуле
(см. [18])

( γiT yi
xi
f)(x)=

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄
√
πΓ

󰀃
γi
2

󰀄

×
π󰁝

0

f(x1, . . . , xi−1,
󰁴

x2
i + y2i − 2xiyi cosϕi, xi+1, . . . , xn) sinγi−1 ϕi dϕi, γi > 0.

Дл󰑱 γi = 0 обобщенный сдвиг γiT yi
xi

имеет вид

0T yi
xi

=
f(x+ y)− f(x− y)

2
.

Справедлива формула (см. [19])
γTy

x jγ(x, ξ) = jγ(x, ξ)jγ(y, ξ). (6)

Обобщенна󰑱 свертка, поро󰑨денна󰑱 γTy
x имеет вид

(f ∗ g)γ(x) = (f ∗ g)γ =

󰁝

Rn
+

f(y)(γTy
xg)(x)y

γ dy. (7)

Преобра󰑬ование Ханкел󰑱, действу󰑧щее на обобщенну󰑧 свертку (7) дает

Fγ[(f ∗ g)γ(x)](ξ) = Fγ[f(x)](ξ)Fγ[g(x)](ξ). (8)

2. Свойства общего 󰑱дра Пуассона

В этом ра󰑬деле рассмотрим общее 󰑱дро Пуассона. В теории потенциалов, 󰑱д-
ро Пуассона 󰯹 это интеграл󰑭ное 󰑱дро, испол󰑭󰑬уемое дл󰑱 простого представлени󰑱
обобщенного потенциал Бессел󰑱 в виде одномерного интеграла. Обобщенные 󰑱дра
Пуассона наход󰑱т применение в теории управлени󰑱 и 󰑬адачах электростатики.

Определение 1. Функци󰑧

Pγ(x, δ) =
2nΓ

󰀓
n+|γ|+1

2

󰀔

√
π

n󰁔
j=1

Γ
󰀓

γj+1

2

󰀔 δ (δ2 + |x|2)−
n+|γ|+1

2 , δ > 0. (9)

будем на󰑬ыват󰑭 общим 󰑱дром Пуассона.

Дока󰑨ем сначала вспомогател󰑭ну󰑧 лемму.
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Лемма 1. Преобра󰑬ование Ханкел󰑱 e−δ|x| имеет вид

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

2|γ|δ
n󰁔

i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄
Γ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔

√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

. (10)

Дока󰑬ател󰑭ство.

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

󰁝

Rn
+

e−δ|x| jγ(x; ξ)x
γdx = {x = ρσ} =

∞󰁝

0

e−δρρn+|γ|−1dρ

󰁝

S+
1 (n)

jγ(ρσ; ξ)σ
γdS.

Примен󰑱󰑱 формулу вида (см. [23])

󰁝

S+
1 (n)

jγ(rθ, ξ)θ
γ dS =

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2n−1Γ
󰀓

n+|γ|
2

󰀔 jn+|γ|
2

−1
(r|ξ|), (11)

получим

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2n−1Γ
󰀓

n+|γ|
2

󰀔
∞󰁝

0

e−δρjn+|γ|
2

−1
(ρ|ξ|)ρn+|γ|−1dρ =

=

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2
n−|γ|

2 |ξ|
n+|γ|

2
−1

∞󰁝

0

e−δρJn+|γ|
2

−1
(ρ|ξ|)ρ

n+|γ|
2 dρ.

Примен󰑱󰑱 формулу 2.12.8.4 и󰑬 [22, стр. 164] вида
∞󰁝

0

xν+2e−pxJν(cx)dx =
2p(2c)νΓ

󰀃
ν + 3

2

󰀄
√
π(p2 + c2)ν+

3
2

, Re ν > −1,

будем имет󰑭
∞󰁝

0

e−δρJn+|γ|
2

−1
(ρ|ξ|)ρ

n+|γ|
2 dρ =

2δ(2|ξ|)
n+|γ|

2
−1Γ

󰀓
n+|γ|+1

2

󰀔

√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

и, следовател󰑭но,

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2
n−|γ|

2 |ξ|
n+|γ|

2
−1

2δ(2|ξ|)
n+|γ|

2
−1Γ

󰀓
n+|γ|+1

2

󰀔

√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

=

2|γ|δ
n󰁔

i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄
Γ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔

√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

.

□
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Приведем формулу 󰯺интеграла по сфере от весовой плоской волны󰯻, и󰑬 [23]

󰁝

S+
1 (n)

Pγ
ξ f(〈ξ, x〉)xγdωx =

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

√
π2n−1Γ

󰀓
|γ|+n−1

2

󰀔
1󰁝

−1

f(|ξ|p)(1− p2)
n+|γ|−3

2 dp, (12)

где f(t)(1−t2)
n+|γ|−3

2 ∈L1(−1, 1).

Дл󰑱 Pγ(x, δ) справедливы следу󰑧щие свойства.

Лемма 2. Функци󰑱 Pγ(x, δ) обладает свойствами

1. Fγ[Pγ(x, δ)](ξ) = e−δ|ξ|,

2.
󰁕

Rn
+

Pγ(x, δ)x
γdx =

󰁕

Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx = 1,

3. Pγ(x, δ) ∈ Lγ
p , 1 ≤ p ≤ ∞.

Дока󰑬ател󰑭ство. 1. И󰑬 леммы 1 имеем

F−1
γ [e−δ|x|](ξ) =

2n−|γ|

n󰁔
j=1

Γ2
󰀓

γj+1

2

󰀔Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

2n−|γ|

n󰁔
j=1

Γ2
󰀓

γj+1

2

󰀔
2|γ|δ

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄
Γ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔

√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

=

=
2nδΓ

󰀓
n+|γ|+1

2

󰀔

√
π

n󰁔
j=1

Γ
󰀓

γj+1

2

󰀔
1

(δ2 + |ξ|2)
n+|γ|+1

2

= Pγ(x, δ).

Откуда и следует Fγ[Pγ(x, δ)](ξ) = e−δ|ξ|.
2. Рассмотрим

󰁕

Rn
+

Pγ(x, δ)x
γdx. Имеем

󰁝

Rn
+

Pγ(x, δ)x
γdx =

2nδΓ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔

√
π

n󰁔
j=1

Γ
󰀓

γj+1

2

󰀔
󰁝

Rn
+

xγ dx

(δ2 + |x|2)
n+|γ|+1

2

= {x = δy} =

=
2nΓ

󰀓
n+|γ|+1

2

󰀔

√
π

n󰁔
j=1

Γ
󰀓

γj+1

2

󰀔
󰁝

Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

=

󰁝

Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx.

Пока󰑨ем тепер󰑭, что
󰁕

Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx = 1. Имеем

󰁝

Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

= {y = ρσ} =

∞󰁝

0

ρn+|γ|−1 dρ

(1 + ρ2)
n+|γ|+1

2

󰁝

S+
1 (n)

σγ dS.
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Интеграл по S+
1 (n) находитс󰑱 по формуле (см. [23])

󰁝

S+
1 (n)

σγdS =

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2n−1Γ
󰀓

n+|γ|
2

󰀔 , (13)

тогда

󰁝

Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

= {y = ρσ} =

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2n−1Γ
󰀓

n+|γ|
2

󰀔
∞󰁝

0

ρn+|γ|−1 dρ

(1 + ρ2)
n+|γ|+1

2

= {ρ2 = r} =

=

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2nΓ
󰀓

n+|γ|
2

󰀔
∞󰁝

0

r
n+|γ|

2
−1

(1 + r)
n+|γ|+1

2

dr.

Испол󰑭󰑬у󰑱 формулу 2.2.5.24 и󰑬 [21, стр. 239] вида
∞󰁝

0

xα−1

(x+ z)β
dx = zα−βB(α, β − α), 0 < Reα < Re β,

получим

2

∞󰁝

0

ρn+|γ|−1 dρ

(1 + ρ2)
n+|γ|+1

2

=

∞󰁝

0

r
n+|γ|

2
−1

(1 + r)
n+|γ|+1

2

dr =

√
πΓ

󰀓
n+|γ|

2

󰀔

Γ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔 (14)

и
󰁝

Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

=

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2nΓ
󰀓

n+|γ|
2

󰀔
√
πΓ

󰀓
n+|γ|

2

󰀔

Γ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔 =

√
π

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2nΓ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔 .

Наконец,
󰁝

Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx =

2nΓ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔

√
π

n󰁔
j=1

Γ
󰀓

γj+1

2

󰀔
󰁝

Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

=

=
2nΓ

󰀓
n+|γ|+1

2

󰀔

√
π

n󰁔
j=1

Γ
󰀓

γj+1

2

󰀔

√
π

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2nΓ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔 = 1.

3. Дока󰑨ем, наконец, что Pγ(x, δ) ∈ Lγ
p , 1 ≤ p ≤ ∞. Имеем

󰁝

Rn
+

xγdx

(δ2 + |x|2)p
n+|γ|+1

2

= δ(n+|γ|)(1−p)−p

󰁝

Rn
+

xγdx

(|x|2 + 1)p
n+|γ|+1

2

=
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= {x = ρσ, |x| = ρ} = δ(n+|γ|)(1−p)−p

∞󰁝

0

ρn+|γ|−1dρ

(ρ2 + 1)p
n+|γ|+1

2

󰁝

S+
1 (n)

σγdS.

Испол󰑭󰑬у󰑱 (13) и (14), при 1 ≤ p < ∞, получим

||Pγ(x, δ)||p,γ =

󰀳

󰁅󰁅󰁃δ(n+|γ|)(1−p)−p

√
πΓ

󰀓
n+|γ|

2

󰀔

2Γ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2n−1Γ
󰀓

n+|γ|
2

󰀔

󰀴

󰁆󰁆󰁄

1
p

=

=

󰀳

󰁅󰁅󰁃δ(n+|γ|)(1−p)−p

√
π

n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

2nΓ
󰀓

n+|γ|+1
2

󰀔

󰀴

󰁆󰁆󰁄

1
p

< ∞.

При p = ∞ неравенство ||Pγ(x, δ)||∞,γ < ∞ получаем, испол󰑭󰑬у󰑱 предел󰑭ный переход.
□

Сформулируем и дока󰑨ем лемму о стремлении обобщенной свертки функции с
󰑱дром Пуассона к функции в Lγ

p .
Введем обо󰑬начение

(Pγ,δf)(x) = (f(x) ∗ Pγ(x, δ))γ. (15)

Лемма 3. Если f ∈ Lγ
p , 1 ≤ p ≤ ∞ или f ∈ C0 ⊂ Lγ

∞, то

||(Pγ,δf)(x)− f(x)||p,γ → 0 при δ → 0.

Дока󰑬ател󰑭ство. Учитыва󰑱 свойство 2 и󰑬 леммы 2, 󰑬апишем

(f(x) ∗ Pγ(x, δ))γ − f(x) =

󰁝

Rn
+

[ γTy
xf(x)− f(y)]Pγ(y, δ)y

γdy.

Отс󰑧да, примен󰑱󰑱 обобщенное неравенство Минковского, имеем

||(f(x) ∗ Pγ(x, δ))γ − f(x)||p,γ ≤

≤
󰁝

Rn
+

󰀳

󰁅󰁃
󰁝

Rn
+

[ γTy
xf(x)− f(x)]pxγdx

󰀴

󰁆󰁄

1
p

|Pγ(y, δ)|yγdy = {y = δt} =

=

󰁝

Rn
+

󰀳

󰁅󰁃
󰁝

Rn
+

[ γTδt
x f(x)− f(x)]pxγdx

󰀴

󰁆󰁄

1
p

|Pγ(t, 1)|tγdt. (16)
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И󰑬 [24] (см. лемму 3.6 на стр. 166) следует, что дл󰑱 f ∈ Lγ
p

|| γTδt
x f(x)− f(x)||p,γ ≤ c||f(x)||p,γ,

а и󰑬 [25] (см. предло󰑨ение 4.1, стр. 182) и [? , стр. 50] следует, что

lim
δ→0

󰀳

󰁅󰁃
󰁝

Rn
+

[ γTδt
x f(x)− f(x)]pxγdx

󰀴

󰁆󰁄

1
p

= 0.

Тогда по теореме Лебега о ма󰑨орируемой сходимости интеграл (16) стремитс󰑱 к
нул󰑧 при δ → 0, так как подинтеграл󰑭на󰑱 функци󰑱 ма󰑨орируетс󰑱 интегрируемой
функцией c||f ||p,γ|Pγ(t, 1)|tγ.

□

3. Определение обобщенного потенциала Бессел󰑱 и его
представление чере󰑬 обобщенный интеграл Пуассона

Определим обобщенный потенциал Бессел󰑱 соотношением

(Gα
γϕ)(x) =

2
n−|γ|−α

2
+1

Γ
󰀃
α
2

󰀄 n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

󰁝

Rn
+

|y|
α−n−|γ|

2 Kn+|γ|−α
2

(|y|)( γTy
xϕ(x))y

γdy. (17)

Так󰑨е мо󰑨ем 󰑬аписат󰑭

(Gα
γϕ)(x) = (Gγ

α(x) ∗ ϕ(x))γ =

󰁝

Rn
+

Gγ
α(y)(

γTy
xϕ(x))y

γdy, (18)

где Gγ
α(x) =

2
n−|γ|−α

2 +1

|x|
n+|γ|−α

2 Γ(α
2 )

n󰁔
i=1

Γ( γi+1

2 )
Kn+|γ|−α

2

(|x|) 󰯹 обобщенное 󰑱дро Бессел󰑱. Функци󰑱

Kα(x) 󰯹 это модифицированна󰑱 функци󰑱 Бессел󰑱 второго рода (см. [? ? ]).
Дл󰑱 обобщенного 󰑱дра Бессел󰑱 справедливы свойства [20]

(1) преобра󰑬ование Ханкел󰑱 󰑱дра Gγ
α(x) имеет вид Fγ[G

γ
α](ξ) = (1 + |ξ|2)−α/2,

(2) Gγ
α(x) бесконечно дифференцируема вне начала координат,

(3) дл󰑱 |x| → 0 функци󰑱 Gγ
α(x) допускает оценку

Gγ
α(x) ∼

2n−|γ|

Γ
󰀃
α
2

󰀄 n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

Γ(n+|γ|−α
2 )

2α−|γ| |x|α−n−|γ|, if 0 < α < n+ |γ|;
−21−n

󰀓
ln
󰀓

|x|
2

󰀔
+ ϑ

󰀔
, if α = n+ |γ|;

Γ(α−n−|γ|
2 )

2n
, if n+ |γ| < α.

(19)
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(4) дл󰑱 |x| → ∞ функци󰑱 Gγ
α(x) допускает оценку

Gγ
α(x) ∼

√
π2

n−|γ|−α+1
2

|x|
n+|γ|−α+1

2 Γ
󰀃
α
2

󰀄 n󰁔
i=1

Γ
󰀃
γi+1
2

󰀄 e
−|x|,

(5) Gγ
α(x) ∈ Lγ

1(Rn
+),

(6) (Gγ
α ∗Gγ

β)γ = Gγ
α+β, α > 0, β > 0, где(Gγ

α ∗Gγ
β)γ 󰯹 обобщенна󰑱 свертка (7),

(7) (I −∆γ)
kGγ

α+2k = Gγ
α, k ∈ N,

(8)
󰁕

Rn
+

Gγ
α(x)x

γdx = 1.

И󰑬 этих свойств следует, что дл󰑱 функции ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+), 1 ≤ p ≤ ∞ оператор Gα
γ

ограничен и
||Gα

γϕ||p,γ ≤ ||ϕ||p,γ, α > 0.

Кроме того, справедливы следу󰑧щие основные свойства обобщенного потенциала
Бессел󰑱

(1) полугрупповое свойство Gα
γG

β
γϕ = Gα+β

γ ϕ, ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+),
(2) (I −∆γ)

kGα+2k
γ ϕ = Gα

γϕ, k ∈ N, ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+),
(3) G0

γϕ = ϕ, ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+).

Следовател󰑭но, при α = k ∈ N оператор Gα
γ мо󰑨но рассматриват󰑭 как конструк-

тивну󰑧 реали󰑬аци󰑧 отрицател󰑭ной степени итерированного оператора (I −∆γ)
k.

Тепер󰑭 обратимс󰑱 к соотношени󰑧 ме󰑨ду обобщенным потенциалом Бессел󰑱 и
одномерным интегралом с 󰑱дром Пуассона. Пуст󰑭 t > 0. Рассмотрим интеграл вида

(Pγ
t ϕ)(x) =

󰁝

Rn
+

Pγ(y, t)(
γTy

xϕ(x))y
γdy. (20)

󰑪дес󰑭 Pγ(y, t) 󰑱дро (9). Интеграл (20) будем на󰑬ыват󰑭 обобщенный интеграл Пуассо-
на.

Теорема 1. Пуст󰑭 ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < α < 2(n+ |γ|+ 1). Тогда

(Gα
γϕ)(x) =

2
1−α
2

Γ
󰀃
α
2

󰀄
∞󰁝

0

t
α−1
2 Jα−1

2
(t)(Pγ

t ϕ)(x)dt, (21)

где Pγ
t 󰯹 обобщенный интеграл Пуассона (20).

Дока󰑬ател󰑭ство. Испол󰑭󰑬у󰑱 формулу 2.12.4.28 и󰑬 [22] вида
∞󰁝

0

ρν+1(ρ2 + 1)−µ Jν(aρ)dρ =
1

Γ(µ)

󰀓a
2

󰀔µ−1

Kν−µ+1(a),
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a > 0, −1 < Re ν < 2Reµ− 1

2
,

мы получаем следу󰑧щее представление 󰑱дра Gγ
α(x) дл󰑱 ν=α−1

2
, µ = n+|γ|+1

2
,

0 < α < 2(n+ |γ|+ 1)

Gγ
α(x) =

2
1−α
2

Γ
󰀃
α
2

󰀄
∞󰁝

0

t
α+1
2 Jα−1

2
(t)Pγ(x, t)dt.

Следовател󰑭но, получим

(Gα
γϕ)(x) =

2
1−α
2

Γ
󰀃
α
2

󰀄
󰁝

Rn
+

( γTy
xϕ(x))y

γdy

∞󰁝

0

t
α+1
2 Jα−1

2
(t)Pγ(y, t)dt.

Тепер󰑭, мен󰑱󰑱 пор󰑱док интегрировани󰑱 в правой части последнего равенства и учи-
тыва󰑱 (20), получаем (21). □
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