
А. Л. КУЗЬМИНА 

О ЗАМКНУТОСТИ СИСТЕМЫ 
илМГ=1 B Z , 2 ( [ T I , I ] ) 

Пусть U l̂ifcLi — система степеней с неотрицательными 
целыми показателями nk, uk<ink+u £=1 ,2 , . . . 

Известно, что система U"*}£Li замкнута в Z,2([0, 1]) тогда 
и только тогда, когда 

S—= + ̂  а) 
(см. [1], с. 329, теорема Мюнца). 

Каковы условия замкнутости системы \х *}*U в Z,2([—1,1])? 
Если система {;сй*}/м замкнута в Z,2([—1, 1})* то она долж-

на содержать как четные степени х , я*< я*+ь # = 1* 2,. . . , 
nk " " 1 л ел 

так и нечетные степени х , #*<#*+ь я = 1, 2,. . . , так как 
в противном случае некоторая подсистема i& многочленов 
Лежандра была бы замкнута в Z,2([—1, 1]). 

Установим условия замкнутости системы \х , х )k=i в 

Теорема . Система {х , л: }£=i замкнута в /,2([—1, 1]) 
тогда и только тогда, когда каждая из систем \х }*U д 

[х }*Ц замкнута в £2([о, 1]). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность. 
Пусть условие выполнено и f(x)£'L2([—l, 1]). 
Очевидно, 

f(x)^fx{x)+f2(x), ' 
где 

Mx)=.m±p=*L 
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четная и 
f(x)-f(-x) 

z 
нечетная функции. 

Поскольку системы \х }£L=i и {х }*li замкнуты в/,2([0,1]), 
то для каждого е, г > 0 найдется ' такой многочлен Р(х) из 
степеней х *, что 

1 

[[fl(x)-P(x)fdx<e-, 

и такой многочлен Q (х) из степеней х , что 

f [AW~QW] 2 ^<~. 
с/ 8 

Так как функции \fx (х) — Р(х)]2 и [/2(*) — Q(*)]2 являются 
четными функциями, то 

J f / i W - ^ W ] 2 ^ < 
-1 

1 

Отсюда следует, что 

<j[f(x)-P(xj-Q(x)\2dx<B, 
/ п 

т. е. система ,{Л: , х }£Ц замкнута в £2([—1*. 1.]),,.... 

Необходимость. Пусть система U , х }*Li замкнута в 
4 . (1-1 , 1]). 

Если 0ы система {х }£Li (аналогично для системы U}^=i) 
была незамкнутой и, значит, неполной в 12([0, 1]), то наш­
лась бы такая функция g (х), g (х) ф 0, g (х) £ 12 ([0, 1]), что 

/, fife 

j x £(*)<£* = О, Л = 1,2,.., 
о 

Тогда функция f{x) = g(x), 0<х<1,/(-х)=/(х),/(х)щк0, 
f(x) ^/.j([—!» 1]) такова, что 
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1 nk J x f(x)dx = 0, A—1,2,. 

что невозможно, ибо система {х , х }£Li замкнута в L2{[—1,1]). 
Теорема доказана. 
Очевидно, что система U , л: IALI замкнута в L2([—1, 1]) 

тогда и только тогда, когда 

Точно также доказывается 
/ тг 

г Pk ?k loo 

Теорема . Система \\х\ , \х\ sgnx\k=*\c произвольны­
ми показателями pk, pk> , и pi, Pk > — — замкнута в 
L2([—l, 1]) тогда и только тогда, когда каждая из систем 
{х }̂ =i a U )Г=1 замкнута в Z,2([0, ID-

Условия замкнутости системы степеней {.xr̂ l&Li с произ­
вольными показателями pk, pk> — — в Z,2([0, 1]) известны (см. 
II], с. 670). 

В заключение отметим, что условие (2) является необхо-
димым и достаточным условием замкнутости системы \х , 
хПн)м в Z2([a, ft]), а < 0 , * > 0 . 
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