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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И И 

№ 7 (122) МАТЕМАТИКА 

УДК 517.518 

Р. Л. Долганов 

ЧЕБЫШЕВСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ АСИМПТОТИЧЕСКИ 
ВЫПУКЛЫМИ СЕМЕЙСТВАМИ ФУНКЦИЙ 

§ 1. Определения и основные результаты 

Асимптотически выпуклые множества и отображения в теории 
наилучших чебышевских приближений были введены Г. Майнардусом 
и Д. Шведтом [5]. В. Крабе [4] исследовал некоторые свойства таких 
отображений и указал условия, эквивалентные асимптотической 
выпуклости, а Б. Брозовски [1] дал критерий однозначности элемента 
наилучшего приближения, достаточность которого показана также 
в [5]. В настоящей работе (теорема 1> решается вопрос о размер­
ности множества элементов наилучшего приближения, когда такое 
приближение не единственно. Из этой теоремы как частный случай 
следует критерий однозначности (теорема 2). 

Пусть C(Q) означает пространство непрерывных функций, опре­
деленных на бикомпакте Q, с нормой 

I / ] | = m a x | / ( x ) | , / £ C ( Q ) , 

и А — непустое открытое подмножество ft-мерного пространства Рк 

векторов у = ( T J , ... , tk). Пространства C(Q) и Pk предполагаются 
одновременно вещественными или комплексными. Пусть отображет 
ние v:A—»C(Q) соотносит каждому г £ Л некоторую функцию 
г)[у] = ^(у 5 х). Обозначим V = ^1 (А) = \v[y])^A. 

Отображение v предполагаем взаимно однозначным и дифферен­
цируемым по параметру т, причем частные производные 

v(i, х),... , — г»(т, х) (1) 

непрерывны в каждой точке (т, x)£AxQ. 
Пусть TO = (TOI>--- > ТОЙ) — заданный вектор. Сопоставим ему ли­

нейное пространство W(-[0), натянутое на функции (1), соответствую­
щие выбранному значению т0- Его линейная размерность d(-(0), оче-

- видно, не превосходит k. Тогда каждому вектору у £ Р Й в пространстве 
W(YO) соответствует функция F{y0, х; 8) вида 

k • . • 
/ Ч т о , х; 5) = V s / v(lQ, х), § = т - Т о . 

О п р е д е л е н и е [5]. Множество V (а также отображение г>) 
называется асимптотически выпуклым, если для каждой пары пара­
метров т0, т из А и каждого вещественного t^[0, 1] существует 
третий параметр t(t)^A и вещественная непрерывная на Q X [О, 1J 
3* 
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функция g^(x, 0 = £ ( Т о . Т, х, () такая, что: 1. g.((x, 0) > 0 на Q; 
•2- 1 (1 - tg) v [То] + ^ [у] - г» [у </)] I = о {t) при * - 0. 

Все дальнейшие рассуждения ведутся в предположении, что 
множество AczPk выпукло и для каждой пары векторов у 0 , т из А 
функция у ( 0 есть их выпуклая комбинация: у (t) = (1 — t) у 0 + ^у, 
<t'[0> ^ Р и этих предположениях, как показал В. Крабе [4], 
асимптотическая выпуклость множества V эквивалентна такому 
условию: для каждой пары векторов у 0 , у £ Л имеет место пред­
ставление 

•о (у, х) = г>(То, х) + T T ( x ) F ( y 0 , л ; 3), @) 

где § = у — То и ®т (х) = 1/^Т (х, 0) > 0 на Q. 
П р и м е р . Пусть {с?!(х), ... , <р„(*Н и {^(х), ... , ф т (л)} — две 

системы линейно независимых функций вещественного простран­
ства C(Q). Рассмотрим множество V обобщенных рациональных 
дробей 

*>(Т, х) = Х ( а , x)/Y®, х) = Ых(х)+ ... + 

+ %9а W) (Mi W + - + U>* (х))-\ (3) 

у которых Y (р, х) > 0 на Q. Пусть А есть множество соответствую­
щих векторов у = (а, P) = («i, ••• , а

п , Pi, ••• , PJ евклидова (л -|- //^-мер­
ного пространства. Множество А выпукло. Поскольку для t > 0 
v [ti\ = v [у], то можно отождествить луч /у с точкой у. Тогда ото­
бражение v будет взаимно однозначным. Пусть 

T ( 0 = d - О Т о + 'Г „ gi(x, / )=ПР\ х) [(1 -t)Y(%, x)+tY($, х)\'л 

для каждой пары векторов у 0 , т £ А и г£[0, 1]. Нетрудно видеть, 
что множество V удовлетворяет определению асимптотической 
выпуклости, причем о (t) = 0. 

Пусть р > 0 для заданной функции f^C(Q) означает величину 
наилучшего приближения относительно множества V, т. е. 
Р = Р и ( / ) = i n f II ^[Т]— /II- Функцию v[i0]^V, для которой 1«[у 0] — 

те а 
— / | | = р, будем называть наилучшим приближением f(x) относительно 
множества V, или минимальным решением задачи П. Л. Чебышева. 
Обозначим через Tvf множество всех минимальных решений для 
функции f(x). Тогда представляет интерес задача о размерности этого 
множества, которая обобщает известную проблему А . Х а а р а [8] об 
однозначности чебышевского приближения. Впервые эта задача была 
поставлена и решена Г. Ш. Рубинштейном [ 7 ] для случая, когда V 
есть множество обобщенных вещественных полиномов. В [6 ] рас­
смотрен комплексный аналог проблемы Г. ГЦ. Рубинштейна. Б. Бро-
зовски [2] дал характеристику рациональной размерности множества 
Ту/, если V есть множество дробей (3). В предлагаемой статье 
вопрос о размерности множества Tvf решается для асимптотически 
выпуклых множеств. 

Пусть для каждого у ^ Л число г определено неравенством 
0 < г < а ! ( у ) — 1. Будем говорить, что для множества V выполняется 
локально условие Рубинштейна, если для любого у (': Л в пространстве 
W(i) каждые г + 1 линейно независимых функций F(j, х; 8 0 ) , 
F{'i, х; \), ... , F(-[, х; ЬГ) имеют на Q не более d(у) — г — 1 общих 
нулей. Если здесь г = 0 , то говорят о локальной выполнимости 
условия Хаара (ср. с [5]). 
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Пусть в пространстве Я* векторы 
То, Ti, -• , Tm, m<k, (4) 

лезависимы, т. е. такие, что векторы 7г — у0, ... , ут— То образуют 
нинейно независимую систему. Назовем функции v [у0|, v [УЛ, ••• , v 1тга]> 
m < ft, множества 1/ асимптотически независимыми, если соответ­
ствующие им векторы (4) образуют независимую систему в про­
странстве Рк. Если максимальная асимптотически независимая 
система функций из V содержит точно т -|- 1 функцию, то будем 
говорить, что асимптотическая размерность множества V равна т. 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы для каждой функции / £ C ( Q ) 
асимптотическая размерность множества Tvf наилучших прибли­
жений не превосходила числа г, необходимо и достаточно, чтобы 
для множества V выполнялось локально условие Рубинштейна. 

Отсюда при г = 0 следует 
Т е о р е м а 2. Для того чтобы для каждой функции C(Q) 

наилучшее приближение относительно множества V было един­
ственным, необходимо и достаточно, чтобы для множества V 
выполнялось локально условие Хаара. 

§ 2. Вспомогательные теоремы 

.Обозначим через L (т) множество экстремальных точек функ­
ции — разности v (у, х) — f(x), т. е. L (у) = \х £ Q : | v (т, х) — f(x) | = 
= | v [т] — / 1 }• Множество L (у), очевидно, замкнуто. Пусть, далее, 

$ (To, Т, х) = Re {(v (у0, х) -f(x)) (v ( Т О , А) - а (Т, х))}. (5) 

Как показали Г. Майнардус и Д. Шведт |5], д л я асимптотически вы­
пуклых множеств имеет место следующее обобщение критерия 
А. Н . Колмогорова [3]: функция v [y0i £ V доставляет f (х) наилуч­
шее приближение относительно ' множества V тогда и только 
тогда, когда для любого v [у] £ I/ выполняется неравенство 

min 5(у0, у, л) < 0. (6) 
•*6 i (То) 

Следующие утверждения выражают некоторые свойства асимп­
тотически выпуклых отображений. 

Л е м м а 1. Функции v [у0], v [у̂ , . . . , ^ [уш] множества V обра­
зуют асимптотически независимую систему тогда и только тогда, 
когда соответствующие им в пространстве W{i0) функции 
^(То, х; Sj), ... , .F(y0, х; Ът), о(. = у г — у 0 ; i = 1, ... , т, линейно неза­
висимы. . • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Предположим, что 
для некоторой системы чисел сх, ... , ст, не равных нулю одновре­
менно, будет 

т т 

X csF (То, А-; 8.) = F (у0, х; £ сД) = 0. 

m 

Пусть у = у 0 + t Yi cfii- Так как множество А открыто в Рк, то д л я 

достаточно малого tyO у Л . Тогда из представления (2) следует 
т 

v (у, х) v (т0, л-) = ГФт (л) Z 7( УО, А-; V сД.) = 0. 
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Значит, г» (у, x) = v(f0, х) на Q. Поскольку отображение v взаимно 
т 

однозначно, то у = у 0 и, следовательно, Х с А = 0. ч т 0 означает за-
1=\ 

висимость системы векторов То» "Ti» ••• i Tm-
Достаточность леммы доказывается аналогично. 
Пусть у 0 £ А , а хи ... , xs — различные точки из Q, причем 

d < s < d ( y 0 ) . Определим матрицу 
/ dv (т0, JcO/̂ Toi -dv (у0, хг)1д~1йк 

\dv(у0, л,)/(?у01 ...dv(у0, xs)ld~[ok 

Л е м м а 2. Для множества V выполняется локально условие 
Рубинштейна тогда и только тогда, когда для любых s = rf(y0) — г 
различных точек хх, ... , xs из Q ранг матрицы (7) равен s. 

Доказательство почти не отличается от доказательства леммы 1 
из [2 ] . 

Л е м м а 3. Если v|у0] и v[yj — два наилучших приближения 
функции f(x) относительно множества V, то множество 
Л !̂ == Z, (т0) П /-(YJ) не пусто, причем v (у0, x) = v{il, х) при x£Nv 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что Nx = 0. Тогда на мно­
жестве L (уд) 

\v(lo, x)-f(x)\>\v(b, x)-f(x)\. (8) 
Так как v{iu x) = v^0, x) — (v('(0, x) — v(-(u x)), то 

I V Cb x) -f{x) f = I v (To, x) -f{x) I2 -
- 25(то, у, x) + \v (To, x)-v (Tl, x) \\ (9) 

Отсюда и из неравенства (8) следует, что на множестве L (т0) 
*5(То, Ть х) > 2 _ 11'У(ТО> x)—v(ix, x)f>Q, а это противоречит 
условию (6). 

Покажем, что min 5 ( т 0 . Ть х)==0. Действительно, если пред­
ке L (То) 

положить, что в некоторой точке х 0 ^ 1 ( т 0 ) будет 5 ( т 0 , Ti. х0) < О, 
то из равенства (9) имеем |x i ( ( 1 , Xo)—.f(x0)\>]v(y0, x0)—f(x0)\ = p, 
а это противоречит минимальности v(-(x, х). Так как на множестве 
L(-(0)\Nl выполняется неравенство (8), то здесь 5 (у 0 , у ь х) > 0. 
Следовательно, своего минимума, равного нулю, функция 5 (у 0 , чх, х) 
достигает на множестве Nv Тогда из равенства (9) следует, что на 
множестве Nx функции v (у0, х) и v(ylt х) совпадают. 

Л е м м а 4. Если функции v [у0], TJ [у,], ... , v [уш ] доставляют 
fix) наилучшее приближение относительно множества V, то мно-

т 
жество N= {] L (у) не пусто, причем на этом множестве 

1 0 (То. х)=-ъ(ъ х)> 1=1, — , т. (10) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть N = 0 . Тогда каждая точка 

A - £ Z . ( y 0 ) принадлежит хотя бы одному из множеств L (т0) \ Nh где 
А/, = L (То)П^ (Т/). i=\,...-, т. По лемме 3 

5 (у0, Т,-, х)>0, если х £ /- (т0) \ ty.' (П) 
Поэтому на множестве Z. (у0) 

Е g T 0 ) 5 (г 0 > у„ х)>0, (12) 
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где g (х, 0) > 0 есть функция, входящая в определение асимптоти-
ческой выпуклости. Так как множество А открыто в Р , то для 

т 
достаточно малого О 0 вектор т = То + t Yi s*, г Д е 8 г = Тг — То, 

i = l , . . . , т, принадлежит множеству А и, следовательно, ^[TI^V7-
Используя дважды представление (2) и линейность функции F по 8, 
можно записать 

"* 
т>(Т. x) = v(t0, x)-t^(x) Yi glt(x, 0)(г»(то, x) — v(ylt x)), (13) 

i=\ 

где Ф Т ( Х ) > 0 на Q. Тогда, по определению (5), 
т 

S (То, Т, х) = (х) £ (х, 0) 5 (то, Ъ, х). (14) 
г'=1 

Из неравенства (12) следует, что S(т0, Т, > 0, если x£L(i0). Снова 
получаем противоречие с условием (6). 

По лемме 3, v(y0, x) = v(fl, х), если x£Nt, i=l, ... , т. Тогда 
т 

на множестве N = f| А/,-, которое по доказанному не пусто, будут 
выполняться равенства (10). Лемма доказана. 

Из определения (14) и неравенств (11) вытекает 
С л е д с т в и е . На множестве L(-(0)\N функция S(T0, Т, х) > 0. 
Л е м м а 5. Если для множества V выполняется локально ус­

ловие Рубинштейна, то каждые г + 2 асимптотически независимые 
функции 

WTO], «[TI], ••• , «[Tr+il» ( 1 5 ) 
упорядоченные так, что d(f0) < ^(Ti) < ... < Фъ-и), имеют на Q не 
более d(j0) — r—l точек, в которых они совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1 функции F(y0, х; 8̂ ), где 
•8(. == т,- — То, i = l, ... , г+1, линейно независимы. В силу локальной 
выполнимости условия Рубинштейна они имеют на Q не более 
л = d(-(n) — г — 1 общих нулей хи ... , хп. Из представления (2) сле­
дует, что в этих точках функции (15) совпадают. 

§ 3. Доказательство теоремы 1 

Доказательство проведем в предположении, что пространства 
C(Q) ш Pk комплексные. В вещественном случае изменения в дока­
зательстве очевидны. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Предположим, что для некоторого вектора 
Ъ^А в пространстве W(r 0 ) найдется г + 1 независимая функция 

^(То, х; 8,). - , F(lo> х; 8 , + 1 ) , (16) 
причем эти функции имеют общие нули в точках 

х и ... , л-,, $ — d(То) г. (17) 

Тогда по лемме 2 ранг матрицы (7) будет <d(y0) — r—l и, следо­
вательно, ее столбцы линейно зависимы. Поэтому найдутся комплекс­
ные числа аъ ... , as, не равные нулю одновременно, такие, что 

«1 «(То. хх) + ••• + ^ ^ 7 " ^ ( T 0 i 0 = 0, v = 1, ... , k. 
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Отсюда следует, что для каждой функции F(y0, х; 8 ) £ W(y0) выпол­
няется условие 

£ «/ЧТо. xfi 8) = 0, 

или, с учетом представления (2), 
s 

2 Й Ж Т (*/. 0) (^ (т, О - v (То, -ж./)) = 0. (18) 

Так как множество А открыто в Рк, то найдется tx > 0 такое, 
что при всех 0 < t < /J, векторы т,- — То + ^5,-> £ = 1, ... , г + 1 , принад­
лежат множеству А. Нетрудно видеть, что функции множества V 

v [Т0], WTI), ... , v [т, + 1 ] (19) 
образуют асимптотически независимую систему. 

Пусть функция <ЬС C(Q) выбрана таким образом, что | ф (х) | < 1 
на Q и ty(x]) = ajl\aj\, j= 1 , ... , s, для тех чисел аи ... , as, которые 
отличны от нуля. (Если dj — O, то в соответствующей точке мно­
жества (17) полагаем (х;) = 0 . ) Далее для функций ( 1 6 ) примем 

74-1 
C(x) = s V \f(lot х; 8;) | , 

2 = 1 

где Е > 0 выбрано столь малым, что С(х) < 1 на Q. На множестве (17) 
С (Xj) = 0, У= 1, ... , s. Пусть теперь Ф(х) = ф(х){1 — С(х)} + TJ(T0, х). 
Покажем, что р1;(Ф) = 1. Для v [т0] имеем || г> [у0] — Ф|| = 1 . Предполо­
жим, что || г> [у] — Ф|| < 1 для некоторого ч£А. В тех точках х,- мно­
жества (17), где О у ^ О , будет v(y, х ;) — Ф (ху) = и (у, ху) — (у0, х ;)— 
— а] | а,-1. Отсюда следует, что в этих точках Re {a-jg (х;, 0 ) (TJ (у, ху) — 
— (То, О)> = (Xj, 0) Re \aj [v (у, x;.) - Ф (x;.) + а у / | a, | ] } = 
= g T (x ; , 0) Re {I a, | - а, (Ф (x ;) - TJ ( t , *,))} > ^ (x ; , 0) | as \ {1 - | Ф (x ; ) -

s 
— ^ ( T , О 1 } > 0. Следовательно, Re X А Ж Т (-*/, ° ) (^ (T, A,) — 

J=I 
— TJ (y0, Xj)) > 0, что противоречит условию (18). 

Покажем, что множество ТуФ имеет асимптотическую размер­
ность, не меньшую г + 1 . Каждая функция из (19) представима в виде 
•у(уг., х) ---= v (у0, х) + t<f (x)F(y 0 , х; 8,-), £ = 1, ... , г + 1 . Тогда на би-
компакте Q для каждого £ = 1 , ... , г + 1 будет | v (у;, х) — Ф (х) | = 
= | t ? b (х) F (то, л; 8,) - -Их) {1 - С (х) } | < * | ^ (х) F (у0, х; 8,.) | + 1 -
— С ( х ) < 1 для достаточно малых t > 0, т. е. при 0 < t < /2. 

Пусть T = min{^, £2[- Тогда при 0 < t < т функции (19), которые 
образуют асимптотически независимую систему, доставляют Ф(х) 
наилучшее приближение. Следовательно, асимптотическая размер­
ность множества ТуФ не менее чем г + 1 . 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим противное. Тогда для неко­
торой функции / £ C ( Q ) множество элементов наилучшего прибли­
жения Tvf имеет асимптотическую размерность не менее чем г + 1 . 
Найдутся поэтому г + 2 асимптотически независимых элемента мно­
жества V v [у0], v [у,], ... , TJ [у г + 1 ] , доставляющих функции /(х) наи­
лучшее приближение. Пусть они занумерованы в таком порядке, 
что flf(y0)<flf(Ti)< ... <d(yr+i). Как и в лемме 4, обозначим. 
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г+1 

T==To+^2 5 л где 8г = уг — у 0 ) i г + 1 , и построим функцию» 
г=1 

v (у, х) вида (13) с т = г + 1. 
П о лемме 5 имеется не более п = й (у 0) — г — 1 точек 

*i, ... , хп (20) 
из L (у 0), в которых 

•о (То- •*/) =-»(Ъ, Xj), i = 1, ... , r+ 1; ; = 1, ... , /г. (21) 
Очевидно, of(y0) < (̂т)- Дополним систему точек (20) д о s = d(у) — г 
различных точек из Q. Тогда ранг матрицы (7), соответствующей 
функции v (у, Л) И точкам х ь ... , xs, равен s. Поэтому система ли­
нейных уравнений 

\ ] Г ' D (Т. xj) =f(Xj) - v (у 0 , х ; ) , у = 1, ... , s, 
11 = 1 

имеет решение о0 и ^ ( у , х/, 80) = / ( х у ) — г»(у0, х у ) , у ' = 1 , ... , s. 
Так как множество А с Р открыто, то найдется tx > 0 такое, 

что при всех 0 < t < tx вектор у = у + £о0 принадлежит А. Поэтому 
в точках (20) с использованием представления (2) имеем 

•V (7, Xj) - v (у, х , . )= t<?- (Xj) (f{Xj) - г> (у 0 , х-)), 7 = 1 , . . . , /г. 

В точках (20) выполняются равенства (21), следовательно, для функ­
ции v (у, х), определенной равенством (13) с яг = г + 1 , будет 
•у (у, Xj) = v{-{0, Xj), 7 = 1, ... , п. Поэтому 

S (Уо, Т, -«у) = Re {(г; (у 0, х у ) - / (ху)) (-а (у 0 , х у) - v (у, х у))} = 
= tf (х) |«в(То, х у ) - / ( х у ) | 2 > 0 , 7 = 1 , . . . , /г. 

Найдется, следовательно, открытая окрестность N множества (20),, 
на которой будет выполняться последнее неравенство. 

По следствию из леммы 4, 5(у 0 , Т, х) > 0, если X£Z,(Y 0 ) \JV. 
Так как функция S непрерывна на А X Q, то найдется t2 > 0 такое, 
что 5 ( у 0 , у + /8 0, х) > 0 при 0 < / < / 2 , если x£L ( у 0 ) \ N . Пусть 
т = = т 1 п { г ь t2\. Тогда при 0 < / < т всюду на множестве L (у 0). будет 

у, Х) > 0, ЧТО противоречит условию Г. Майнардуса и Д. Швед-
та (6). Теорема доказана. 

Поступило 
г. Свердловск 28 IV 1970 
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