
(s, x0(s), u0(s))9 ' (s, x 0 ( s ) , w 0 ( s ) ) , то из (6) следует 

т 
f dL 

Х(т, ад0)=Й(т, *о(-)> ^ о ) + J (5, *o(s), tto(s), Ш 0 ) ^ 5 + 
т 

«2 Г jo Т f 

-h 2 ^ J^(s) - g - ( s ) d s + 2 J < Ы 0 J rfs^j (s) (s) = 
* = 0 x j=i x x 

T . 

= Q ( T , xo(- ) , ^ o ) + J[x( 5 > a / o ) - ~ - + (s> *o(5)> a 0 ( s ) , ш 0 ) ] d s , 
X 

т. е. функция х(т, W0) удовлетворяет (43). 
Заметим, однако, что в приложениях удобнее находить функцию 

% ( t , w o ) не из уравнения (43), а в виде (6), где г|)*, находятся из (2), 
(3). При этом решение сопряженных уравнений в значительной степени 
облегчается тем, что в них отсутствуют интегралы по мерам Лебега — 
Стилтьеса. 
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УДК 517.977.55 

И. П. СМИРНОВ 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ 
ДЛЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

В работе рассматривается задача быстродействия для стохастиче­
ской управляемой системы 
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x=A(t, ®)x+B{t, <s>)u+f(t, <*), x(0, o))=xo(o)) , f > 0 , (06Q, (1) 

где x — я-мерный фазовый вектор, и — га-мерный управляющий век­
тор, А, В, f, Х о —случайные матрицы порядка пХп, пХт, nXl, nXl 
соответственно. 

Теория управления по быстродействию детерминированными систе­
мами вида (1) является одним из наиболее глубоко разработанных раз­
делов современной теории оптимадьного управления (см., например, 
[1—4]). В настоящей работе некоторые результаты этой теории рас­
пространяются на задачу о скорейшем переводе в заданную область 
среднего значения фазового вектора стохастической системы (1). Полу­
ченные результаты примыкают к теории стохастического принципа мак­
симума [5—8]. 

Постановка задачи производится в §2. В § 3 вводятся необходимые 
определения и доказываются вспомогательные утверждения. Основные 
критерии оптимальности получены в § 4. В § 5 выводятся необходимые 
и достаточные условия полной управляемости системы (1). Пример при­
менения полученных результатов к исследованию конкретных задач 
управления приведен в § 6. 

§ 2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть (Q, ST, Р) —полное вероятностное пространство, {&~t, t^O} — 
поток а-подалг.ебр У, — о-алгебра прогрессивно измеримых отно­
сительно этого потока подмножеств множества [0, o o ) x Q . Безуслов­
ное и условное по отношению к а-алгебре s£cz&~ математические ожи­
дания случайной величины |(со), coGQ, по вероятности Р обозначим Ml 
и М{£| $6} соответственно. 

Компоненты матриц А, В, f в (1) являются .^"-измеримыми по 
совокупности своих аргументов t, со функциями; х 0((о) —#~ 0-измеримый 
случайный вектор. 

Пусть — заданная а-подалгебра $2F, VaRm, U — множество всех 
.^-измеримых функций u(t, со), ^ 0 , <oGQ, принимающих свои значе­
ния в множестве V (класс управлений). Среднее значение решения хи 

задачи (1), отвечающего управлению u£U, обозначим .mu(t) = 
=Mxu(t, со). 

Рассмотрим для управляемой системы (1) следующую задачу быст­
родействия: за минимальное время tt перевести систему из начального 
состояния хи(0, со)=х 0 (со) в такое состояние xu(U, со), для которого 
mu(ti)dG(ti), где G(t) — заданное, зависящее от момента времени t^O 
целевое множество в Rn. 

§ 3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

По аналогии с [2, 4, 9] введем следующие определения. 
О п р е д е л е н и е 1. Пусть ^ > т ^ 0 , х(со) — ^ - и з м е р и м ы й слу­

чайный вектор в Rn. Множеством достижимости К(х(ы), %, t) назовем 
множество всех векторов /б /? п , обладающих свойством: существует 
i*6U, такое, что l = mu(t) и при этом х и ( т , <о)=х(со). 

О п р е д е л е н и е 2. Управление u£U назовем экстремальным на 
отрезке [0, U], если вектор mu(U) принадлежит границе дК множества 
достижимости /С(х 0(со), 0, t\). 

О п р е д е л е н и е 3. Решением задачи (1) на отрезке времени 
[0 ti], отвечающим, управлению u£U, назовем ^ - и з м е р и м у ю вектор-
функцию xu{t, со), для которой при каждом *6[0, U] с вероятностью 1 
выполнено равенство 

t 

Xu(t, o))=xo(o))+ J (A(s, «>)xu(s, (o )+S(s , (o)«(s, (o)+f(s, <a))ds ; 

0 
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где интеграл понимается как потраекторный в смысле Лебега. 
Л е м м а 1. Пусть при ti>0 

и 

р{ J(IH|| + | | 5 | | + | | f | | ) d s < c x ) } = l , (2) 
о 

где ||-|| — матричная норма вида | | С | | = max^FJ l^u l - Тогда любому 
г 3 

u£U, для которого ||u||GLoo([0, t\]xQ), отвечает решение хи задачи (1) 
на отрезке времени [О, ti\. Для любых двух решений задачи (1), отве­
чающих этому управлению, их траектории с вероятностью 1 совпадают, 
абсолютно непрерывны и удовлетворяют mes -почти всюду (mes — 
мера Лебега на прямой) дифференциальному уравнению (1). При этом 
для любого /б [0, ti] с вероятностью 1 

t 

Xu(t, © ) = Ф ( * , ©) { JCO (со) + J со) (B(s, ©)u(s, © ) + / ( * , © ) ) d s } , (3) 
о 

где Ф — решение матричного интегрального уравнения 
t 

ф(*, ©)=/+ J A ( s > со)Ф(5, ©)ds, (4) 
о 

/ — единичная матрица порядка пХп. 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы может быть проведено методом после­

довательных приближений. Утверждения леммы также легко извлека­
ются из общих результатов работы [9]. 

Л е м м а 2. Пусть для ^ > 0 и u£U выполнены условия леммы 1 и 
сверх того 

*» 

Mk(0, * i ) { | | * o | | + J * ( 0 , s)(IIB(s)| | + | | f ( s ) | | ) d s } < o o f (5) 
о 

t 

где k(x, t, со) = ехр J ||Л (s, © ) | | d s j . - Тогда функция t-+mu(t) = 
=Mxu(t, ©) определена и непрерывна на [О, t\\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценивая (4), а также уравнение для 
обратной матрицы ~^-Ф~1 = —Ф~1А в матричной норме и применяя 

неравенство Гронуолла (см. [9, с. 41]) , имеем с вероятностью 1 
max {||Ф(*,ю) ||, ИФ- 1 ^ , со) | |}<£(0, t, © ) < й ( 0 , tu со). 

Отсюда, используя формулу (3) и свойства решения задачи (1), от­
меченные в лемме 1, получаем утверждения настоящей леммы. 

§ 4. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

Предположим, что множество V значений управляющей функции яв­
ляется выпуклым компактом и при всех ^ > 0 данные задачи (1) удов­
летворяют сформулированным выше условиям (2 ) , ( 5 ) . 

Л е м м а 3. При любых ^ > т ^ 0 и любом @~х-измеримом. случай­
ном векторе х(со), удовлетврояющем условию М\\х(ы)\\1г(х, ^i)<C°°, 
множество достижимости К(х(ы), х, t) является выпуклым компактом, 
непрерывно в метрике Хаусдорфа зависящим от t£[x, ti]. 

Используя результат леммы 2, легко провести доказательство леммы 
3 по схеме, применяемой в [4, с. 78—81]. 

Л е м м а 4. Для экстремальности управления u&U на отрезке [0, ^i] 
необходимо и достаточно существования неслучайного вектора сфО, 
такого, что mesX Р-почти всюду на [О, t{] 

i*)u(t, ©) = та 'хв 'С*, ©)и, (6) 
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где Q=M{Bi\'\st), ~ч) = - А \ x\(U)=c, M{.\s£) - оператор 

условного математического ожидания по отношению к а-алгебре s& на 

вероятностном пространстве ( [0, h] x Q , ЯУ, ХР ) , штрих озна­

чает транспонирование. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть и — экстремаль­

ное на отрезке времени [0, U] управление, с — внешняя нормаль опор­
ной гиперплоскости, проведенной к К(х0((д), О, U) в граничной точке 
mu(ti). Тогда для всякого v£U 

c'(mv(ti)-mu{ti))^0. (7) 

d 
Пусть 11(^,(0), [0, ^i]—решение задачи - ^ - r ] = — A'(t, со)г), 

т)( / ь со) = с . Тогда с вероятностью 1 

c'xu(ti, <u)=r)'(ti)xu(ti)=r\r(0)x0+ $r\'(s) (Bu+f)ds, 
о 

c'x, ( f с о ) =т»' {U)xv(U) =r\' ( 0 ) x 0 + J ( 5 ) ( B y + f ) d s . 
0 

Интегрируя эти равенства по мере Р, вычитая затем первое из второ­
го и учитывая свойства условного математического ожидания, получаем 

и 
c'(mv(ti)—mu(ti))=M §v)'B(v—u)ds= j * %'{v—u)d( mes XP). 

1 0 [ 0 , t , ] X Q 

(8) 
Отсюда следует, что при любом v£U mes ХР-почти всюду 

в'(*, a)v(t, ю ) < е ' ( * , <*)u(t, со). (9) 

Действительно, пусть при некотором w£U имеем mes Х Р ( С ) > 0 , 
ще C={(t, со) : &w>@'u}. Возьмем v = w%-\-u(\—%), где % — индика­
торная функция множества С. Поскольку Сб,5^, то v£U и из (8) полу­
чаем c'(mv(ti)—mu{ti))>0,4To противоречит (7). 

Из (9), в частности, имеем для всякого вектора u£V почти всюду 
w)u(t, (u)^&'(t, со)и. Пусть 5 —счетное всюду плотное подмно­

жество V. Тогда почти всюду справедливо неравенство в ' ( t , со)а(/, с о ) ^ 
: ^ в ' ( t , со) и при всех u£S, а потому почти везде 

в '(*, ®)u(t, со)^= sup e'(t, co)w = sup в ' ( / , со) а. 

Так как неравенство в противоположную сторону очевидно, то отсюда 
вытекает (6). 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть для управления u£U выполнено при не­
котором сфО условие (6). Допустим при этом, что вектор mu(ti) при­
надлежит внутренности множества /C(x0(co), 0, t\). Тогда найдется управ­
ление vdU, для которого c'(mv(ti)— mu(ti)) > 0 . Но в силу (6) почти 
всюду 

в ' (t, со) v (/, со) < max в ' {t, ю) и = в ' (t, со) и (/, со). 
u&V 

Поэтому из (8) имеем неравенство c'(mv(ti) — mu(ti)) ^ 0 , противо­
речащее неравенству, полученному выше. Следовательно, mu(ti)QdK и 
управление и является экстремальным на отрезке [0, ti]. Лемма до­
казана. 

Полученный в лемме 4 результат является аналогом принципа макси-
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мума Л. С. Понтрягина и предоставляет возможности для выделения эк­
стремальных управлений в классе всех допустимых управлений. Важ­
ность понятия экстремального управления показывает следующая 

Т е о р е м а 1. Рассмотрим задачу быстродействия из § 2, предпола­
гая, что выполняются предположения настоящего § 4, G(t) —компакт­
ное, непрерывно в метрике Хаусдорфа меняющееся при t^O целевое 
множество. Для того чтобы управление uQU, осуществляющее цель уп­
равления на отрезке [0, t{][ было оптимальным, а) необходимо, чтобы 
оно было экстремальным на этом отрезке; при этом если множество 
G(ti) выпукло, то вектор с в (6) можно выбрать так, чтобы удовлетво­
рялось условие трансверсальности, а именно чтобы он был нормалью к 
опорной гиперплоскости, разделяющей множества К(хо(ы), О, U) uG(t\); 
б) достаточно, чтобы это управление было экстремальным на отрезке 
[О, tx] и при этом при любом T G ( U / I ) и любом @~%-измеримом 
случайном векторе х(ы), удовлетворяющем условиям Мх((й)=т\г 

M\\x\\k(%, ^ i )<oo, вектор mx принадлежал бы внутренности множества 
К ( Х ( Ф ) , т, U). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы заключается в использовании свойств 
множества достижимости, отмеченных в лемме 3, и совпадает с доказа­
тельством соответствующих утверждений в [4, с. 141]. 

Аналогично (см. [4, с. 138]) доказывается следующая 
Т е о р е м а 2. Пусть в условиях теоремы 1 существует управление 

v£U, реализующее цель управления на отрезке [О, ^i] . 
Тогда существует оптимальное управление и, переводящее систему 

из состояния Хо(ы) в состояние xu(t*, со) с mu(t* )£G(t*) за минималь­
но возможное время t* ^t\. 

§ 5. УСЛОВИЯ ПОЛНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ 

В настоящем параграфе изучаются условия, при которых возможен 
перевод системы 1 из начального состояния Хо(со) в состояние с произ­
вольно заданным средним значением фазового вектора т\. 

Рассмотрим тот частный случай, когда матрицы А и В от времени t 
не зависят, / = 0 , V=Rn, а о-алгебра я£=ЯХ&, где борелевская 
о-алгебра в R\ $ — полная по вероятности Р о-подалгебра У. 

Назовем в этом случае систему (1) вполне управляемой из состояния 
х 0 (со) , если /С(* 0(ю), 0, t) =Rn при любом t>0. 

Для того чтобы сформулировать условия полной управляемости,, 
введем (nXnk)-матрицы Kk, А = 1 , 2, следующего вида: 

Кг = В, Kk = [B\AB\ ••• \Ah-lB], k > \ . 

В детерминированной задаче (см. [4, с. 91]) критерием полной управ­
ляемости системы (1) служит условие максимальности ранга матрицы 
Кп ' rank Кп = п. Обобщением этого результата на рассматриваемую здесь 
задачу является следующая 

Т е о р е м а 3. Пусть для любого / > 0 
М(||хо|| + | |5| |) ехр ( | | Л | | 0 < о о . (10) 

Тогда для полной управляемости системы (1) из состояния х 0 (со) 
а) достаточно, чтобы при некотором k^l и некоторой а-алгебре ^\CiW 

Р{ vankM{Kk =п) > 0 ; (11) 

б) необходимо, чтобы при любом ненулевом векторе c£Rn 

Р{с'М{Кп\&2}Ф0}>0, (12) 

где <§2=о(<3, о(А)) —минимальная о-алгебра, содержащая 9, относи­
тельно которой измеримы все компоненты матрицы А. 

Здесь операция взятия условного математического ожидания матри­
цы понимается как покомпонентная. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Докажем сначала 
следующее вспомогательное утверждение. 

Л е м м а 5. В условиях теоремы матричный случайный процесс 
M{exp(At)B \9\] на любом отрезке времени [О, t0] обладает модифика­
цией l(t, со), у которой с вероятностью 1 траектории любое число раз 
дифференцируемы \на этом отрезке (в граничных точках производные 
понимаются как односторонние). При этом 

dp 

^rl\t^o=M{ApB\9i}9 р = 0 , 1, 2, . . . (13) 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Используя (10) и неравенство Иен-

сена, имеем для любого / с вероятностью 1 

• Af{exp {At)B\9l} = JtM{A*B\9i}t*/k\. (14) 

Рассмотрим матричный случайный процесс l(t, со), определяемый 
правой частью равенства (14). Фиксируем /о>0 и множество Q 0 полной 
вероятности, такие, что при собй 0 ряд 

ZM{AkB\9i}tk

Q/kl 
k=0 

абсолютно сходится. При тех же со ряд со) сходится абсолютно и рав­
номерно по / на всем отрезке [0, to]. Кроме того, из (10) следует, что при 
coGQiCiQo, Р(&\) = 1 на [0, to] равномерно сходятся ряды, полученные из 
этого ряда почленным дифференцированием по t любое число раз. Поэ­
тому для coGQi траектории процесса | имеют производные любого по­
рядка при £6[0, fo], ч т о и утверждалось. Формула (13) проверяется не­
посредственно. Лемма доказана. 

Для доказательства достаточности условия (11) рассмотрим теперь 
множество векторов QiczRn вида 

t 

Q l = l m : m = M J ехр (A(t—s))Bu(s)ds, u£U, \u(t, со) | 
o 

В соответствии с леммой 3 Qi— выпуклый компакт. Ясно также, что 
Qi центрально симметричен и содержит нулевой,вектор. Допустим, что 
размерность Qi меньше п. Тогда существует ненулевой вектор с, ортого­
нальный Qi: c'm = 0 VmdQi. В частности, для любого J fX^rизмеримого 
управления и 

t t 

0=c'M J e x p (A(t-s))Bu(s)ds = c/ | л Ш { е х р (A(t—s))Bu(s)\3i}ds = 
о о 

t 

=М J c'l(s)u(s)ds. 
о 

Отсюда следует, что mes ХЯ-почти всюду c'l(s, с о ) = 0 или в силу 
непрерывности процесса g с вероятностью 1 c'£(s, со) = 0 при всех 
sG[0, t]. Дифференцируя это равенство в точке s—0, имеем, учитывая 
(13)JM{C/APB\9I}=09 р = 0 , 1, 

Но это противоречит (11), следовательно, размерность Qi равна п. 
Переходя далее к пределу при /->оо, получаем 

/C(Jc 0 (©),0, 0 = Hm {Qi+M ехр (At)x0}=Rn, 
/->оо 

что и требовалось установить. 

252 



Н е о б х о д и м о с т ь . По теореме Гамильтона—Кэли матрица А (со) 
с вероятностью 1 удовлетворяет своему характеристическому уравнению 

An=XiA*~l + я 9 ш _ j_x n _H+X n . (15) 

Здесь Xi = h((o) — некоторые о (А) -измеримые случайные величины. 
Предположим, что при некотором сфО условие (12) неверно, т. е. с 

вероятностью 1 с'М { /Сп^} = 0 . Тогда, используя (15), получаем 

с'М {АпВ\<§2} = hc'M {Ап~1В \&2}+... +Кс'М {В\$2} = 0, 

и далее по индукции при всех k = \9 2, . . . имеем с'М{Ап+кВ \§2} = 0 с ве­
роятностью 1. Отсюда, учитывая (14), имеем 

с'М {ехр {At)B\92}=0. (16) 

Покажем, что в этих условиях из начального состояния Хо(со) нельзя 
перейти в состояние с произвольно заданным вектором среднего значения 
m u ( t \ ) , т. е. система не является вполне управляемой. Действительно, из 
(16) получаем 

c'mu(U) =М J с' ехр (A (ti—s))Bu(s)ds+c'M ехр (Ati)x0 = 

= J W M { e x p (A(U—s))B\$2}u(s)ds+c'M ехр (Ati)xQ = c'Mехр (Ati)xQ. 
о 

Поскольку mu(t\) может быть любым вектором, то это возможно 
лишь при с = 0. Полученное противоречие доказывает необходимость ус­
ловия (12). Теорема доказана. 

§ 6. ПРИМЕР 

Рассмотрим управляемую систему 

d .xi=x2, X i ( 0 ) = * i o ; -j7-^2 = lu, x2(0)=x20y fr^O, (17) 
dt v ' dt 

где \ — случайная величина на вероятностном пространстве ( й , У, Р), 
М | £ | < о о , х0 = col (хю, х20) —неслучайный начальный вектор. Предпо­
ложим, что управляющая функция u(t, со) принимает свои значения в 
множестве VczR1 и измерима относительно о-алгебры &ХЗ, где § — 
а-подалгебра У. 

Получим критерий полной управляемости системы (17) из состояния 
х 0 , считая V=RK Используем для этого теорему 3. Имеем здесь ^ 2 = 
= а ( ^ , а (Л)) = % . Поэтому, согласно п. б) теоремы 3, для полной управ­
ляемости системы необходимо, чтобы Р{1сф0}>0 при любом векторе 
сфО, где l=M{l\S}. Очевидно, что это эквивалентно условию 

Р { ! ^ 0 } > 0 . (18) 

Покажем, что данное условие также и достаточно для полной управляе­
мости системы. Возьмем для этого в (И) k=2, &\=&. Тогда 

м{к2т 
0 1 

1 о 

и при выполнении условия (18) ранг этой матрицы максимален с поло­
жительной вероятностью. 

Отметим важный частный случай программного управления S = 
= { 0 , Q}, в котором (18) принимает следующую простую форму: М^ФО. 
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Применим теперь результаты теорем 1, 2 для нахождения оптималь­
ного управления в задаче о скорейшем переводе системы (17) из началь­
ного состояния xG в состояние с нулевым средним значением фазового 
вектора mu(t{). 

Пусть V= [—1, 1]. Решая сопряженную задачу и выписывая со­
отношение принципа максимума (6), получаем, что всякое экстремаль­
ное управление и удовлетворяет почти всюду равенству 

£(©)и(*, со) = £(©) sign {£(©) (С1(Ь-Ц+С2)}, 

где с = col ( c i , с 2 ) — ненулевой неслучайный вектор. 
Это означает, что движение в плоскости математических ожиданий 

(mvm2) компонент фазового вектора системы (17) при экстремальном 
управлении происходит по параболам следующих двух семейств: 2Ьтх = 
= ±т% + const, где & = М | | | . Из любого начального состояния т0=Мх0 

можно, двигаясь по параболам этих семейств, попасть в начало коорди­
нат за конечное время. Поэтому по теореме 2 оптимальное управление 
существует, а по теореме 1 оно является экстремальным. Ясно, что это 
управление соответствует движению с минимальным числом переключе­
ний с одной параболы на другую. В итоге получаем следующую картину 
оптимальных движений: 

u(t, ©) = ( ^ ^ И . > М О € 0 Я , 
1— sign £ (со), mu(t)£Ov 

где множество 02 лежит «ниже» линии переключений 2bmi-fm2

2 X 
X s i g n m 2 = 0 и содержит ее нижнюю ветвь, Ох—дополнение множест­
ва 0 2 . 

Заметим, что при Р { £ = 0 } > 0 оптимальное управление не является 
единственным, однако все оптимальные управления порождают одно и 
то же движение в плоскости (ти т2). 

Интересно сравнить между собой оптимальные времена движения при 
различных наблюдаемых данных, характеризуемых о-алгеброй § . Не­
трудно, например, показать, что для д:0 = со1 (х 1 0 , 0) 

^ i n = 8 l ^ o | / M | l | . (19) 

Так как при Slcz92 , \М%\^М\М{1\91}\^М\М{1\%2} | < А Г | | | , то 
ш (19) непосредственно видно, что оптимальное время убывает при воз­
растании объема наблюдаемых данных. 
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