
ОБ УТОЧНЕНИИ ОЦЕНОК УСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ ТЕОРЕМЫ 

Г .КРАМЕРА 

В.3.Сенатов 

Мы будем рассматривать задачу о количественной оценке устой­
чивости разложений нормального закона на компоненты. Пусть ф ( х ) 
-.функция распределения ( ф . р . ) стандартного нормального закона, 
p ( F , G ) = 5^4* I F ОХ.) -G(3>)I - равномерная метрика, L(F. 
fa ) - метрика Леви. Пусть случайные величины | г и § ' с ф.р. 
F I ( X ) H FjCX) независимы и 

. J > ( R * F 2 ^ ) =&>0. 
Положим 

Абсолютные константы будем обозначать одной буквой С • Хорошо 
известно, что если FJ(X) имеет нулевую медиану ; то 

Р^Л}) ±C«f\Uf/&)'/2, (i) 

Щ ,<рр 4 С С Ц й ) " < / 8 , j H . a . '(?) 

Еёрвенство (I) было доказано Н.А.Сапоговым, а (2) - В.М.Золота­
ревым. -Существует также пример, показывающий достижимость по по ­
рядку 6 оценки (I). Но, к сожалению, оказывается, что присутст­
в и е ^ ; в оценке (I) по существу: существуют примеры ф.р. Rt£> . 
F2

№;
 1 таких, что p C F f 4 F f ,ф )^0при6-0 , H o p ( F f , 

ф,")^5 У0 при этом, конечно, <sf —*0 при 6 - > 0 . От этого 
недостатка свободна метрика Леви, причем пример, показывающий д о ­
стижимость по порядку £ оценки (I) показывает также, что оценка, 
лучшая, чем LCFj , Фр 4аС($0§%) невозможна. Доказательства 
неравенств (I) и (2) и примеры можно найти, например, в [I], гл . 
УШ, §§ 2-4. 

Целью данной работы является доказательство следующего у т -
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i верждейия.. 
Теорема. В н а ш и х о б о з н а ч е н и я х 

Для доказательства этой теоремы мы используем два новых подхода, 
первый из которых связан с уточнением (при малых'б" ) оценок с е ­
миинвариантов за счет использования свойства хребтовости харак -
теристических функций, а второй подход связан с одним обобщением 
метрики Леви. В процессе доказательства ( I ) и (2) вводятся слу -
чайные величины §* и £ 2 следующим образом: 

5 ,если \$-\ 
О .если 'Ifjl >И 

Пусть F, , F 2 , I. , | 2 - ф.р . и характеристические функции ( х . ф . ) 

5, и L ; г = F. * - F 2 . Нетрудно видеть, что &• и ? . - мат. 
1 2 * J j 

ожидание и дисперсия $• . Оказывается, что 

p ( F * , < P U < 0 6 , 

так что можно доказывать^ ( I ) и#(2) с заменой Fj на Fj • Далее 
доказывается, что х . ф . | * и | 2 ' в круге радиуса Т = J 14 
регулярны, не имеют нулей и 3 

; ( 2 ) = Ц - 2 - ^ + £ с ^ ? (5) 

где для С к справедливы оценки 
ф 1 

Ckl 4 2 Т , Ь З , ( 6 ) 

для всех достаточно малых £, . 2 

Демма I. |6"J + <5*-<l I ^ С б М . ^ , 
Доказательство. Введем случайные величины = ^ 5 
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5 2 ~ 5 2

 и ДУ с т ь 0/j , <=j , , bj _ математическое ожида­

ние, дисперсия, второй момент и ф.р. ^ . . Очевидно, что 

F<*F„ = F ,*F a = F , 

~ - i f - 1 3 =ег;; I V U 2 M , . ̂  =° » (?) 

Далее, 

a 2 |=|a 4 + a 2 |=lSaFy = | J a ) i ( F * ^ ) ! = 

+ 5 I > |5 (Т*-Ф)<к 
|X|42M IXI?M IXI42M 

IXI>2M 

2M 

^|2UCF -Ф)ах| +1* 2(F -Ф)|. 2 М |+1 \ rf<M>hCe M. 
Теперь, учитывая т о , что IU2 + т2 = I X О/г (так как = и ) 
и (7).получим утверждение леммы. • 

Так как еМ -*0 при 6->0 , т о , начиная с некоторого & , 
усеченная дисперсия dy одной из случайных величин f- , ска -
ж ем' % , будет больше % . Тогда мы имеем LCFj,̂ ) *p(F2 Ф ^ 

.Таким образом, нас интересует близость к нормаль­
ному закону только f. * 

Индекс j у всех величин., относящихся к | 4 .будем опускать. 
Мы будем также считать, не оговоривая это- каждый раз , что выпол­
нены условия типа «З̂  & С и Т >(/ . 

Заметим, что если (,С К] - некоторая последовательность,удо­
влетворяющая (6), то построенная по этой последовательности функ­
ция (5) может и не быть характеристической. Воспользуемся тем, 
что всякая х .ф . является хребтовой функцией, T . e . | ( i T ) > | | ( u + i T ) | 
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в полосе, где она аналитична. Оказывается, что условие хребтово-
сти вместе с неравенствами ( 6 ) дает уточнение оценок для С к . 

Напишем условие хребтовости для L. при М,=£Х, \Х\ 4 = 
-г а, ..-Уа. м 

1 v л л СО 

1 со (8) 

> Iеоф(иол;--oiC-^p^L3w\i+if) 1 
(заметим, что С к= , где <#к - семиинварианты - веще­
ственные) . Иногда намлбудет удобнее пользоваться условием хреб -
товости для функции | (t) = -|£(."Ь) 'j^ C"t) , которая также явля -
ется характеристической. Для Р условие хребтовости имеет вид 
(1Д/=ХХ) 

О) 

Доказательство. Из ( 9 ) следует 

Выбирая Л/ так, чтобы ,'J&U+.i) 4-1 =i' , если- С ч > 0 , либо так, 
чтобы Q.e(.J, + i)4-]=-i., если С ч < 0 (легко проверить., что такие 
jj существуют), и оценивая ряд в правой части неравенства с ис­
пользованием ( 6 ) , получим 

и это неравенство справедливо при всех 0<1 4гСТ ; 
Выбирая Z =&^Т (при этом можно считать, что предыдущее 

ограничение на X выполнено), имеем 

|С Ч I 4 С у' (Ю) 

Действуя аналогично и учитывая (10), получим для С е оценку 
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I C j V C l f ' + J*} при всех 0 < T U . Полагая 
% =(5 , / ч Т , получим „ 

' < „ . С & 
1С, l> U j4 • • ( П ) 

Перейдем теперь к оценкам IС31 и 10д I . Используя (8) при 
об = 4 и привлекая (10), получим 

ж 3 ^ С { Л % ^ + ̂ - 5 ] при -СТ*т*СТ . 
Выбирая Т равным либо <3 I , либо -<6^\ , в зависимо­

сти от знака Щ , получаем 
IcJ =С laeJ^C-y--

Аналогично для 0S . используя дополнительно (II), имеем 

что дает при % = < э ^ Т 

lcsl 4 О J3-' (12) 

Для |СЭ| теперь можно получить оценку 
, , П( б2 , erm , <*У , )Т|31 
| с 5 | 1 ттГ + Т " + ~ Т ~ " Т ^ ' 

откуда при I имеем 

| С 3 1 4 С т - (В) 

Утверждение леммы содержится в (10),(Г2),(13). 

Используя утверждение леммы, оценим 2 1 С t I приЦ,|*« Т ; 

| | с / 1 4 C( f - 2 Itf + f t 4 + ^ Itf + f 2 1 1 3 | . 

Для разности х.ф. можно получить оценку , 

е""г'1«ч>1|^"Н1«*"г Itf ир tс ^ - ] * 
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ь у & при It'l̂ L'S' I • Используя 
теперь неравенство Берри-Эссеена 1 

при получим 

S 
Неравенство (3) доказано. 

Для т о г о , чтобы получить ( 4 ) , нам придется воспользоваться 
еще одним подходом. 

Пусть VIX) - ф . р . , GiX) - функция ограниченной вариации; 
рассмотрим |_СF, G) = щ [Ь •• fix -ho - Ь 4 G (X) 4 Fc X + tv) + (г, 
при всех Я>] . Ясно, что если G ( 0 0 ) - ф . р . , то |_(F,b) - метрика Ле­
ви. Легко устанавливаются следующие свойства L(F,G) . 

Если F, Н , й - ф . р . , G - функция ограниченной вариации, то 

a) L (F ,HHL(F ,G) + LO! ,G) , 
о) L ( F , G U $up\F(x)-Gix)\, 
& L ( F * H , & * H ) 4 L C F , & ) ? 

<b LCF,R) ^ L C F * H , & * H V 2 L ( E , H > L C R , 0 ) , 

где E -- вырожденное распределение. Свойства %) и d) дают в о з ­
можность установить оценки для L через преобразования Фурье -
Стнльтьеса. 

Пусть F(&) ) ф.р. - функция ограниченной вариа -
чин. f(t) и Ч(Ч преобразования Фурье-Стильтьеса F(X) и ( ? ( £ ) .Для 
любого Т>0 т 

№ е ) « я Ц # + i a ^ ] . L C B,6) 

. ир,кнюМ^щ+ие,б>, (14) 
где A(f,0) = | W f ' ^ " ^ , К<0 , ^ зависит лишь от Vor &, 
а Юа - лишь от ^ и Yar G- • 

Доказательство этих неравенств аналогично доказательству 
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оценок метрики Леви ч е р е з х а р а к т е р и с т и ч е с к и е функции, к о т о р ы е бы­

ли получены В.М.Золотаревым [2]. # 
Без ограничения общности можно с ч и т а т ь , ч т о И?,, =0 .Име­

ем л * , - 2 1 2 ™ к , 

{Д>-«ч>1-^* Lit}, 
г д е С к у д о в л е т в о р я ю т неравенствам леммы 2 и (6), и хотим о ц е ­

нить LCR ,ф<) , г д е Ф| - ф . р . нормального закона с п а р а м е т р а ­

ми 0 и & 2 . 

Выберем, в к а ч е с т в е G(X) следующую функцию: 

Я с н о , ч т о $(t)=e2 0 + " $ * э ) =e"?5_C't +C3t*) . После н е с л о ж ­

ных вычислений получаем , ч т о щэи 11| ^ С ^ Т 

l?*-ijkCe~ -^Hbs't'). (is) 

Для т о г о , ч т о б ы оценить |_(.Ф(,G) , мы должны найти такие к , ч т о 

при в с е х X 

[х-к) - к 4 G (.я) ф, ( х + к) + к. 
Рассмотрим правое н е р а в е н с т в о ( л е в о е решается а н а л о г и ч н о ) , к о т о ­

р о е мы перепишем в таком в и д е : , 

ьУ№ ..... х 

Лемма 3 . П р и 0 <2< | • в к а ч е с т в е р е ш е 

н и я н е р а в е н с т в а 

''о 
м о ж н о в з я т ь k = KS , г д е К - н е к о т о р а я 

а б с о л ю т н а я п о с т о я н н а я ( в д а л ь н е й ­

ш е м б у к в о й К м ы б у д е м о б о з н а ч а т ь 

и м е н н о э т о ч и с л о ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в у о ч е в и д н о . 

Положим Ь = -§ф- |^| .„ Л 
Лемма 4 . П р и у с л о в и и 2вК {\М Jtf) < j 

в е.,л и ч и н а \ьо = &К\Ь\Щ-£ я в л я е т с я р е ш е н и -

е м ( 1 6 ) . ^ 

1 3 1 



Доказательство 
I) Пусть |XI>W4 to^/k .Тогда имеем 

и утверждение леммы для этих X доказано. 
2) Пусть теперь |Х| 4> <З^Ц £оС| л/& '. Мы докажем, что 

является решением неравенства 
x4v 

или, что экви%алеятяо, ^ 

Заметим, что, если является р'ешением не­
равенства (v V 

то, при условии 2 е И # ( Ц £ Г < 4 , это к является и 
решением(Т7).Действительно, 

К-0 • _SESf 

e , так как -g-^ 

Тот факт, что lv0 = eKI&l loCjf % является решением (18), следу­
ет из леммы 3. 

Теперь мы можем доказать (4). Рассмотрим три случая. 

. I)в г * Т ' И и 2Ke#(4*j/er)%

 ( i 9 ) 

Воспользуемся оценкой (14) при ^=3 . Первое условие из (19) и 
(13) гарантируют то, что Д/аг G ^ C . а следовательно^ и Ф 2 ^ С . 

и это же условие вместе с оценкой (15) дает j ^ * ) J ^ ^ _ C ^ . 

Второе условие позволяет нам воспользоваться леммой 4. В итоге ма 
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имеем 

2) He выполнено хотя бы одно из условий (19), но &• у • * 
В этом случае мы будем пользоваться оценкой L(F,H)^ С m>CU£ 
§>ц(М)} • гд-е F,H - ф.р., J34(F"), РЧСН) - четвертые момент 
F И Н •• Эта оценка является аналогом оценки L(F,H)^ С Wftocje'p , 
<э^у/з , где (̂р и •З'н - дисперсии F и Н • Имеем 

При нарушении неравенства * ^ | У~\ имеем 

t ^ i f ^ f . c i T Y i C T 1 * : . . 
При невыполнении С ̂  С̂ '"̂ ")' < ^ имеем, с учетом (13) и ус­
ловия &>j 

и, следовательно, 

4 *--#т>с-

3) При б <=р неравенство L < С пгОЛ/тЯ'р; % } дает 
L-^rCT <• СТ"^ 2 . Неравенство (4) доказано. 

Внимательный читатель, конечно, заметил, что возможности как 
первого, так и второго метода использованы не до.конца. И дейст­
вительно, можно получить оценки, лучшие, чем (3) и(4). Но, к со­
жалению, сколько-нибудь окончательных результатов получить не 
удается и, чтобы не перегружать эту работу выкладками, мы оста­
новились именно на оценках (3) и (4). 

В заключение пользуюсь случаем поблагодарить В.М.Зслотарева 
за постоянное внимание к работе. 
1 Литература 
I. Л и н н и к Ю.В. . О с т р о в е к и й И.В. Разложения слу­

чайных величин и векторов.,М.,"Наука",1972г. 
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2 , З о л о т а р е в В.М. Оценки различия распределений в м е т ­

рике Леви. - Труды Матем.ин-та и м . В . А . С т е к л о в а , 1 1 2 , 1 9 7 1 , 2 2 4 -

2 3 1 . 

On a c c u r a c y ° f s t a b i l i t y e s t i m a t e s f o r H . C r a m e r ' s t h e o r e m 

V . Y . S e n a t o v 

Suppose t h a t p(. b( * R, ,Ф)=£ where Ф d e n o t e s t h e s t a n d a r d 

normal d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n and i s a s y m b o l o f c o n v o l u t i o n s ; 

l e t p and 1_ d e n o t e t h e u n i f o r m and L e v y m e t r i c s r e s p e c t i v e l y . 

The i n e q u a l i t i e s (3) and ( 4 ) p r o v e d i n t h e p a p e r i m p r o v e t h e 

N . A . S a p o g o v ' s i n e q u a l i t y ( I ) and V . M . Z o l o t a r e v ' s i n e q u a l i t y 

( 2 ) r e s p e c t i v e l y . Our a p p r o a c h i s b a s e d upon a more p r e c i s e e s ­

t i m a t i o n o f s e m i i n v a r i a n t s b y making u s e o f t h e " r i d g e " p r o p e r ­

t y o f c h a r a c t e r i s t i c f u n c t i o n s and a g e n e r a l i z a t i o n o f L e v y m e t ­

r i c . 
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