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ВВЕДЕНИЕ 

Понятие /-структуры ранга г на дифференцируемом много­
образии Мп введено Яио в 1961 году [65]. В силу определения,. 
данного Яно'[24], [65], [66], /-структура ранга г на Мп опре­
деляется заданием тензорного поля / типа (1.1) такого, что 

/3+/ = 0 
и ранг аффинора / всюду на Мп равен г. Вскоре после работ 
Яно начались многочисленные исследования многообразий, 
снабженных /-структурой, а также подмногообразий в них, И в 
настоящее время интерес к исследованию /-многообразий не 
ослабевает. Обзоры работ, посвященных изучению многообра­
зий /-структуры, были опубликованы в сборнике ИНТ [2], [15], 
[22],{23]. 

При изучении (/£т]р) -структур на дифференцируемой много­
образии Мп [12], [21] было установлено, что /-структура яв­
ляется подклассом (fif]p) -структуры. В классификационных 
таблицах, приведенных в работе [21], /-структуры занимают 
особое место (они заполняют последнюю клетку каждой стро­
ки таблиц). 

В настоящей работе основные результаты, полученные при 
исследовании дифференцируемых многообразий, снабженных 
/-структурой ранга г, изложены на основе теории полей гео­
метрических объектов на многообразиях, основанной Г. Ф. Лап­
тевым 13], ![4] и продолженной его учениками [2], [12], [14], 
[16]. 

В § 1 даны основные понятия, необходимые для исследова­
ния многообразий /-структуры, указана связь /-структуры с 
я-структурой, а также с (/grip)-структурой на Мп. Указаны 
основные свойства линейного оператора fx, определенного 
структурным аффинором / в векторных пространствах Тх (Мп) 
многообразия Мп. Особо выделены нормальные /-структуры на 
Mn. 
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В § 2 приведены основные геометрические факты, получен­
ные при исследовании реперированных /-многообразий. 

В § 3 приведено доказательство теоремы о ТОМ, ЧТО на мно­
гообразии Мп реперированной /-структуры при дополнительном 
«оснащении объектом {A}, присоединенным к Dn

2, определяется 
внутренним образом симметрическая аффинная связность. Ука­
заны явные формулы, определяющие компоненты объекта этой 
•связности. 

На протяжении всего изложения индексы приобретают сле­
дующие значения: i, / , . . . -= l, 2 , . . . , п; а, Ь,. • • — 1, 2, . . ., г; 
а, р,. . .= / •+! , г + 2 , щ а, т,.. .—п+1, п + 2,..., 2п—г; 
I, К,. • • = .1, 2,. . . , n, п+ 1, . . . , 2п—г. 

Автор благодарит профессора Н. М. Остиану за научные 
консультации при написании обзора. 

§ 1. МНОГООБРАЗИЯ /-СТРУКТУРЫ 

1. Основные понятия. Пусть Мп—n-мерное дифференциру-
*емое многообразие класса с°°. Локальные координаты текущей 
точки х некоторой окрестности UczMn обозначим к*. Над окре­
стностью U определяются формы 

w' — a/dx;(det| |a/| |-£0). 
являющиеся структурными формами многообразия Мп. Извест­
но [5], что при помощи форм со' над окрестностью U можно по­
строить последовательность линейных дифференциальных форм 
о/, (al

jk, . . . , обладающих расслоенной структурой [4] по отно­
шению к базовым формам: 

d^-оУД©,-, ,. ^ 
daji=()iJ

k/\atl
i-J

rallA(i'ijk- ' 
•В фиксированной точке x6M« формы 

являются инвариантными формами дифференциальной группы 
•порядка s(.5 = 1, 2, ..•) [2], [5]. 

В слоях касательного расслоения порядка $ Ts (Mn) группа 
•Dn

s представлена как группа преобразований репера \eh eillt,... 
[х х 

В частности, D,tl с инвариантными формами &/ представлена 
в слоях касательного расслоения первого . порядка Т (Мп) как 
группа преобразований репера \et 1, Dri

2 с инвариантными фор­

мами ш/, и..—-как группа преобразований локального вектор-

96 



ного репера Ieh etX: 
—> — —> 

бе, =-= atJep 

{to} - { t o } _ - > • _ - > (1.2) 
Ьеч = ю* eft + afe,,г + co/е.,.. 

д: -г х д: 

Над дифференцируемым многообразием Mn возникает [5] 
бесконечная последовательность главных расслоенных много­
образий М\, М\ . . . , у которых общей базой является исход­
ное многообразие Мп, а структурными группами— дифференци­

альные группы Dn, D7i , . . . , соответствующих порядков. Изве­
стно [5], что с многообразием Мп" ассоциируются различные 
присоединенные расслоенные пространства, базой которых яв­
ляется Мп, а слоями — пространства представления группы £>„". 

Г. Ф. Лаптев и H. М. Остиану (см. [2], [9], [12]) ввели на 
дифференцируемом многообразии Мп понятие дифференциаль­
но-геометрической структуры. Дифференциально-геометрической 
структурой на Мп называется заданное на Мп поле некоторого 
геометрического объекта, присоединенного к некоторой группе 
Ли, в частности, к дифференциальной группе D / порядка s. 

Одним из примеров дифференциально-геометрических струк­
тур первого порядка на Мп является (/grip) -структура, введен­
ная Н. М. Остиану. (fi-Tip)-структурой на дифференцируемом 
многообразии Мп [12] называется расширенная дифференци­
ально-геометрическая структура со структурными объектами 
f, iu, т|", р,Л (и, v,... п+1,..., п+р) компоненты которых 
удовлетворяют следующим соотношениям: 

/ , V = -Р«Л:Л //-it"- - (VV-
i'u i'w vu i bit 41 • 

2. Понятие /-структуры на М„. 
1. О п р е д е л е н и е 1. /-структурой ранга г на дифференци­

руемом многообразии Мп называется дифференциально-геомет­
рическая структура первого порядка, заданная полем тензора 
/ типа (1.1), компоненты которого удовлетворяют следующим 
конечным соотношениям: 

f + f - 0 (1.3) 
и ранг аффинора Ц/|| постоянен на Мп и равен г (0<r{le}n). 

Известно [66], что если / — тензорное поле типа (1.1), ком­
поненты которого удовлетворяют соотношениям (1.3), то ранг 
аффинора ||/|| является непрерывной и целочисленной функцией 
на М„. 

Многообразие Мп, снабженное /-структурой ранга г, назы­
вается /-многообразием или многообразием /-структуры г. 
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Если rang [|/||---r=-n, то матрица ||//|j невырожденная.. 
В этом случае из (1.3) следует, что /-=•--—/, а следовательно,. 
Мп снабжено почти комплексной структурой (см. [2], [68])_ 
Очевидно, что при этом п — четное число. 

В настоящей работе мы Исключаем из рассмотрения случай,.. 
когда г = п, т. е. не будем рассматривать многообразие ПОЧТИ 
комплексной структуры. 

Итак, в дальнейшем будем предполагать, что 0 < r < n . 
Дифференциальные уравнения поля структурного объекта 

II/У И имеют следующий вид: 
d / / - / > / + / / o V - = / > f t . (1.4) 

Величины fl
Jk в общем случае не симметричны по нижним индек­

сам. 
Вопрос о существовании дифференцируемых многообразий,, 

оснащенных /-структурой ранга г, решен. Показано, что f-струк-
тура ранга г возникает на нормально оснащенных подмногооб­
разиях, вложенных в многообразия с определенными дифферен­
циально-геометрическими структурами первого порядка. 

Н. М. Остиану и автором настоящей статьи в работе [15] по­
казано, что на подмногообразии в многообразии (fgi-p)-струк­
туры при специальном выборе нормального оснащения индуци­
руется /-структура определенного ранга, /-структура индуци­
руется также на нормально оснащенных подмногообразиях мно­
гообразия почти контактной структуры (см., например, [15] .. 
[22], ;[23])., а также на подмногообразиях многообразия почти. 

комплексной структуры (см., например, [13], [69], [53], [44])-
2. Продолжив систему дифференциальных уравнений поля 

структурного объекта {//} (см. (1A)), получим дифференциалы 
ные уравнения для величин { / j j : 

v/w^+W, ==/>'• (i.5> 
где fl

Jnl симметричны по индексам к и /, т. е. Pjhc=f\lk-
• Система величин {//, rfl

Jk) образует геометрический объект., 
присоединенный к D,,2—структурный объект первого порядка 
/-структуры на Мп. Его компоненты удовлетворяют соотноше­
ниям (1.3) .и •••••••• • 

/ j , / / /^+ / / / / A / m '+ / / / / / ;„ f t =o . (i.6> 
При последовательных продолжениях (1.5) получим диффе­

ренциальные ..уравнения продолженных структурных объектов. 
порядка р(p— l, .2, . . . ) , . , 

{//> 'fjk> fjktki, • • •> fjkrh.^k^ . (1.7) 

кбШ^гъХ^/^}к^,.^ь'х-^^5;<р) симметричны по индексам klr 
, , , . . , , : ^ , - . . ' . . , , . . - • . • - , . . . • • . - . • • • • • 

к>11 • • • 1 к - • 
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Продолженный структурный объект (l.7) присоединен к диф­
ференциальной группе D^+l. Соотношения, которым удовлетво­
ряют продолженные структурные объекты, получаются последо­
вательным дифференцированием (1.6) с учетом соответствующих 
дифференциальных уравнений. 

Бесконечная последовательность продолженных структур­
ных объектов исследуемой f-структуры ранга г, заданной на 
дифференцируемом многообразии М„, определяет всю геомет­
рию этой структуры. 

3. я-структура, индуцированная на f-многообразии. 
1. Так как в каждой точке х многообразия Мп ранг аффи­

нора II/YII равен г (0<г<п), то с точностью до нумерации 
можно считать, что 

det || / у || =£0. (1.8) 

* Следовательно, существует обратная матрица | |Д а | | матри­
цы | | / s

a | | : 
ЛаА6 = 0Л Лв/С--=6Л (1.9) 

При этом для элементов матриц | | / / | | и | | / 6 ° | | выполняются 
следующие равенства: 

/£ = /«/>/£• (LW 
Продифференцировав (1.9) с учетом (1.4) и воспользовав. 

шись (1.10), получим: 

* 
Из (l.ll) следует, что величины {/,/} образуют вместе 

с {//} самостоятельный геометрический объект. 
Введем теперь систему величин: 

" 2 — - / « - / ? ' (1.12) 
которая, очевидно, удовлетворяет следующей системе дифферен­
циальных уравнений 

dWZ-Wfaab + W^ + aZ-WtW^l-W"^- (1-13) 
Следовательно, величины W* определяют геометрический объект, 
присоединенный к Dn'. 

Рассмотрим теперь следующие системы величин: 
wHw«n2T": < 1 л 4 ) 

,lv-, при t=a, 
которые удовлетворяют дифференциальным уравнениям: 

(WS-WjQl + Waln/^W'ajCoJ, (1.15) 
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где 
9аА = «>а6 + ̂ > * . (1A6) 

Формы (1.16) удовлетворяют уравнениям: 
<*ев- = ев-лев-+а>'ле»,. (1.17) 

где 

Bbal=< + W%l<& + W%Cubat. (1.18) 
Из (1.17) следует, что формы Qa

b имеют расслоенную структуру 
по отношению к базовым формам со' и при фиксированных пара­
метрах х1 на Мп формы 

eZ—e/U.-
подчинены структурным уравнениям: 

^ё---=ёавлёд (Г 19) 
Следовательно, формы еа

й являются инвариантными формами 
некоторой линейной группы. Обозначим эту группу через Dn< г. 

Из дифференциальных уравнений (1.15) следует, что величи­
ны WJ определяют геометрический объект, присоединенный 
к группе LV XD'n, г с инвариантными формами со/, Qb

a. Поле 
этого геометрического объекта определяет на Мп распределение 
r-мерных линейных элементов [7], [14]. Обозначим это распре­
деление через W, а его элемент в точке xQMn через Wx. В силу 
принятой терминологии [7], [8], геометрический объект WJ 
будем называть структурным объектом или фундаментальным 
объектом нулевого порядка распределения W. 

В каждом слое Тх(Мп) касательного расслоения многообра­
зия Мп распределение W определяет г-мерную плоскость, про­
ходящую через центр слоя и натянутую на r-линейно независи­
мых векторов: 

Ea — WV-V (1.20) 

Плоскость Wx определяется системой уравнений 
xt = Wa

lt*, (1.21) 
•где х1 — текущие координаты точки x(VW„, а ..-—-параметры. • 

Величины Wa] удовлетворяют следующей системе дифферен­
циальных уравнений (см. [14]): 

' • dWi
aj-Wi

t>;B!'a~Wl
aia/ + W!

aj<s>l
l-

, -WXj + WaWtJ = Wl
aJk^. (1.22) 

Из (1.15), (1.22) следует, что , {Wa
j, №•-/} есть геометрический 

объект — фундаментальный объект первого порядка распреде-
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ления W. При последовательных продолжениях (1.22) получим 
последовательность вложенных друг в друга фундаментальных 
объектов распределения W: 

Построим следующую систему величин: 

rl
ab-\{Wl

aJWbi-Wl
bjWai), (1-23) 

аг1аь-г№-гЬй + г>НгЪк<ь*. (1.24) 
Система величин г1

аЬ образует геометрический объект, присое­
диненный к группе Dn'xD'n,r. Этот объект будем называть 
объектом неголономности распределения W. 

Известно, что тождественное обращение в нуль всех компо­
нент объекта неголономности выделяет класс распределений, 
называемых голономными или интегрируемыми. В случае го-
лономности распределения W, многообразие Мп расслаивается 
на (п—г)-параметрическое семейство r-мерных поверхностей, 
огибающих (n—r)-параметрическое семейство элементов рас­
пределения W. Каждый элемент Wx распределения W касается 
соответствующей .--мерной поверхности в своем центре. 

2. Определим теперь дифференциально-геометрическую 
структуру на распределении W. В силу определения, данного 
Н. М Остиану [12], дифференциально-геометрической структу­
рой на распределении линейных элементов на дифференцируе­
мом многообразии Мп будем называть заданное на Мп поле 
геометрического объекта, присоединенного к группе, которая 
представлена в элементах распределения как группа преобра­
зований векторного репера. 

На распределении W определяется внутренним образом диф­
ференциально-геометрическая структура, если на Мп определе­
но поле геометрического объекта, присоединенного к группе 
D'n , , компоненты которого охвачены структурными объектами, 
продолженными структурными объектами /-структуры, 

Рассмотрим систему функций 
o i v - - / ^ * ' . (1-25) 

Дифференцируя (1.25), получим 
d^b

a - %aBb
c + Ч'/е-я = lift©', (1 -26) 

а следовательно, {ф4
й} —геометрический объект, присоединен­

ный к D'n,. 
Компоненты геометрического объекта {tyb

a) удовлетворяют 
следующим соотношениям: 

^ а Ф / - - 6 с
а . (1.27) 
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Следовательно, поле геометрического объекта tyba является 
внутренне присоединенным полем структурного объекта почти 
комплексной структуры (см., например, [2]) на распределении 
W в f-многообразии Мп. 

Из ЭТОГО следует, ЧТО размерность элементов распределения 
W, а значит, и ранг матрицы ||/у|1 всегда четная, т. е. в каждой 
точке хШп dim Wx=r~2rn. 

В случае ГОЛОНОМНОСТИ распределения W, получаем (n—г)-
параметрическое семейство r-мерных поверхностей. Каждая по­
верхность этого семейства несет почти комплексную структуру 
[66]. 

Таким образом, на дифференцируемом многообразии Мп 
/-структуры ранга г индуцируется распределение r-мерных ли­
нейных элементов, которое снабжено почти комплексной струк­
турой со структурным объектом {-|V} (см. (1.27)). 

3. Р а с п р е д е л е н и е е. Рассмотрим систему величин: 
л»/-=/»1//+в/. О'28) 

Величины т/ удовлетворяют следующей системе дифферен­
циальных уравнений: 

dm]l — ml
i<ujl + m]

l(iyl
i=ml

Jk<£)k. (1.29) 

Тензор (1.28) в /-многообразии впервые был введен Яио [66]-
Он показал, что компоненты объектов / и т подчинены следую-
щим соотношениям: 

j j W = 0 , m / j V - 0 . (1.30) 
Соотношения (1.30) получены из равенств (1.3) с учетом (1.28)-
Так как ранг матрицы | | / / | | равен г, то из (1.30) следует, 
что ранг матрицы \\tn/\\ равен п — г. В силу выполнения усло­
вий 0 < г < « , матрица || т/1| — ненулевая. 

Из равенств (1.12) и (1.30) следует 
mb*=W?n&. (1-31) 

Элементы каждого столбца матрицы \\т/\\ примем за координаты 
векторов в Тх(Мп): mi=ml

1eJ. При этом равенства (1.31) можно 
записать в векторной форме: 

mb=-W%ma. (1.32) 
В связи с тем, что ранг матрицы \\ш/\\ равен (п.— г), суще­
ствует (п — г) линейно независимых векторов-столбцов. Из (1.32) 

— > — * • 

следует, что векторы tna=mi
ael линейно независимы в Тх(Мп). 

Введем обозначения: 
. . . 6 J - < ; (1.33) 

При этом 
V^-ma

lK = ^ J - (L34> 
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Рассмотрим формы: 
e i W ; — WVa . (1.35) 

ЭТИ формы [14] имеют расслоенную структуру по отношению 
к базовым формам со': 

^ = е £ Л в $ + ©'ЛеР(. (1.36) 
где 

0&i --- о>&| — W"£,G>S — W-̂ coSi. (1.37) 
•Следовательно, формы о£ == G« | (,,г„0 являются инвариантными 
(формами некоторой линейной группы OL(ii — r,R). 

Величины (1.34) подчинены следующим дифференциальным 
уравнениям: 

а следовательно, е^ является геометрическим объектом отно­
сительно группы Dn'XGL(n, — r, R). Поле этого геометриче­
ского объекта определяет на Мп распределение (п.—г)-мерных 
линейных элементов, каждый элемент которого натянут на (п — г) 
линейно независимых векторов &а = та. Обозначим это распре­
деление через 8 и его элемент в точке х£Мп через ех. Эта 
плоскость определяется системой уравнений 

Л'-=в^а , (1.39) 
где л.'—-текущие координаты точки xQ.Mn, а sa—-параметры. 

При этом группа Ql(n~r, R) представлена как группа 
преобразований векторов ка: 

бва-вЙ- О-40) 
X X 

Объект {Й^} называется структурным объектом или фунда­
ментальным объектом первого порядка распределения s. 

При продолжении (1.38) получим 
^-"^ol-^^Z-l-^^Z-^y+^b^8»//^- (L41) 

Объект (е^, в*.} называется фундаментальным объектом перво­
го порядка распределения s. 

Система величин 

.где 
dr^-Wl-r^ + rLfof-r^f, (1.43> 

образует геометрический объект, присоединенный к группе 
Dn-XGLtn—r .R) и являющийся объектом неголономности рас-
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пределения е. При тождественном обращении в нуль всех ком­
понент объекта неголономности, распределение 8 расслаивается 
на ."-параметрическое семейство (n—г)-мерных поверхностей,. 
огибающих /--параметрическое семейство элементов распределе­
ния е. 

4. Векторы {Еа, &а) линейно независимы, а следовательно, 
образуют векторный репер в касательной плоскости ТХ(М„) [14].. 
В связи с этим распределения W и е определяют на многооб­
разии Мп я-структуру. 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема 1. /-структура ранга г на дифференцируемом 

многообразии Мп индуцирует я-структуру, определенную рас­
пределениями W и е. 

Пара распределений W и в определяет на многообразии Мп 
/-структуры неголономную композицию [l] . 

В случае голономности распределений W и е на дифферен­
цируемом многообразии Мп я-структуры ранга г получим ком­
позицию А. П. Нордена (см. [И]), определенную этими рас­
пределениями. 

— > — * • 

Так как векторы {Еа, ва} линейно независимы, то 

фО 

и можно ввести обращенные объекты Wt
a, 

дЫН Wf* 

oCI. -

dWa
l 

дЫН 

К 

(1.44> 

(1.45> 

(1.46) 

такие, что 
dWf-WfuJ + Wftf == W},(ui, (l .47)-

ds«—е«ш^ + бРб̂  = е«.соЛ (1.48) 
Уравнения (1.47) определяют поле геометрического объекта, 

присоединенного к Dn' X Dn.n а (1.48)— поле геометрического 
объекта, присоединенного к Dn' xOL(n — r, R). Очевидно, что' 

* * 
поля геометрических объектов {Wг

й}, {е*} определяют, соответ­
ственно, те же распределения s и W. 

* * Компоненты величин Wa
L, з1

а, W е« связаны следующими, 
конечными соотношениями: 

WJWf' • 6 * -£-•?- -6£." Wa
laf=0, 

wtx---О, WfWJ+zfb^bj. (1.4Э> 
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Тензор 
Р/ = 8/ - 2WaWf = - 6/ + 2^Jf (1.50). 

является структурным объектом я-структуры на Мп, опреде­
ленной распределениями W и е. 

Компоненты тензоров 

U/-^WaW°, 'И/ = в^- (Г51). 
удовлетворяют следующим соотношениям: 

.. Ш.----.П, ' K W O , Ц'П = 'ПП--=0, П + ' П = / . (1.52) 
Из (1.52) следует, что операторы П и 'П являются операторами 
проектирования на плоскости W и в, соответственно. 

Хорошо известно, что с /-структурой, заданной на многооб­
разии Мп, ассоциируется пара распределений, возникающих при 
проектировании векторов в Тх(Мп) с помощью операторов m/ 
(см. (1.28)) и 

/ / — - Л ' / / ' . (L53). 
Заметим, что 

Формулы (Ll4), (1.13) определяют охваты структурных объек­
тов этих двух распределений L и М, соответственно. Это и* 
вскрывает геометрический смысл построенных объектов {WV}, 
М-

4. Поле линейного оператора / на Мп. Известно, что вся-
кая квадратная ненулевая матрица размерности n x n опреде­
ляет линейный оператор в n-мерном векторном пространстве 
В связи с этим, в каждой точке х£Мп матрица | | / / | | , индуци­
рованная структурным объектом {//}, /-структуры ранга г 
на М„, также определяет линейный оператор в n-мерном век­
торном пространстве Тл. (Мп). Обозначим этот линейный опера­
тор через / , , На Мп при этом определяется поле линейного 
оператора /-•• IJ / v , 

Х£Мп 
Укажем теперь основные свойства поля линейного оператора 

/, порожденного полем структурного объекта {f^} /-структуры 
на Мп. 

\) В каждой точке хШп ранг линейного оператора fx равен 
г, а дефект— (n—r). 

2) В каждой точке х(*Мп (n —г)-мерное векторное прост­
ранство ьх элемента распределения s под действием линейного 
оператора fx отображается в нулевой вектор, т. е. для любого-
вектора Хх&,х /^(Х^ — О. 

3) В каждой точке хШп r-мерное векторное пространство 
Wx элемента распределения W является инвариантным вектор-
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ным пространством относительно действия линейного операто­
ра fx-

4) В каждой точке х&Мп образом линейного оператора fx 
является г-мерное векторное пространство Wx элемента pac-
"лределения W, а ядром линейного оператора fx является (п—г) -
мерное векторное пространство гх элемента распределения е. 

Следовательно, lmfx=Wx и Кег/.,—е~. 
Т е о р е м а 2. В каждой точке хВМп линейный оператор fx 

в Мп имеет (n—г) ненулевых собственных значений и т мнимо 
сопряженных собственных значений [41]. 

Для нахождения собственных значений линейного операто­
ра fx в Тх(Мп) выберем векторный базис, векторы которого 
удовлетворяют следующим условиям: 

Аве№,. Ла&„ (1.54) 
— > • — > — > • — > — > • — > • 

Am+1 — / A l » A n t + 2 : = = / A 2 > • " > •"r = /-"ra' 
где 2тфг. Такой репер назовем адаптированным репером f-
•структуре ранга г на.-Wn. Относительно такого репера собст­
венные значения линейного оператора fx определяются из урав­
нения: 

А,"~г0-2+1)™-0. (1.55) 
Из (1.53) следует, что собственными значениями линейного опе­
ратора fx ЯВЛЯюТСЯ %1 = %2= • • • =hrn = i, --WH-1 •--••Wf-"— • • • — К = 
•"-• — I , . V + l = A r + 2 = '• • • •-=Лп .-=0. 

Очевидно, что линейно независимые собственные векторы, 
отвечающие нулевому собственному значению, образуют век­
торный базис в элементе распределения е, а линейно независи­
мые собственные векторы, отвечающие собственным значениям 
г и —i, лежат в плоскостях распределения W. Обозначим через 
я распределение m-мерных плоскостей, каждый элемент 
которого натянут на собственные векторы, отвечающие собсг 
венному значению I, а через л — распределение т-мерных плос­
костей, каждый элемент лх которого натянут на собственные 
векторы, отвечающие собственному значению—г. Распределе­
ние л сопряжено с я и элементы этих распределений лежат 
в плоскостях Wx, причем Wx = nx©nx [41], [58]. Следовательно, 
.доказана теорема. 

Т е о р е м а 3. В многообразии Мп /-структуры ранга г 
•определяются распределение 8 (п—г)-мерных линейных элемен­
тов, распределение л т-мерных линейных элементов и распре­
деление я, сопряженное с л, причем Tx(Mn) — e,x®Wx — Bx® 
Фпх®пх. • 

Т е о р е м а 4 (Мишра [41]). Необходимым и достаточным 
условием задания /-структуры ранга г на дифференцируемом 
многообразии Мл. является задание на Мп Зя-структуры, рйре-
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деленной распределением it комплексной размерности т, 
распределением я (я комплексно сопряженное с я) и распреде­
лением 8 действительной размерности (и—г). 

Доказательство этой теоремы приведено в работе [41]. 
Мишра [41] нашел собственные значения и собственные 

векторы линейных операторов 1Х и тх, определенных, соответст­
венно, матрицами \\1Д (см. (1.53)) и \\т3Ц\ (см. (1.28)). 
В частности, показано, что собственные значения линейного 
оператора 1Х определяются решением уравнения 

а собственные значения линейного оператора тх — 
Кг(% —1)'--- — 0. 

В работе [42] найдены связи между собственными векторами 
линейных операторов 1Х и тх> а также тх и /х. 

5. (/'ЯР)-стРУктУРа> индуцированная на /-многообра­
зии М„. Геометрические объекты '£*, г1

а, определенные внут­
ренним образом на /-многообразии и присоединенные к группе 
Dn y,GL{n~r, R), вместе co структурным объектом / / 
/-структуры становятся структурными объектами (/&Г|р)-струк-
туры на Мп. Действительно, из формул (1.14), (1.33) и ра­
венств (1.3), (1.49) следует 

/ / / / = " - - / + {>?. (1-56) 

Т е о р е м а б. Заданная на дифференцируемом многообразии 
Мп /-структуры ранга г определяет на нем внутренне присоеди­
ненную (/|rjp) -структуру ранга г и коранга 0. 

В работе [21] введено понятие рода (f|i-.p)-структуры. 
В данном случае индуцированная (fiiip) -структура на f-много-
образии — рода (г, п—г, г, 0). 

Если r--=n—1 (n — нечетное число, то а принимает лишь 
•одно значение: а = п. При этом равенства (1.56) примут вид: 

////--°7+§Л;Л 
//4=0, /Д"—0, №==1. (1 -57) 

* И З (1.57) следует, что геометрические объекты ff, en-, &in яв-
.ляются структурными объектами почти контактной структуры 
на Мп [18], [22]. 

Т е о р е м а 6. Заданная на дифференцируемом многообразии 
•Mn (n—-нечетное число) /-структура ранга г—п—1 определяет 
.на нем внутренне пр исоедйненцую почти контактную структуру. 

102 



6. Нормальные и интегрируемые /-структуры на Мп. 
\. Тензор 

n.b-ffAi-Ufn-fj'Hj-f1»)/? О-58» 
называется тензором Нейенхейса аффинора {//} f-структуры 
ранга г на Мп [2], [22]. Используя тензор Нейенхейса в работе 
{35], Яно и Исихара указали необходимые и достаточные усло­
вия, при выполнении которых распределения е и W становятся 
интегрируемыми. 

Т е о р е м а 7 [35]. Необходимым и достаточным условием ин­
тегрируемости распределения 8 является выполнение условий 

n.jkmifmt* = 0 (1.59) 
или эквивалентно 

/i
mftyAm/'m/i--0. (1.60) 

Действительно, при выполнении одного из равенств (1.69) 
или (1.60) тензор неголономности г«р (1.42) распределения & 
тождественно обращается в нуль. Верно и обратное утвержде­
ние, если Гав равен нулю, то выполняются равенства (1.59) и 
(1.60). 

Т е о р е м а 8 [35]. Необходимым и достаточным условием 
интегрируемости распределения W является выполнение одного 
из условий: 1) m/«jft — 0, 2) mfrbW**0' 3) •ml

ln.tlhfm
lf,k^0-

Т е о р е м а 9 ![35]. Необходимым и достаточным условием 
интегрируемости обоих распределений « и f является выпол­
нение условий: 

njft — i/rtU/"V+ftL^m«V + ftLw/*V. (1 -61> 
Отсюда следует, что распределения е и W в /-многообразии 

определяют композицию A. П. Нордена тогда и только тогда.. 
когда выполняются равенства (1.61). 

Мишра в работе [41] нашел необходимые и достаточные 
условия интегрируемости распределения я-комплексной размер­
ности т и зг-комплексное сопряженное с я. 

2. О п р е д е л е н и е 2 [66] (см. также [35], [44]). Если рас­
пределение W интегрируемо и почти комплексная структура ф 
интегрируема (т. е. тензор Нейенхейса аффинора чф/ равен ну­
лю) для каждого интегрируемого многообразия, то говорят, 
что /-структура на многообразии Мп частично интегрируема. 

Тензор Нейенхейса для аффинора i|V (см. (1.25) опреде­
ляется по формулам вида (1.58). /-структура на Мп частично 
интегрируема тогда и только тогда [35], [66], когда тензор» 
Нейенхейса удовлетворяет условиям: 

n'JhW=*0 
или 

/ 4 / / Л - 0 . 
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0 
•« т. 
0 

-Im 0 
0 0 
0 0 

гили 

л л — mfntt + mStitj + mi'mftiu =0 . 
3. О п р е д е л е н и е 3 [45], [69]. /-структура на Мп назы­

вается интегрируемой, если в каждой точке хвМп имеется ко­
ординатная система, относительно которой матрица f имеет по­
стоянные компоненты 

тде / т — единичная матрица размерности тХт (2т —л). 
Т е о р е м а 10 [35], [69]. Необходимым и достаточным усло­

вием интегрируемости f-структуры является равенство нулю 
всех компонент тензора п1-и. 

В [41] найдены условия интегрируемости f-структуры, с 
точки зрения инволютивности распределений п, л, е. 

4. В работе [34] (см. также [53], [69]) Исихара ввел поня-
•тие нормальной /-структуры на дифференцируемом многообра­
зии. Для введения этого понятия он рассмотрел топологическое 
произведение многообразия Мп на /?„_г, где Rn_r— (n — г)-мер-
ное векторное пространство, натянутое в точке xQMn на век­
торы va. Группу преобразований векторного репера va в Дп_г 
обозначим через GL'(n — r, JR), а инвариантные формы —6а-
Следовательно, 

8v0-=e5v^. (1.62) 
Предположим теперь, что в главном расслоенном многообра­

зии Е, базой которого является исходное многообразие Мп, а 
структурной группой OL'(n — r, R), задана аффинная связность 
у с объектом связности yli. При этом формы 

Qa=Qo-yW (1.63) 
становятся формами связности у. 

Пусть ЗК2„_—присоединенное расслоенное многообразие, ба­
зой которого является Мп, а слоями (2л— г)-мерные векторные 
пространства Вх(Мп), натянутые на векторы ^, va. В каждом 
слое Вх(Мп) выберем репер В/ так, чтобы уравнения плоскос­
ти Тх (Мп) имели вид: 

^ - = r V . (1.64) 
где 

Г ? - Г ? ^ , (1-6б> 
.а уравнения плоскости v ,̂ натянутой на векторы v — 

г/г=0. (1.66) 
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В векторном пространстве Вх(Мп) существует линейный 
оператор F'K, удовлетворяющий условиям: 

FB^fSBj + WfB^, 
{to} {to} (1.67> 

Из (1.64), (1.65) и (1.67) следует, что компоненты Fr
K опре­

деляются по формулам [34]: 
|| f . _ r ' ! + < V рг 

1 к|1 ||^5—//Г?+р+Г"+Чг?+р 4г?+а 

и 
E 2 = - / . (1.69> 

Т е о р е м а 11 [34]. Если на дифференцируемом многообра­
зии М„ задана /-структура ранга г, то на 5Ш2-.-г существует поч­
ти комплексная структура. Относительно связности 7 компо­
ненты объекта F почти комплексной структуры определяются-. 
по формулам (1.68). 

Тензор 
Nb = Р$Р'Ш -FVF'KM - [FfK- Ft) FJ

M (1.70) 
является тензором Нейенхейса почти комплексной структуры 
на .йг-.--. 

О п р е д е л е н и е 4 (Исихара [34]). Если почти комплекс­
ная структура, определенная по формулам (1.68), комплексная 
(т. е. NEL - 0 ) , то говорят, что f-структура на Мп нормальна 
относительно связности у. 

В работе '[34] найдены необходимые и достаточные условия,,, 
при выполнении которых f-структура на Мп становится нор­
мальной. Показано [34], что если f-структура нормальна, то 
распределение е интегрируемо. 

7. Метрическая [-структура ранга г на Мп. Пусть на много­
образии Мп задано поле симметрического тензора gti: 

dgij- gijVi1 - gn®f = giik®k- 0.71 
О п р е д е л е н и е 5 [66]. Если на /-многообразии Мп метри­

ческий тензор gtj удовлетворяет условиям 
gii-f/'f/gui + m^g^ (1.72>. 

то говорят, что на Мп задана метрическая /-структура-
Многообразие Мп, снабженное метрической /-структурой 

ранга г, называют метрическим /-многообразием или (/,., g)-
многообразием. 

Метрический тензор gu определяет метрический тензор на. 
распределении W: ; ' 

gab^gljWaWbJ (1.73)» 
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и метрический тензор н'а распределении s 

Из соотношений (1.72) следует, что в каждой точке xQMn 
элементы распределений ev и Wx ортогональны в метрике gtj, 
т. с. g / cc - g j ; W a 4 — ° -

Если на дифференцируемом многообразии Мп /-структуры 
ранга г задана некоторая положительно определенная римано-
1ва метрика ац, то в нем существует метрический тензор gijy. 
компоненты которого удовлетворяют соотношениям (1.71) (см.. 
{66], '[69]). При этом компоненты gti охватываются по форму­
лам [66]: 

g, — - ( a , - + / , ' / / a / A + /rc/'/7i-*allt), 
где 

alj^=j[atJ-\-(li
l~-ml

l){ll
l!--ml")aJk}. 

В метрическом /-многообразии М„ можно выбрать ортонор-
мированный репер в метрике gti, векторы {Л,} которого удов­
летворяют условиям (1.54). Такой репер на Тх(Мп) называет­
ся репером, адаптированным (fr, g)-структуре. Семейство всех 
векторных реперов в Тх(Мп), адаптированных (fr, g)-структуре,. 
обозначим через Н. В произвольной фиксированной точке хШ„ 
матрица перехода из одного репера R\4H в любой другой ре­
пер RzGli задается ортогональной матрицей вида: 

Ат Вш О 
~Вт Ат 0 . 

0 0 0;1_г 

Следовательно, группа касательного пучка Dn
x метрической 

f-структуры может быть редуцирована до U(m)xO(n—r), где 
U(m) — унитарная группа [66]. 

Теорема 12 [66]. Необходимым и достаточным условием 
задания /-структуры ранга г на Мп является выполнение сле­
дующих условий: 

1) г — четное число, 2) группа касательного расслоения мо­
жет быть редуцирована до группы U(m) xO(n-r). 

Теорема 13. Заданная на многообразии Мп {fr, g)-струк­
тура определяет на нем внутренне присоединенную метриче­
скую (f.|rip)-структуру ранга г и коранга 0. 

§ 2. РЕПЕРИРОВАННАЯ СТРУКТУРА РАНГА г НА Мп 

, 1. О п р е д е л е н и е 1 (см. [31], [32]). Если на многообра­
зии, M„ заданы поле тензора {/.;}(rang|]_/|| = r = const), (n—г) 
линейно независимых векторных полей §„ и (п—г) линейно не-

Ш. 



•зависимых ковекторных полей г\а (инвариантных относительно 
труппы LV), компоненты которых подчинены соотношениям: 

/ / / / > — - 6 / + § о < 5 ^ - 6 5 , (2.1) 
то говорят, что на Мп задана реперированная f-структура ран­
га г. 

В литературе (см., например, {63]) реперированную /-струк­
туру ранга г также называют почти r-контактной структурой. 

Из равенств (2.1) следуют равенства: 
//gJ-0, /M—0. (2-2) 

—> 
Так как каждый вектор §<- инвариантен относительно дейст­

вия группы LV, то при фиксированных главных параметрах 
б£—е;£, 

где а — некоторое произвольно фиксированное значение из ряда 
n + l . n + 2 , . . . , 2 / t - г . Форма "ё^ при каждом фиксированном 
значении о является инвариантной формой одночленной группы, 
которая действует в одномерном векторном пространстве {§„}. 

Дифференциальные уравнения поля структурного объекта 
{//} имеют вид (1.4), а полей структурных объектов {£а} и 
\r\fj, соответственно: 

d&£+sW-£*eS-=1--M (2-3> 

В уравнениях (2.3), (2.4) а — произвольно фиксированный 
индекс из ряда п+1, n+2, . . . ,2n—r. 

Из (2.1), (2.2) следует, что /8+f = 0. Следовательно, репе­
рированная f-структура ранга г является частным классом 
./-структуры ранга г и частным классом (/|т]р)-структуры ранга 
т и коранга 0. 

Почти контактная структура на Мп (n — нечетное число) 
является реперированной f-структурой ранга п—\. 

(п—г) линейно независимых векторав |„ определяют на 
многообразии Мп распределение | (п—г)-мерных линейных 
элементов £,.. Из соотношений (2.1) следует, что в каждой точ­
ке х$М„ lx=K&rfx, т. е. векторное пространство %х является яд­
ром линейного оператора f-. В каждой точке х&Мп (п—г) ли­
нейно независимых ковекторов т]/ определяют пучок с г-мер-
ной осью цх, порождающей на Мп распределение r-мерных ли­
нейных элементов t\. 

Очевидно, ЧТО в каждой точке х&Мп t\x~lmfx, т. е. векторное 
пространство г\х является образом линейного оператора /х. Рас­
пределения Т1 и | в Мп определяют я-структуру. 
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О п р е д е л е н и е 2 [2В], [50]. Генерированная f-структура 
ранга г на дифференцируемом многообразии Мп называется 
метрической реперироваиной /-структурой ранга г, если на Af; 
задана риманова метрика g с метрическим тензором gi}, ком­
поненты которого связаны с компонентами структурных тензо­
ров следующими соотношениями: 

g*// iV/--giy-6 e ( i t i«i-5. '•• (2.5) 
Метрическую реперированную /-структуру ранга г также назы­
вают метрической почти --контактной структурой или (/ g ^г)")-
структурой (см., например, [50], [63]). 

В работе [30] доказано .существование реперированных 
/-структур. Если в многообразии М„ почти эрмитовой структуры 
задано распределение (n—r)-мерных линейных элементов (г — 
четное число), каждый элемент которого натянут на {п—г) ли­
нейно независимых, инвариантных относительно действия груп­
пы D,,1 векторных полей, то на нем индуцируется реперирован-
иая/-структура ранга г. 

Пусть Мп — многообразие /-структуры ранга"г. Если в каж­
дой плоскости ех (см. (§1)) задать {п—г) линейно независимых 
векторов, то многообразие /-структуры становится многообрази­
ем реперироваиной /-структуры ранга г. Выделение репериро­
ванных /-структур из класса /-структур аналитически осущест­
вляется требованием 

е^ = а«со' (афР). (2.6) 
Следовательно, формы G^(a----p) становятся главными. 
2. В дальнейшем будем считать, что каждый вектор .-<-

(а —произвольно фиксированное число) нормирован так, что 
уравнения (2.3) примут вид: 

<&+£&/-&>'• С2-7) 
а уравнения (2.4) —вид: 

с1г\°—г)<*ш/=1Т?;со'. (2-8) 
При продолжении (2.7)' и (2.8), соответственно, получим 

*%1 - 6 W + %&+ Фи " ЪнР* ( 2 ' 9 ) 

Геометрические объекты {//, / j ,J , {%, VJ, К> Л?*} Ha3bI" 
ваются продолженными структурными объектами {/§-.г|0}-струк-
туры на Мп. Их компоненты удовлетворяют соотношениям (2.1)., 
(2.2) и 
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3. Если размерность дифференцируемого многообразия Мп. 
(/§оч°)"структуры четная, то можно ввести тензор типа (1Л> 
по формулам [31], [32]: 

Л'-ГУ+^^г-!-^-1^' (2.12> 
где Oi=--«+1, . , . , ? t - f ^ y . Компоненты тензора / / удовлет­
воряют соотношениям 

? / / / -=—«Л (2-13) 
а следовательно, / / является структурным объектом почти 
комплексной структуры на Mrt (/g-Y). 

Если же размерность Мп (/.-аг^-структуры нечетная,, 
то тензоры 

7/---//+<$в.м-^--%-. (2--4> 
где g-=п-\- 1, . . . , в4-"-"2~-1 вместе с -32„_Г) [-12.л-г ЯВЛЯЮТСЯ 
структурными объектами почти контактной структуры на -/И,,. 

Теорема 1 [31'], 1[32]. В многообразии М» реперирован-
ной /-структуры ранга г при n четном естественным образом 
определяется почти комплексная структура, а при п цечет-
ном — почти контактная структура. 

Теорема 2 [68]. Если на Мп задана реперированная 
f-структура ранга г, то на Мп индуцируется также репериро­
ванная /-структура ранга (r+2). 

Формулы для определения в Мп реперированной /-структу­
ры ранга г структурных объектов реперированной /-структуры 
ранга г + 2 (0<r{le}n—2) приведены в [68]. 

Теорема 3 [63]. Пусть |„ и rf (п—/•)-векторных и 
(n—г) -ковекторных полей таких, что 5о*г|,- — 6Д Тогда сущест­
вует положительно определенная риманова метрика g такая, 
что 

Теорема 4 [63]. На многообразии Мп реперированной 
/-структуры ранга г существует положительно определенная 
риманова метрика g такая, что выполняются (2.5). 

При этом компоненты giS определяются по формулам 
gij^&j + gufi'ff + UvFfj). (2Л5> 

Оределение 3 [49]. Кососимметрический тензор 
Fi, = gilfil (2-16) 

на Мп (fg^arf) называется фундаментальной формой репериро­
ванной /-структуры на Мп-
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О п р е д е л е н и е 4 [49], Реперироваиная метрическая /-струк­
тура называется квазисимплектической, если F замкнута 
и параллельна вдоль интегральных кривых векторных полей !„. 

Известно [30], [31], [35], что реперироваиная /-структура 
на Мп нормальна тогда и только тогда, когда тензор 

Если реперироваиная /-структура на Мп нормальна, то вы­
полняются следующие равенства: 

5?/-=//ч"/"//^-(/Ь-/^)ч?-о, 
5?0= -//§г,+й/5,+§^/|*=о1 

Теорема 5 [31]. Если реперироваиная /-структура на Мп 
(и— четное число) нормальна, то индуцированная почти комп­
лексная структура на Мп со структурным тензором / / (2.12) 
интегрируема. 

Теорема 6 [31]. Если реперироваиная /-структура на Мп 
т—-нечетное число) нормальна, то индуцированная яа._Мп почти 
контактная структура со структурными объектами // (2.14), 
•Зг---' r\f~r также нормальна. 

О пределение 5 [62]. Нормальная метрическая репериро­
ваиная /-структурах замкнутой 2-формой F (2.16) называется 
/•(-структурой. 

В работах [36], [37] изучены так называемые скрученные 
/-структуры. 

§ 3. АФФИННАЯ СВЯЗНОСТЬ НА Мп РЕПЕРИРОВАННОЙ 
f-СТРУКТУРЫ РАНГА г 

Пусть на Мп задана реперироваиная /-структура ранга г со. 
структурными объектами //, _| 

Согласно Г. Ф. Лаптеву [2], [3], [16], в главнм расслоен­
ном многообразии Мп формы 

а г - = ш г , • • • • . . ' • • • ; 

5/-=©/-rjfccoft (3.1) 
будут формами аффинной связности без кручения тогда и толь­
ко тогда, когда удовлетворяется система дифференциальных 
уравнений: 

ДГ}4 = d r )к - Гй*сй/-- Г )тък
т + Г > т « -

-T?kT^ + <i>jk^Tl
m«>1, - . (3.2) 
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где Tj-k = V'kj. При этом структурные уравнения для форм 
<о' =— со*, со/ удовлетворяют условиям теоремы Картана—Лапте­
ва [2], [Г6]: 

d(o~a>*A©-.., 
(3 3) 

где 

^*/-=-5-(Г/[*/1 + Г7[*Г|и) (3-4) 
—•тензор кривизны связности Г. 

Связность Г будет внутренне присоединена к многообразию 
M-Xfeon0)., если компоненты объекта связности {ГА'} будут 
охвачены структурными объектами реперированной f-структу­
ры, заданной на Мп, и их продолжениями. Практически доста­
точно построить охват объекта Г типа (1.2), присоединенного 
'к DJ, компоненты которого удовлетворяют следующим диффе­
ренциальным уравнениям: 

. уГ/* + со^ = Г^<о', (3.5) 
где 

Гу*;==Г,'А/+Г/Д\я/. (3.6) 
1. Репер -R-,. Геометрические объекты {т)°} определяют 

(n —г), инвариантных относительно группы £>„-, распределений 
гиперплоскостных элементов rf и распределение r-мерных ли­
нейных элементов г\, каждый элемент г\х которого содержится 
в элементах ir* распределений rf. При этом можно всегда счи­
тать, что матрица ||т]£|| размерности (п — г)2 невырождена, 
а следовательно, существует матрица || т.™ ||, являющаяся об­
ратной матрицей матрицы || ц% по 

«=б?> «=s£- (3.7) 
При этом система величин 

< = - « > (3-8) 
удовлетворяющая дифференциальным уравнениям 

v^2+ae—rt®£=*&--'. (3-9) 
является структурным объектом распределения г\, а уравнения 
(3.9) являются дифференциальными уравнениями этого распре­
деления. 

Векторы 
Ea=^a + rf£a (З.Ю) 

натягивают в каждой точке хвМп элемент распределения г\. 
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Если первые г векторов репера {е.} расположить в плоско­
стях элемента распределения, то будем иметь 

т|2-о (З.п) 
и Еа = еа. Т а к о й р е п е р назовем репером /?--. 

В р е п е р е /?„ система дифференциальных уравнений (3.9) 
р а с п р е д е л е н и я TI имеет вид: 

<~S—-nS?.*0-»'- • (ЗЛ2) 
В силу проведенной канонизации, дифференциальные уравнения 
для компонент {т)«.} (2.10) фундаментального объекта первого 
порядка распределения т] примут вид: 

V^ + Кь-^ы^ (3-13) 
Ч%-^аЬ<*1-{-К&-%^- (3-14) 

Из (3.13) видно, что компоненты \г^ь) фундаментального 
объекта (г)^} первого порядка распределения г\ образуют само­
стоятельный геометрический объект, присоединенный к группе 
D„2. Этот объект называется' фундаментальным подобъектом 
первого порядка [8] распределения т]. 

Компоненты структурных объектов {/ft {^}, [nf.) удовлетво­
ряют следующим соотношениям в репере Rn: 

/?-0 , ВД--=-;. « = <-£, / й ^ + / ^ = 0, 

Соотношения на компоненты {//, /jA}, { ,̂ §^}, К , 1Т/А} полу­
чаются из равенств (2.11) с учетом проведенной канонизации: 

ftifcb+fiafii=^Xr 
/&/£ + /»V» ,--=&*£+£?&. 

fa / Ь = ъаГ1о /a?/==0 
У^Уа — .V-ai' У ;•:«•<, и> ft \R\ 

п^+«<=°. /^Х+/№=а 

Дифференциальные уравнения компонент структурных 
объектов (/§оч°)-структур относительно репера R4 принимают 
вид: 

d A a - / 0
f l V + / / 4 . o = 7*W. (3.17) 
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^+1Я в +1Х—1>' , (3.19) 
*й+Е&шр-1>'- ; (3.20) 
dr&-r\jafi=4Ztiul. (3.21) 

Запишем теперь дифференциальные уравнения компонент 
{%> Q - {11?- -If*} в РепеРе j ^ -

V§°* + М + &-& + £ Н -=1aftiC0', (3.22) 
А§°р ~ § > е + Е > £ + Й-й + M e —1SBM (3,23) 

Vila* + #--5» + £<-& —l&M (3.24) 
V$» - M ~ ёХр +§Wp—!&*«><, (3.25) 

Щаь-г&аЪь^ти1, (3.26) 
v^S«-^ffli-np--L-=*i3«i--'. (3.27) 

2. Внутренне присоединенные поля геометрических 
объектов на Мп (f%0r\a), оснащенных полем {А%), 

1. На многообразии Мп (/§,-г]0)-структуры определяется внут­
ренним образом симметрическая аффинная связность, если на Мп 
задано поле геометрического объекта [А%,], определенное в ре­
пере Rn дифференциальными уравнениями: 

у А . . + й = -4"яш!, (3.28) 
где Аа

аЬ = Аа
Ьа и А%фч\%. 

Из (4.26) видно, что [Ааь] присоединен к.дифференциальной 
группе D„2. 

В соприкасающемся пространстве Т/(Мп) рассмотрим век­
торы: 

.—.> Еаь = еаЬ + А%ьеа. (3.29) 
Очевидно, что Еаь = Еъа. Дифференцируя (4.27), при сог=0 по­
лучим: 

ЬЕаЬ =йа<ЁвЬ + щ°Ёса-\-{ас
а6 + А*&с

а) ЕС. (3.30) 
- > --> 

Из (3.30) видно, что совокупность векторов {Еа, ЕаЬ) инва­
риантна относительно преобразования группы Dn

2. Инвариант­
ную p-мерную плоскость ( p — r ( r + ' + r ] , проходящую через 
центр пространства Т/(Мп) и определенную векторами 
Еа и ЕаЬ, обозначим через ах. Таким образом, заданием поля 
геометрического объекта \Аа

аЬ\ в М„ (/г,0ча). присоединенного 
к Dn

2, определяется на Мп распределение p-мерных плоское-
- > - > 

тей а, каждый элемент которого натянут на векторы Еа, ЕаЬ> 
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Очевидно, что элемент распределения rj принадлежит элементу 
распределения а. Такова геометрическая характеристика осна­
щения многообразия Мп (/§o{cdot}1°) полем геометрического объекта 

В дальнейшем мы будем считать, что многообразие Мп репе-
рированной /-структуры ранга г оснащено полем [Аа*]. 

2. Величины: 
А%=т&-АааьфО (3.31) 

удовлетворяют следующим дифференциальным уравнениям: 
VA^ — A^co'. (3.32) 

-Следовательно, 1 Лей} — тензор, который в общем случае не сим­
метричен по нижним индексам. 

Объектом [Лай} охватывается тензор 
й»-={(лис), (з.зз) 

симметричный по нижним индексам. 
Объект {А^ь) выбран так, что из компонент а%ь можно по­

строить нетривиальный относительный инвариант / (см. [8]): 
/ - / ( а - , ) , (3.34) 

^ Ш = 2(я-г)а/—гсй«+/;С0'. (3.35) 
Следуя Н. М. Остиану [8], при помощи относительного ин­

варианта / введем следующий объект: 
у«-----.££./.-, (з.зб) 
vvf^vlfa, (3.37) 

компоненты которого симметричны по верхним индексам, т. е. 
у£6 ==.!/£? объект Va связан с компонентами А%„ и аа

аЬ следую­
щими соотношениями [8]: 

Vthib^rbt (3.38) 
Va

a
ba%^{tt-r)^. (3.39) 

Продолжая (3.32), получаем систему дифференциальных 
уравнений для компонент Л%ы'-

VAlbl - (Л?»Т& + tidt + A M , ) <*Ъ~ 
- kMi - A>Si + Л|»ш& = Л2», M (3.40) 

Величины 



удовлетворяют следующим дифференциальным уравнениям: 
у П в - А > р + о& — ПР/со-. (3.42) 

Следовательно, система величин {Г"р, AtJ является геометри­
ческим объектом, присоединенным к .О.,2, причем объект Ма*} 
является подобъектом этого объекта. 

Введем величины: : 

7-ех у a, t o -nos с. в /о ло\ 

Непосредственным дифференцированием устанавливаем, что 
V7p% — r-vcof - Г > * + «& - Г^.оЛ (3.44) 

Следовательно, система величин {7"Y, Г™.-, Аа»} также-образует -
геометрический объект, присоединенный к E>„2. Геометрические 
объекты {ГаР, Ааь), [Ааь] являются его подобъектами. 

Поля геометрических объектов {Т%$, Аа/,}, {Т$у, ГдР, Ааь} 
допускают следующее геометрическое истолкование: поле объекта-
{-̂ "р. Ааь} определяет на Мп распределение a (p + r (ti-\-r))-
мерных плоскостей, каждый элемент которого принадлежит 
Т/(Мп), а геометрический объект {Т^, Т%р, А^ь} — распределе­
ние a (TV-(Й-г))-мерных линейных элементов, причем «д. также 
принадлежит Т/ (Мп). В каждой фиксированной точке хвМп 

3. При помощи структурных и продолженных структурных 
объектов второго порядка (/£,-г)а)-структуры на Мп последо­
вательно определяются новые величины второго порядка; 

Шьс = Л5»с + li {А%ьч\1 + СЛС + Л%ьт8с) -
-AabT%-Aal,AUl (3.45) 

Ваьс = ВаЬс~Ь& (A™4AaC + Aati-A4-J) ( 3 . 4 7 ) 

чЕ2ьс-А2ьааас-/&а>ьо- (ASUge + A&.Afff) ^-=--9^со', (3.48> 

ВаЬс = -2 \Ва{&с)-\-Щс\а\Ь)--Щьс)а)> (3.49) 

у В ^ - Й ^ - й У ^ - Й ^ 1 , (3.50> 

Рьс^-^ВаьУ?, (3.51> 

VP»e+'4?X + < - = P & M (3.52> 

^ й а — ^ Й — Ялсёр» (3.53> 
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Vja4«--P*>« + 5nL©g + ©L — -Dtaio)') (3.54>. 

-°ap — l.a(a §p) - -PftfeSp)' (3.55) 

VPSp-^?(p(D», + n|,(o? + e-S3---PSpiCo'. (3.56> 
Величины (P«e, Л&}, (P«a, Pge, Л«с, Г | в } , {P*p, P«B> P f c l 7 ^ 

Т£~, Л£,} образуют геометрические объекты, причем: {A°U {subset} 
- i a . -4&MP&,. P2.. -и. - lai - f t . Пр. -°gB. Пр- -> hv 

Поле геометрического объекта [Ра
Ье, А%с) определяет распре­

деление /V (р --• г)-мерных линейных элементов в Т.,2(ЖЯ); поле 
геометрического объекта (Р»а, Р«й, 7ga, Л « J - распределение 
.<V(p + r(n —г))-мерных плоскостей, также принадлежащих 
Тх?(Мп), и поле геометрического объекта { Р ^ , Р«3, P«c, Т£ ,. 

-"J-. -Aft}—-распределение Л/ (Л/' — ^-мерных плоскостей ЛГ.. из 
' / (Mn)-

B каждой точке хШп элемент распределения N не имеет 
общих направлений с касательной плоскостью Тх(Мп), т. е. 
Ях(]Тх(Мп) ={х}. Следовательно, плоскость Wx является для 
Тх{Мп) нормально оснащающей плоскостью в Тя

3(Мп). Такое. 
оснащение в расслоенных пространствах Ю. Г. Лумисте назы­
вает центро-аффинным оснащением [10]. 

3. Внутренне определенная аффинная связность на Мп (flat\").. 
Как было отмечено в п. 1, для определения аффинной связно­
сти достаточно построить охват объекта Г я \ присоединенного 
к DJ, компоненты которого удовлетворяют дифференциальным 
уравнениям (3.5). 

Связность Г внутренне определяется на дифференцируемом 
многообразии Мп реперировэнной /-структуры ранга г, осна-
щеннном дифференциально-геометрической структурой второго 
порядка со структурным объектом {Л",}, если компоненты 
объекта связности охвачены структурными объектами и их про­
должениями, а также объектом \А%Ь). 

В репере JR^ дифференциальные уравнения (4.6), с учетом 
симметрии TJ, по,индексам j и /, записываются в следующем 
виде: 

уГ& + «й-~Г»4/а>', (3.S7) 
vr»l>-rg6cD» + <D»,--r-,Jco', (3.58) 

Vrv«p - ?*а№ - ЭД + со?р - Г«- у , (3.59>-
vr?+r?X+ f f l?r rw ( 0 ' (3-60>' 

у г гр+г^ - гг^ - г -Ур+ййр-г^^ . (3.62> 
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Следовательно, для построения объекта связности необхо­
димо построить охваты шести систем величин Г°Л, Г « Га„. Г? . 
•Пл 1-1 Q P V P Й С 

lfp. 1^-., симметричных по нижним индексам, которые удовле­
творяют, соответственно, дифференциальным уравнениям (3.57) — 

В качестве объекта связности TL можно принять построен­
ные, ранее охваченные объекты. А именно, 

Га _ Ла ра ра —fa ра —Та 
lab •'"aft' La$-~l6a~I afV х Pv Pv' ,-. g ~ 
Га = Ра Г« Ро. Г" — Г° — Р к ^ * ' 
L ьс г be* l$y~ PY' *Э В* »&* 

Итак, доказана теорема. 
Теорема Г На многообразии М„ реперированной f-струк-

туры ранга г, оснащенном полем геометрического объекта 
{Aaba}, во второй дифференциальной окрестности возникает 
•аффинная связность Г с нулевым тензором кручения, внутрен­
не связанная с этим многообразием. 

Почти контактная структура на Мп (п — нечетное) является 
реперированной /-структурой ранга п—1. В работе [18] опреде­
лена внутренним образом симметрическая аффинная связность 
на многообразии Мп почти контактной структуры. 

Теорема 2 [18], [19]. На многообразии Мп (п — нечет­
ное) почти контактной структуры, оснащенном полем геометри­
ческого объекта {АаЬ

п} (а, Ь, ... = 1, 2 , . . . , г = п—1). присоеди­
ненного к D„-, во второй дифференциальной окрестности возни­
кает аффинная связность Г с нулевым тензором кручения, 
внутренне связанная с этим многообразием. 

В работе ![19] даны явные формулы, определяющие компо­
ненты объекта связности Г. 

Так как почти контактная структура является частным клас­
сом реперированой /-структуры, то теорема 1 является обоб­
щением теоремы 2 на случай реперированной (f%ar\°) -струк­
туры. 
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