
Г. Д. Луговая 

О ХАРАКТЕРИЗАЦИИ БИЛИНЕЙНЫХ ФОРМ, 
ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ МЕРЫ НА ПРОЕКТОРАХ 

Е заметке приводится подробное изложение результата, 
анонсированного в £ 2 J . 

Пусть Н - сепарабельное Гильбертово пространство 
( d i m Н ^ 3 ) , В - класс всех ортопроекторов в 

Н , ГП неограниченная О -конечная мера на В 
т. е. функция ГП'. В *" [0 ,"^°°] , такая, что 

СО P = Pi + P*+... C p i P j » 0 , i * j ) влечет m(p)= j f ] т ( р Л 
(it) №(0 = + ©О ( неограниченность), isi 
(iti) существует последовательность CpOisi попарно 

ортогональных проекторов, такая, что ГП(Р0<+ОО и 
2I,Pie1 ( О конечность). 
1~* Описание таких мер получено в [3j • 

1 . Теорема. Пусть ГП: В п — * [ 0 , + О О ] - про­
извольная О -конечная мера. Тогда существует и опреде­
лена однозначно положительная билинейная форма t такая, 
что 

(T 0 ( top) , если t o p 6 ^ , 

( i ) m ( p ) = V x ^ 
^ + DQ ь противном случае „ 

(Здесь й\ - класс ядерных операторов в П , t ° P 
билинейная форма, определенная равенством " t ° p ( f , f ) = 

« t ( p f , P f ) ( f € Н) , % " стандартный след на 
алгебре В всех линейных ограниченных операторов, дейст­
вующих в Н . Запись t ° p € Г\ означает, что 
билинейная форма t ° P определяется ядерным оператором). 

Характеризация билинейных форм, определяющих с помо­
щью формулы ( 1 ) меры на проекторах, будет получена на о с ­
нове теоремы, доказанной в \_4 J : 

2 . Теорема. Пусть "t - ненулевая сингулярная били -
нейная форма. Тогда (Ьункция Ш I Ьп—*•[(),+<Х>] , 
заданная формулой ( 1 ) , не является мерой. 

Напомним, что сингулярной мы называем положительную 
билинейную форму, не мажорирующую никакую ненулевую з а ­
мыкаемую положительную билинейную форму. Мы будем в 
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дальнейшем использовать разложение Саймона T7J произволь­
ной положительной билинейной формы t e t t + t $ , 
где %% - наибольшая замыкаемая положительная билиней­
ная форма, мажорируемая формой t (регулярная компонента 

t ), a " b j e t ~ t % (сингулярная компонента % ). 
Из теоремы Глисона £ б ] и георемы 2 вытекает 
3- Следствие. Если % - положительная билинейная фор­

ма такая, что формула (1) определяет неограниченную меру, 
то t x Ф Ti (T- е- замыкание регулярной компоненты t 
не может определяться ядерным оператором). 

Для доказательства теоремы о характеризации билиней -
ных форм, определяющих, меры, нам понадобится следующая 

4 . Лемма. Пусть "t - замкнутая положительная били­
нейная форма, и в Н существует ор то нормированный базис 

(eOica>(t) такой, что 2t(ei,ei)<+oo. 
Тогда t ядерна. ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме Като p-J СУ~ 
ществует оператор Т^О такой, что SD(t) Ш«0(Т | / 8) и 

t(f,9)=(T</2f,T1/89) (iieSDCt)). 
Покажем, что оператор Т ограничен. Пусть J L T (6^,61) = С 
и f € 3 0 ( t ) произволен. Тогда 

= Dt(lel)f^i:t(t,!)t(ei,ei) = 
-CCT^fl'-CCTf^lTfllfl, 

откуда ITfl<Clfl . Таким образом, оператор 
T , а вместе с ним и Т 1 , а

 f ограничен. Так как % 
замкнута, отсюда следует, что SDCt) ш ЯХТ1**) - Н и, 
следовательно, "t€ J*} . Лемма доказана. 

5 . Теорема. Положительная билинейная форма Ъ оп­
ределяет с помощью формулы (1) О -конечную меру на 

В тогда и только тогда, когда 
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(2) Vp€Bn (top i fi => (top)x i Г,). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть отображение, задан­
ное формулой (1 ) , является мерой. Пусть t°P<JTi 
для некоторого Р € В П . Возможны два случая. 

Случай 1; pHOoD(t) плотно в рН . Тогда 
ГПрs ^ | (B(pH)) n n "" не^граниченная О -конеч­

ная мера на ""<6(рН))" 
Следовательно, по теореме 1 ГИр 

определяется некоторой положительной билинейной формой Q, 
плотно заданной в рН (Я>(й)~рНП2>ГО). 
При этом для f € © ( a ) , B f B « 1 : 

a(f,f) = mp(pf)=m(pf)»t(fff)»top(f,f). 
Таким образом, • 0ЬЯ t ° p | J)(Q,) . Согласно следст -
вию 3 &% £ £\ . Отсюда (top)* ф JTi. 

Случай 2: p H A ® ( t ) не плотно в рН 
В этом случае 

a(<t»p)%)«a(top)-{j<Hi Pt«a)<tn-
=[pHna(t)]®a-p)H 

- линеал не плотный в Н . Следовательно, ( t°P)x - н е 

плотно задана в Н , так что ("t°p)x^ Jf} . 
Таким образом, необходимость доказана. 

Переходим к доказательству достаточности. Пусть вы­
полнено условие (2) и отображение ГП определено формулой 
( 1 ) . Пусть P-Pf + Pt*... Ср.ркеВ", PiPj»Q, i * j > . 
Требуется доказать, ч^о 

(з) m(p)=Im(pK) • 
НИ 

Возможны три случая. 
Случай 1: t « p € Jft . Равенство (3) следует из 

теоремы 2 [J5] . 
Случай 2; t o p 4 Г* i существует Ко такое, что 

Ш(р к ) = + О0 . Равенство (3 ) , очевидно, справед­
ливо. 

Случай 3 : %°Р 4 Г\ , причем ГП(рк)<+00 
для любого R . Предположим, напротив, что У.5?«Ш(Р.Л<»00. 
Пусть ( t ? ^ i ~ ортонормированный базис в ркН Для 
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каждого К . Тогда O f t ' t K ~ ортонормированный базис 

в рН . Следовательно, 

iKZ top(fr.fD e £ 5 topKcfrtff)« 
e H т(Рк)<+о>. 

К«1 

По лемме 4 билинейная форма ( t ° P ) T 6 J"j , что проти­
воречит условию (2) . Теорема доказана. 
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