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ГЛАВА 4
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ И ИХ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Общие сведения об алгебраических схемах изложены в начале 
гл. 1 в дополнение к Гротендику [6 , гл. 1]. Мы определили некоторый 
класс локальных колец и обозначили его символом 3&. В гл. 4 речь 
пойдет только об алгебраических схемах и морфизмах алгебраических 
схем: по определению алгебраическая схема — это схема, обладающая 
морфизмом конечного типа в простой спектр Spec S, где S ^ i 1, а мор­
физм алгебраических схем — это по определению произвольный морфизм 
схем из одной алгебраической схемы в другую алгебраическую схему. 
Определения объектов разрешения и допустимых преобразований содер­
жатся в первом параграфе гл. 1. Во втором параграфе гл. 1 были сфор­
мулированы фундаментальные теоремы i f ’” , i f '" ,  Ilf и Ilf. Они утверж­
дают разрешимость объектов разрешения с помощью конечной после­
довательности допустимых моноидальных преобразований. Были указаны 
также основные индуктивные импликации (А), (В), (С) и (D), которые 
все вместе дают полные индуктивные доказательства фундаментальных 
теорем (см. § 2 гл. 1).

Цель настоящей главы — доказать справедливость основных импли­
каций (А), (В), (С) и (D).

В этой главе для объекта разрешения типа Sftf'" на неособой 
неприводимой алгебраической схеме X  часто будет использоваться 
следующая запись:

Sftf'” =  ( U  Ер, V» V:2> V ^W

В этом выражении все Et — неособые неприводимые алгебраиче­
ские подсхемы из X  коразмерности один, причем не требуется, чтобы 
Et обязательно отличалось от Ej при i =£ у. Среди Еь может быть 
и пустая подсхема, которая является неприводимой неособой подсхем 
мой из X  (скоразмерности пустой подсхемы см. начало гл. 1).

*) Н i г о n a k а Н., Resolution of singularities of an algebraic variety over 
a field of characteristic zero: I, Annals of Mathematics, 79 (1964), № 2, 274—326.

2) В этом номере сборника печатается окончание данной статьи. Начало статьи 
см. в сб. Математика, 9:6 и 10:1.
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При рассмотрении объектов разрешения типа 9?» на неособой 
неприводимой алгебраической схеме А , которые мы обозначим

9?и =
t t x, Е2,
V &\л

существенными характеристиками являются следующие: множество
С (2ftи) тех неприводимых подсхем Eh которые непусты, целые числа
а (Е )=  2  а г для Д €С(91и), J и Ь. Другими словами, любые два 

el=e
объекта разрешения типа 9tn на одном и том же X  можно рассматривать 
как один, если у них одни и те же C(9tu), а (Е) для всех Е £ С (2ftn), 
J и Ъ. (Вспомните определения допустимых моноидальных преобразо­
ваний множеств S (9tu) и ^ (S tn ), а также теоремы I lf  и Ilf. Все они 
зависят только от четырех упомянутых характеристик объекта разре­
шения 9tff-) Однако обычно мы будем отождествлять объекты разре­
шения типа 9tn, У которых написанное выше выражение одно и то же, 
и различать объекты разрешения, для которых такие выражения раз­
личны.

§ 1. Локализация объектов разрешения и проблем разрешения
Пусть / :  X ' —> X  — морфизм конечного типа алгебраических схем; 

нас интересует здесь лишь случай, когда /  соответствует моноидаль- 
ному преобразованию или конечной последовательности моноидальных 
преобразований. Возьмем точку х  из X  и локальное кольцо S схемы 
X  в х. Мы знаем, что S принадлежит классу 38 и что Spec (S) — алгеб­
раическая схема. Имеется каноническое вложение i : Spec (S) —> X, 
отображающее единственную замкнутую точку из Spec(S) в точку х  
из X.

Это позволяет отождествить Spec(S) с ограничением X  на множе­
ство тех точек из X, замыкания которых содержат х, т. е. таких 
точек из X , для которых х  является специализацией. Произведение 
схем X' и Spec(S) над X  (соответствующее /  и г) будем обозначать 
через Xs (или через (A ')s). Это произведение в категории схем над 
фиксированной схемой X. А $ —также алгебраическая схема. Определено 
каноническое вложение j: Xs —> А ',  позволяющее отождествить Xs 
с ограничением X ' на множество тех точек из X', которые принадле­
жат f ~ x (Spec (S)), где Spec(S) отождествлено с /(Spec(S)), как выше. 
Очевидно, подсхемы из ^'индуцируют подсхемы в Xs, и каждая подсхема 
из Xs получается таким образом. Если К '— подсхема X', то под­
схема в Xs, индуцированная У', канонически изоморфна Fs (произ­
ведение У  и Spec(S) над X), так что Fs можно рассматривать как 
подсхему из As, индуцированную У'. Для каждой точки у из Fs, ко­
торую можно рассматривать также как точку из У , локальное кольцо 
Fs в у равно (или, более точно, канонически изоморфно) локальному 
кольцу У  в у.

Тем самым если У  приведена (соответственно неособа), то и 
Fs приведена (соответственно неособа). Легко видеть также, что 
если У  неприводима, то Fs неприводима, и что открытое (соот­
ветственно замкнутое) подмножество Н из X' индуцирует открытое 
(соответственно замкнутое) подмножество в As, которое мы будем 
обозначать через Hs.
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Пусть g : X"  —> X  — некоторый другой морфизм алгебраических 
схем, являющийся морфизмом конечного типа. Если А: X '—* X" — та­
кой морфизм алгебраических схем, что f  =  g°h, то А является мор­
физмом конечного типа и индуцирует морфизм конечного типа Х$ в Х ’̂ . 
Обозначим этот последний морфизм через As. Если А получается при 
моноидальном преобразовании X" с центром В", то и As получается 
при моноидальном преобразовании X's с центром В Таким образом, 
если А обозначает моноидальное преобразование (или последователь­
ность моноидальных преобразований), то As будет обозначать соответ­
ствующее моноидальное преобразование (или соответствующую после­
довательность моноидальных преобразований).

О п р е д е л е н и е  1. Пусть / :  X X ' — морфизм алгебраиче- 
ских схем, имеющий конечный тип. Предположим, что X ' — не­
особа и неприводима. Пусть Ш —объект разрешения (с ограни­
чениями или без) на X', х —точка из X  и S — локальное кольцо 
X в точке х. Объект разрешения 9ls (или (9ts)) на .Ys, индуци­
рованный объектом 9t', определяется следующим образом:

(I) Если 31' =  (Е'; V'i, . . . ,  V'$\ W') —объект разрешения типа 
на X', то 3ft's =  (Еs; (W )s, . . (Kj )s; W's). Если 9t' =  (3 ^ ’л, F') 

(соответственно =  {$i\’nU')) — объект разрешения типа 9 ^ '” с 
замкнутым ограничением Е' (соответственно открытым ограни­
чением U’), то

8ts =  ( ( S O s ,  F%)
[соответственно ((9tr,n)s, £/s)].

(II) Если 9i' 

9in на X ', то

l N,n\

lE'u
a'\,

Ea
/ ' ,  b — объект разрешения типа

^ / ( A ) s ,  •••, (f «)s 
\a'u . . . ,  a«

где Js обозначает ограничение f  на .Ys, являющееся пучком 
ненулевых идеалов на Y s. Если 9t' =  (9tff, Е') — объект разрешения 
типа 9tff с замкнутым ограничением F', то 3fts1 ((3ftff)s, F s).

З а м е ч а н и е _ 1 .  Пусть выполнены обозначения и предположения 
определения 1 и N  =  dim Y s, п =  dim И/'s-

(I) Если 9}' =  (Э^Г’ " /7') (соответственно (З^Г'” , £/))> то 9ts — объект 
разрешения на Y s типа 9 ^ ,я с замкнутым ограничением Еs (соответ­
ственно с открытым ограничением Us).

(II) Если 91' =  91» (соответственно (91», Е')), то 9ts — объект раз­
решения на A'g типа 9i(̂  без ограничений (соответственно с ограниче­
нием Fs).

З а м е ч а н и е  2. Пусть X  — алгебраическая схема, А: X' - » X — 
морфизм алгебраических схем, соответствующий последовательности 
моноидальных преобразований с нигде не плотными центрами. Пусть 
х  — точка из X  и S — локальное кольцо X  в точке х.

Тогда dim (A's) =  dim S (имеется в виду круллевская размерность 
локального кольца S). Поэтому в замечании 1 N N. Равенство 
имеет место только тогда, когда dim X  =  dim S.
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Л е м м а  1. Пусть 3 ^ ’ " =  ^(J Et; Vv . . . ,  V?; WJ — объект раз­

решения типа на неособой неприводимой алгебраической
схеме X. Пусть U — множество точек из W, в которых 91 '̂" раз­
решено. Тогда U — открытое подмножество в W, имеющее непу­
стое пересечение с каждой неприводимой компонентой W.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, объект разрешен в общих
точках неприводимых компонент W. Поэтому нужно доказать только, 
что U — открытое подмножество в W . Известно, что множество простых 
точек открыто в W. По теореме 1 гл. 2 множество точек из W, 
в которых V ь . . . ,  нормально плоски вдоль W, открыто 
в W. Остается доказать, что если W имеет только нормальные

а

пересечения с (J  Et в точке х  из W, то существует открытое под-
i=i

множество в W , содержащее х  и такое, что в каждой его точке W
а

имеет только нормальные пересечения с (J  Еь. Пусть Spec (А) — аф-
i=i

финная открытая подсхема из X, содержащая данную точку х, где 
А — алгебра конечного типа над основным кольцом, соответствую­
щим X. Пусть Р — такой простой идеал в А, что Ар — локальное 
кольцо X  в х.

Имеется такая регулярная система параметров (zu . . . ,  z r) в АР, 
что те ЕI, которые содержат х, а также подсхема W соответствуют 
простым идеалам в АР, порожденным подсистемами из (zx, . . . , z r). 
Можно считать, что индексы у Zj таковы, что для некоторого поло­
жительного s < r  система (zx, . . . , z s) порождает простой идеал 
W в А Р.

Заменив А на А^, где / £ А  — р, так что Spec(А^) — аффинная 
открытая подсхема в X, содержащая данную точку л:, можно до­
биться выполнения следующих условий:

( 1) для каждой подсистемы (ztl, . . zl() из (z J+1, . . . ,  z r) идеал
zx, . . . ,  zs, zilt-----z it)А прост в А, и A/(zx, . . . ,  zs, zk, . . . ,  z i()k —
регулярное кольцо,

(2) схема Spec(A )n № — неприводима (и, значит, неособа в силу (1)), 
так что (2 lt . . . , z s)A  — простой идеал W в аффинном кольце А,

(3) Spec (А) имеет пустое пересечение с теми Ej, которые не со­
держат х.

Теперь, если у — произвольная точка из Spec (А) П W и Q обознаг 
чает простой идеал у в А, то в силу (1) подсистема системы (zx, . . . ,  zr), 
состоящая из тех Zj, которые содержатся в Q, может быть дополнена 
до регулярной системы параметров локального кольца A q , так что

а

в силу (2) и (3) W имеет только нормальные пересечения с U  E t в у.
i=г

Что и требовалось доказать.

Л е м м а  2. Пусть = Еи ■ Е
аи .. ■ , аа J,b — объект разреше­

ния типа 9iu на неособой неприводимой алгебраической схеме X. 
Тогда S(9ftn) и S*(9tu) — замкнутые подмножества в X  кораз­
мерности, по меньшей мере равной единице.
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Дока з ат е льст в о .  Напомним определения:

ai +  v(^*)
х еяг

и если v =  v(5Rff)= шах ^(УД},
*es(3t?0

S,(^n) =  {^ € 5 (^ )| v (y ,) =  v}.
Очевидно, общая точка X  не принадлежит подмножеству S(9tff) и 
S* (SRu) = S (3*7). Остается доказать только, что S (3*7) и S*(3*7) —замк­
нутые подмножества в X. Пусть Р 1 обозначает когерентный пучок

а

идеалов подсхемы Е{ на X  для 1-<«'-< а. Положим У '=
i=l

Очевидно, J' — когерентный пучок идеалов на X.
Мы имеем S(3Rff) =  {x € ^ | v(/*)i>£}- Но 5(3*7) замкнуто в Х  

в силу следствия 1 теоремы 2 из § 3 гл. 3.
Мы имеем 5* (3*7) =  5 (9*7) П |v (УД>>}. Это множество зам­

кнуто по тем же причинам. Что и требовалось доказать.
Предложение 1. (Теорема локализации для (9*7’”, F).) Пусть 

{N, п) — пара целых чисел, причем N^>n^>0. Предположим, 
что уже доказаны теоремы \\',п' с п' <^N'<^N и п’ <; пи теоремы 
IN.u" с п" < я . Тогда если дан объект разрешения (9*7'", У) с

9*7’” =  ( и  Ер, v it . . . ,  v ,, r j

и с замкнутым ограничением F на неособой неприводимой алгеб­
раической схеме X , то существует такая последовательность 
моноидальных преобразований X , допустимая для (317’ ", F), 
скажем / :  Х ' —>Х, что f (F '  П W') состоит из не более чем ко­
нечного числа точек, в каждой из которых X  имеет размер-а'
ность N, где /*  (9*7’ ") =  ( (J Е\\ V[ , . . .  , V\; W'\ и /*(9*7’ ", У )=

i—1 '
=  (/*  (9*7’ "), F').

Дока з ат е льст в о .  Пусть / :  X ' —> X —произвольная последова­
тельность моноидальных преобразований, допустимая для данного объ­
екта разрешения 9* =  (9*7’ ", F) на X.

Мы исключаем случай, когда X' =  X  и /  — тождественное ото­
бражение. Допустим, что / ( У ' П W') содержит точку х, в которой 
X  имеет размерность <^N. Мы докажем тогда, что существует такая 
последовательность моноидальных преобразований /': Х " —>Х', допу­
стимая для объекта разрешения /*  (9*) на X', что если g =  f ° f '

g- (3t) =  (g*(3t7’
а"

), F") с g* (9*7’ ") =  (U Е'с, V l , : . . ,  v 'f  Г " ) ,  то
г=1

g{F"  п W") не содержит х.
Прежде всего морфизмы, соответствующие моноидальным преоб­

разованиям, являются собственными и потому / (W' П F') и g (W" П F")—
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замкнутые подсхемы в X. Очевидно, мы имеем / (W ' п F')^.g{W " П F"). 
Тем самым если бы мы смогли находить нужное g, то имели бы 
f  W  П F')^g(W " f\F"). Так как на алгебраической схеме не может 
быть бесконечной строго убывающей последовательности замкнутых 
подмножеств, то немедленно получалось бы утверждение предло­
жения 1.

Будем доказывать существование последовательности / ' :  X"  —» 
-+Х ', имеющей сформулированное выше свойство. Пусть S — локаль- 
ное кольцо X  в точке х  и 7V =  dimS. Тогда dim <ATs =  dimS =  
=  N <C.N. Пусть 5ft' =  / *  (Sft) и Sts — индуцированный объект разреше­
ния на X ’s. Тогда

где

/* ")8 = ( U (E lh ; {V\ )s....(V'fU; Ws).
i= 1

Пусть n = d im  IFs. Тогда 9is — объект разрешения типа 9 ^ ’ n ĉ  замк­
нутым ограничением Fs на Х$. По предположению теорема 1̂ * п дока­
зана. Следовательно, мы можем найти такую последовательность 
моноидальных преобразований /  =  { / ;- : Х } +1 —» Xj} (0 •< у •< а — 1) 
схемы Х 0=  Л'в, допустимую для объекта разрешения 9ts, что если

” , fl? ) c * 3 f t f . " =  («£ ,); < % , “Ŵ J, to °F П

QJ* W — пусто. Пусть °3t =  9?s и для каждого целого b с
*9i — образ объекта на Х ь, соответствующий последовательности
моноидальных преобразований

{ / /  X j + 1-* X j} ( 0 < j < b - i ) ,
допустимой для °9t. Докажем, что существует последовательность 
моноидальных преобразований схемы X', допустимая для К ', скажем
/ ' = { / * :  X'k+ i-> X 'k}, 0 < £ < & ( а )  — 1, где Хо =  Х', такая, что 
мы имеем последовательность целых чисел 0 =  k (0) <  . . .  <  k (а) и

( 1) Xj=(X 'k)s для k (у) kjj  +  1) -  1,
(2) центр B'k преобразования / *  в Х̂ _ для k{j) <  k<^ k (у +  1) — 1 

таков, что (B'k)s — пустая подсхема в X
(3) центр В’ии+и_1 преобразования /* ( /+ ц - i  в (y+D —i индуци­

рует центр преобразования f } в Х } =  ( ^  (;+d- i)s •
Легко видеть, что f  вместе с X"  =  X'k(a) имеет нужные свой­

ства, так что доказательство предложения 1 сводится теперь к уста­
новлению существования последовательности

{f'k : X'k+l^ X 'k) ( 0 < £ < £ ( а )  — 1).
Это доказательство существования мы проведем индукцией по у, 

О <  у <  а — 1.
Допустим, что уже найдена последовательность моноидальных 

преобразований X ' , допустимая для 91',
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имеющая свойства ( 1)—(3) для всех у < 6, где Ь— некоторое неотри­
цательное целое число, не превосходящее а — 1. (Если 6 =  О, то ни­
каких предположений нет.) Пусть *9(' — образ 91 'на Х Ьф) , соответ­
ствующий этой последовательности моноидальных преобразований. 
Тогда мы имеем

X b =  (X'k{b))s и =
(Если 6 =  0, то Х'Ьф) =  X' и °9i' =  91'.) Напишем

69t' =  (*9*Г ". bF'\
а (й)

где *9tf ’ " =  ( U  (*£/); bV[....bV ’9 ; »W% и
i=1

*91 =  (*Э ^ .” . »Т),
а (*) __ __ __

где *9i f ’ « = ( U  (*£«); bVi....bV f bW).
i=l

Здесь b£ )  = (bEi)s , bVj =  (bV'j)s и bW ~ = ( bW ' ) s -

Пусть теперь Bb — центр моноидального преобразования f b схемы X b, 
допустимого для *91. Вь — неособая неприводимая подсхема в Х Ьг 
такая, что Bb£ bW[\bF. Пусть В" — наименьшая неприводимая под­
схема в Хьф) со свойством Bb =  (B" )s . Мы имеем тогда В" £  bW’ П 
Пй̂ '  и dim (В") <  dim (AW") =  п. Пусть п" =  dim {В").

Рассмотрим объект разрешения *9t" =  (9 ^ ’ п" U"), где п" =
а ф)

=  ( (J XbE'i)\bV[t...' bV$, bW’ , 5 " ) ,  и U"— множество тех точек из В", 
г=1

в которых 9 ^ 'п" разрешено. Заметим, что (В" — U")s — пустое подмно­
жество в Х ь, так как моноидальное преобразование Х ь с центром 
ВЬ =  (В")s допустимо для *9? =  (69t')s ■ (Заметим, что по лемме 1 U"— 
открытое всюду плотное подмножество в В" .) По условию теорема 
1^’ "” доказана. Следовательно, найдется такая последовательность моно­
идальных преобразований

h =  X'k+l->X'k) {k {b )K k < k {b  +  1 ) - 2 )

схемы Х'и (»), допустимая для объекта разрешения 69t" с Открытым 
ограничением U", что объект h* (9 ^ ’ "" ) разрешен. Легко видеть, что 
последовательность h допустима для объекта разрешения *9t ' и центр 
преобразования / *  (k (6) •< k -< k (b +  1) — 2) в X b индуцирует пустую 
подсхему (A'ft)s, так как (В" — Lr")s — пустое подмножество 
в (A 'ft^s- Пусть

а*

h* (9 lf ’ "") =  ( U  F r , V V \ ,  Г * ;  В*).
г=1

Это — разрешенный объект разрешения на Х'Ь(ъ+ ц- i . Мы имеем 
{Х'иф + и _ ! ) s =  Х ь и (B*)s =  Bb. Кроме того, объект

а*
h* ' ") = (U E l  V * ....Vf, W * )
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разрешен в каждой точке из В*, и если F * — точный образ bF f на 
Хуь+D-i, Т0/ h* (»Я ') =  (Л* (Я,"' "), F*) и В* с  W* {)F*. Пусть 
Х/цЬ+1) —> Л'* — моноидальное преобразование с центром В*. Тогда

{f'k: X ’k+i->X'k} ( 0 < * < * ( * + 1 ) - 1 )
— последовательность моноидальных преобразований X', допустимая 
для Я '.

Мы видим, ято эта последовательность имеет свойства (1)—(3) 
для всех j  Предложение 1 доказано.

П р е д л о ж е н и е  2 . (Теорема локализации для (Я Г ’ ", U).) 
Пусть (N , п) — пара таких целых чисел, что N^>n%-0. Пред­
положим, что теоремы \2 ,п с n’ <^N'<^N и п'-^п и теоремы 
I f ’ п" с п" <_п доказаны. Тогда если дан объект разрешенияа
Я = (Я Г Г’ ", U) с Я Г ’ ” =  ( и  Ер, V v . . .  , Vy w) и с открытым ог-

i=1
раничением U на неособой неприводимой алгебраической 
схеме X , то найдется такая последовательность моноидальных 
преобразований, скажем / :  Х ' —>Х, допустимая для Я, что 
существует конечное подмножество F точек из X , в которых X  
имеет размерность N и объект / * ( Я^ ’ ") разрешен в каждой 
точке из X ' — / - 1 (F).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство предложения 2, по существу, 
совпадает с доказательством предложения 1. Пусть / :  X' —> X  — про­
извольная последовательность моноидальных преобразований X, 
допустимая для данного объекта разрешения Я. Пусть Я ' =  / *  (Я) 
и Г  -  замкнутое подмножество в X', состоящее из тех точек, в ко­
торых Я ' не разрешен. Допустим, что имеется точка x £ f  (Т1), в кото­
рой X  имеет размерность <  N. Пусть S — локальное кольцо X  в х  
и 7V =  dim S =  d im (^ s)- 

Напишем
Я ' = ( / * ( Я Г ’ "), U’)

с / *  (Я*- ” ) =  ( U  Е'й , 1/р; Г ' ) .
«=1

В последующих рассуждениях мы можем заменить U' на W ' — Т'. 
Пусть п =  dim (W's). _

Тогда Яв — объект разрешения типа Я ^ ’ п с открытым ограниче­
нием Us на неособой неприводимой схеме Х$. Положим

Я '8 =  (Я ? '■ », U),
а'

где Я"> * = (  U  Ёу У г, . . . ,  Vy W ) и где V  =  Us, (£ ',)в , V} =  
г=1

=  (Vj)s и W =  (W")s • По теореме 1̂ ’ п найдется такая последователь­
ность моноидальных преобразований /  =  [ f  у Х .+1 —>X j} ( 0 <  j < а — 1) 
схемы Х 0 =  X's, допустимая для объекта разрешения Я^, что объект 
/ *  (Я ^ ’ п) разрешен.

Докажем, что существует последовательность моноидальных пре - 
образований схемы Х'о =  X ' , допустимая для Я ',

0 < Л < А ( а ) - 1,
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такая, что имеется последовательность целых чисел 
О =  & (0) <  £ ( 1) < . . . < £  (а), и

( 1 )  Л > = (Л * )8 для Л ( У ) < А < А ( / + 1 ) - 1 ,
(2) центр В'ь преобразования / *  в Х'к индуцирует пустую под­

схему в X j =  (.A^s для £ ( . / ) < £ < £ ( . /  +  1) — 2,
(3) центр Bk u + D-i преобра£ования_/й а+1)_х в X * (; +i ) - i  индуци­

рует центр Bj преобразования в Xj =  (Хкц + d - i) s •
Предположим, что мы нашли последовательность моноидальных 

преобразований X', допустимую для 9Г,

0 < £  < £ ( £ ) - !

для [некоторого неотрицательного целого b ^ a  — 1, имеющую свой­
ства (1)—(3) для всех j< ib . Пусть *91'— образ объекта 9Г в Х к(Ь), 
соответствующий этой последовательности моноидальных преобразова­
ний. Мы имеем тогда

Хь=(Х'ць))* и *Й =  (*й ')8 ,

где ®3t обозначает образ объекта =  9ts, соответствующий после­
довательности моноидальных преобразований

Напишем

причем

и

X j + 1- X j}, 0 < у < & - 1 .  

63t' =  (*&{*’ ", bU'),

а (b)

( и
/=1

ЬШ\’ ” =  ( U  {ЬЕ\У\ V'u. . . , bV'f, bW')
i=1

_  ___ ____  _ _  « ( » ) _ _  _  __
=  4 / ) , * 3̂ - "  =  ( U  (bE ly,>VXt. . . , » V t , bW ) t

где
^ = ( ^ ; ) s , bVj =  (bv'jh и * r = e i r ' ) s .

Пусть Bb — центр последовательности моноидальных преобразова­
ний f b схемы Х ь, допустимой для *3?. Пусть В" — наименьшая непри­
водимая подсхема из Х к <*) со свойством Вь =  (B")s . Так как Вь̂ = 
9 bW — bU, то В" ^ bW' — bU'. Очевидно, dim (В") dim (bW') =  п. 
Пусть я" =  dim (.5"). Рассмотрим объект разрешения

=  (3Hf1 1 U")
*(Ь)

с 9tf*"" =  ( U  (* £ ) ; bVu...,bV ? ,bW ',B"),
1— 1

где U" — открытое подмножество в В", состоящее из тех точек В", 
в которых объект разрешен (см. лемму 1). Так как моно-
идальное преобразование схемы Х ь с центром Вь =  (В" )s_ допустимо 
для =  (*3d')S > то Ф" —U")s — пустое подмножество в X b= ( X k )̂)s-
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Теперь, применяя теорему 1 ’̂ п" к объекту разрешения Й9Г , мы можем 
найти такую последовательность моноидальных преобразований

h =  {f'k- Х'ь + 1-Х' , , } ,  k ( b ) ^ k ^ k ( b  +  1) — 2,

схемы X'h(b), допустимую для *3t", что объект A*(9t f ,n") разрешен. 
Пусть

h* (91^’ "') =  ( (J Е*; W*;B*)

и /й(*+1) -ь  ^*(&+i) —1► Л ' * — моноидальное преобразование с цент­
ром В*. Мы получаем последовательность моноидальных преобразова­
ний X', допустимую для 3t ',

{ / * :  Х'к+1^ Х 'к}, 0 < £ < £ ( й  +  1 ) -  1,
имеющую свойства (1) — (3) для всех j^ b .  Предложение 2 доказано.

П р е д л о ж е н и е  3. [Теорема локализации для (9iff, F).\ Пусть 
N — положительное кисло. Предположим, что выполнены тео­
ремы И? с N '<^N  и теоремы 1̂ ’ ” с n<^N. Пусть 9t =  ($ftu, Е)

9$ =
Е\,..., Еа
а а и с замкнУтым ограничением F —объ­

ект разрешения на неособой неприводимой алгебраической схе­
ме X. П редположим, что v =  v(91h) > 0 .  Тогда существует та­
кая последовательность моноидальных преобразований X, 
/ :  X ’ —>Х, допустимая для Ж, что если мы напишем

/ *  (9t) =  (/*0R ff), F')

то / (Sv(f*  (Ши))Г\Е') — конечное множество точек из X, в ко­
торых X  имеет размерность N.

Д о к а з а т е л ь с  т во . Принципы доказательства здесь те же, что 
и в предложениях 1 и 2. Пусть / :  X ' —» X  — произвольная последо­
вательность моноидальных преобразований, допустимая для данного 
объекта разрешения 9t. Пусть 91 =  / *  (9t). Пусть

где

/*(ЗЙ[)= Е'и...,Е 'а1 
• * • » #а

Допустим, что f ( S 4 (X* (3ftu)) П ^ ' содержит точку х, в которой 
X  имеет размерность N. Пусть 5  — локальное кольцо X  в точ­
ке х. Тогда dim (A's) =; jV и 9ts — объект разрешения на Xs■ типа 9fn 
с замкнутым ограничением Fs■ Заметим прежде всего, что в силу 
леммы 8 из § 3 гл. 3 для любой точки х '£ Х '  имеет место нера­
венство

Ч А 'Х Н А (Х '))  и / ( S ( / * ( 9 t f t ) ) ) i S ( 9 t n ) -
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Кроме того, вообще для любого неотрицательного целого v 
/ ( ^ Д / *  (^и ))) £  S -(9 ln ). Вернемся к х  и S. Мы должны иметь v =  

=  V ( / *  (Sftn)) =  V ( / *  9tff)s ). Пусть

3t's=(3$, F) =  ( / ^ ) s  , Fs),
где

и

Еи ..
&1, . . • j 6tar

F'=*F'S, Ei =  (E'i)s

A ьУ

и J =  J'S.

По теореме 11̂  найдется такая последовательность моноидальных 
преобразований Х 0 =  X s, допустимая для объекта разрешения 9ts>

T = { f j : X )+1-+Xj},  (0 < у < а - 1),

что если / *  (D̂ s) =  (a9£ft, aF), то S, (a9l^) П аЕ пусто. Мы можем счи­
тать, что это условие перестанет выполняться, если опустить послед­
нее преобразование f а_ х: X a—*Xs^l. __

Пусть *9t — образ объекта °Ш =  9is на Х ь(0 -^.b-^а), соответ­
ствующий последовательности моноидальных преобразований

Докажем теперь, что существует такая последовательность мо­
ноидальных преобразований схемы Х  ̂=  Х ', допустимая для 9i',

{ . / ; :  X'k+1^ X 'k}, 0 < Л < Л ( а ) - 1 ,

что для 0 <  £ ( 0) < ; & ( 1Х . . . < £ ( а )
(1) Xj =  ( ^ ) s  при k(j) <  k <  k (У +  1) -  1,
(2) _центр B'k преобразования f\ в X'k индуцирует пустую подсхе­

му в Xj =  (X'k)s при £ ( / ) < & < £ ( /  +  1) — 2,
(3) _центр B'k(]+!)_! преобразования / ^ +1)_ х в Х'ки+1)_г индуцирует

центр Bj преобразования f } в X } =  .
Пусть b — неотрицательное целое число, не превосходящее а — 1. 

Предположим, что уже найдена последовательность моноидальных 
преобразований схемы X ' , допустимая для 9t ',

{ / * :  Х'к+1-*Х'Л}, 0 <  £ < £ ( £ ) - ! >

имеющая свойства (1) — (3) для всех j<^b. Пусть *91' — образ 9i' на 
X 'k(b), соответствующий этой последовательности моноидальных пре­
образований. Мы имеем тогда

Пусть

где

Х ь =  {X'm )s и *9Г =  (*3t')s .

*зг = (*<,, */=■'),

*3tff =  [ Еи • • • ’ 6£а<*>
• • • , йа{Ь) bJ\ Ъ ,

*gt =  (*gtn, ьЕ),
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где

»№  =
Ьр ьр*и>) bJ, ь
#1» • • • ) da(b)

* F ~ (* F ') s , i>Ei==ibE'i)s и v  =  (V ')s

Пусть Bb — центр моноидального преобразования f b схемы X b> 
допустимого для *ЭЕ£, _ и  В "  — наименьшая неприводимая подсхема 
в Х'щ) со свойством Bb =  (B")s . Пусть п" =  dim(.6 " ) « . / V ) .  Рассмот­
рим следующий объект разрешения с открытым ограничением на X'k{b):

=  U” )
с

«(*)
9̂ >л"= (U (*£■;); В " ) ,

I- 1
где U "  — открытое подмножество в В", состоящее из тех точек, 
в которых объект Str’'1* разрешен. Заметим, что (В" — U" ) s пусто, 
так как /ь с центром (В" ) s допустимо для *9i =  (*9i')s • Теперь, при­
меняя теорему 1̂ *л" к объекту разрешения *91", мы получаем такую 
последовательность моноидальных преобразований

* - { / ; :  а д < л < * ( * + 1) - 2,

схемы X'k(b), допустимую для *91", что А * ( ^ 'л") разрешен.
Мы утверждаем, что последовательность Н допустима для '*91'. 

Докажем это. Пусть s(i,)9t" =  *3?" и *9£"— образ объекта ЬШ" на 
X'k{k{b) -< k < ; k (b +  1) — 1) при соответствующей подпоследователь­
ности из h.

Напишем
*9Г  =  ( Х ,Л'.  *£/")

С

* ^ " '= ( 1 1  (*£',); кВ").
;=1

В частности, если k =  k(b), то
т ® ? « а д  =  а (Ь), Нь)Е'. =  ьЕ\, ньуВ" =  В" и Mb)U " =  U". 
Пусть ftC — центр преобразования f'b для k (b) -< k <  A (6 +  1) — 2. 
Обозначим через ft9l' — образ объекта (b) < ; k ■< k (b +  1) — 1)
при соответствующей подпоследовательности последовательности h, 
если эта подпоследовательность допустима для *9}'. В частности, 

=  *9i'. Допустим, что
=  *F'),

<$n ^  lbEv - '  kE*k 
k 11 \ « ! , . . . ,  aa k-Г, b

и что kB" содержится -в S* (*9ift) =  S»(ft9lft) и в kF ’ . (Это заведомо 
имеет место при k(b) =  k.) Моноидальное преобразование f'k с цент­
ром kC (которое допустимо для *9?"), очевидно, допустимо для ft9i', 
так как kC с  kB". Так как ЬС Ф kB" {kU" — непустое), то А+1 В" 
должно содержаться в 5 v(ft+19tf() и тем самым S v(ft+19J$) =  <S* (ft+19iff).



SSiiSeaS^^-sOSSaeiaa»^

Разрешение особенностей алгебраических многообразий 15

Мы видим, что ft+191' удовлетворяет тем же условиям, что и ft9t'. 
Отсюда мы заключаем, что h допустимо для *91' так же, как и для 
*911", и, кроме того, по тем же причинам если B%=kB, где k =  k (6+ 1)— 1, 
то моноидальное преобразование

f  ‘ У  _  уJ *(*+!)-!• Л *(*+1) Л *(* + !)-!

с центром В* допустимо для *9Г с k =  k{b-\-1) — 1. Таким образом, 
мы получаем последовательность моноидальных преобразований схемы 
X', допустимую для 91',

{ / ; :  ( 0 < £ < * ( 6 + 1 ) - 1 ) ,

имеющую свойства ( 1) — (3) для всех j^ .b .
Предложение 3 доказано.

П р е д л о ж е н и е  4. (Теорема локализации для 91$.) Пусть N — 
положительное целое число. Предположим, что выполнены тео­
ремы 11$' с N '< iN  и теоремы !$>" с /z< 7 V . Пусть 91$ =

IЕ Е
=  ( ь / ,  Ь \ —объект разрешения (без\ + , . . . ,  аа J
неособой неприводимой алгебраической схеме Л и 
Тогда существует такая последовательность моноидальных пре­
образований схемы X , допустимая для 91$, скажем / :  Х '—>Х, что 
если v =  v (91$), то /  («£ ,(/*  (91$))) — конечное множество точек из

ограничений) на 
X и v (91$)>0 .

X, в которых X  имеет размерность N.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство вполне аналогично доказа­

тельству предложения 3.

§ 2. Подготовительные результаты об объекте разрешения
(91$>", U)

Лемма 3. Пусть X — неособая неприводимая алгебраиче­
ская схема, W и F — неособые неприводимые подсхемы в X , при­
чем F ’EW. Пусть ■£+. . . ,  Еа — такие неособые неприводимые 
подсхемы коразмерности один в X, что

(i) f j i j . - - - ,  UЕа имеет только нормальные пересечения,
(ii) £$ U • •, U Еа имеет только нормальные пересечения с F и ■
(Ш) каждое Ej, содержащее F, содержит W.
Тогда 11Д, имеет только нормальные пересечения

с W в каждой точке из F.
Доказательство .  Пусть х — произвольная точка из F, 

R — локальное кольцо схемы ^  в х , Р — простой идеал W в R, 
Q —простой идеал F в R. Изменим индексы у Ej таким образом, что­
бы W ^Ej для 1 < / < Р  и W<=Ej для у >  р, где 0 <  р <  а.

Доказывая, что Ех U . . ,  U Еа имеет только нормальные пересе­
чения с W в х, мы можем считать, что x(zEj  для l + y  +  a.

Пусть Zj — элемент из R, порождающий простой идеал подсхемы 
Ej в R. В силу (i) систему (zl, . . . ,z^)  можно дополнить до мини­
мального базиса идеала Р, скажем (+ ,..., zp, где (3+s —
коразмерность W в X. Так как W неособа, то (+ ,..., zp, wu..., ws)
можно дополнить до минимального базиса идеала Q, скажем (+ ,..., zp, 
® 1 , - ,  У!’ ■■■> Уt)-
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Так как F — неособа, то из (II) и (III) следует, что 
wu..., ws, yv ..., yt, 2p+1,..., za) можно дополнить до регулярной'си­
стемы параметров кольца R. Отсюда следует, что ZfjU,. . . ,  U^a имеет 
только нормальные пересечения с W в х  и тем самым в каждой 
точке из F.

Что и требовалось доказать.
Л е м м а  4. Пусть X  —неособая неприводимая алгебраиче­

ская схема, W — неособая неприводимая подсхема в X , В —не­
особая неприводимая подсхема в W. Пусть Ег,..., Еа такие не­
особые неприводимые подсхемы коразмерности один в X, что

( ) Z^U, . . . ,  U Еа имеет только нормальные пересечения,
(И) Ех U U  Еа имеет только нормальные пересечения 

с W и с В.
Пусть / :  X' —> X  — моноидальное преобразование X  с цент­

ром в В, Е'.( 1 <  у ' <  a), W' — точные об разы подсхем Ej, W и Е'— 
полный, образ f~ l (B) подсхемы В в X'. Тогда Z ^ U... UZf^UЕ' 
имеет только нормальные пересечения с W  и с W'{\E'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем считать, что W =j= В (см. заме­
чание 1 § 1 гл. 1). Если х' € W' — W'[] Е', то /  в х' локально 
является изоморфизмом. Поэтому при доказательстве того, что 
Е\ U ,..., U U £■' имеет только нормальные пересечения с IF' и с W ’ {\Е' 
в х', мы должны рассматривать только случай, когда х' 6 W' П Е'. 
Пусть х  =  f ( x ' ) ,  R (соответственно R ' ) — локальное кольцо X  в х  
(соответственно X' ъх'). Для доказательства того, что Z ^ U . . .  U Z:'U Д ' 
имеет только нормальные пересечения с W  и с IF 'n Z : ' в х ' 
мы можем считать, что х £ Е } для всех у (1 < / < « ) .  Пусть Р (соот­
ветственно Q)  — простой идеал подсхемы В (соответственно W) в R. 
Изменив, если нужно, индексы у Е}, можно предполагать, что Е' 
для 1 < / < с и х ' ^ £ ' .  для у > с ,  что E ^ W  для 1 < у < а, но Е .^  ^  
для а < у < с  и что Е ^ В  для 1 < у < 6 , но Е ^ В  для & < у < с ,  
де l < a < 6 < c < a .  Пусть Zj (1 < у < с )  — элемент в R, порождаю­
щий простой идеал подсхемы Ej в R. Возьмем такой элемент щ;£Р,  
что (w) R ' =  PR '. Тогда z\ =  z-lw(\ < у •< Ь) — не единицы в R ' и по­
рождают простые идеалы Ej( 1 < у < й )  в R '. Если Q ' — простой идеал 
W' в R ', то кольцо R '/Q ' регулярно и (Z j,..., z'J можно дополнить 
до минимальной базы Q'. Кроме того, если z'j(a-f- 1 Zj
( М - 1  < у < с )  и w обозначают классы вычетов элементов z'j(a+  1 <  
< j < b ) ,  Zj (b +  1 < / < с )  и ©  в R '/Q ', то (z'a+i,..., z'b, zb+1,...,~zc,~w) 
можно дополнить до регулярной системы параметров кольца R '/Q '. 
Отсюда немедленно следует утверждение леммы 4.

Что и требовалось доказать.
Л е м м а  5. Пусть X  — неособая неприводимая алгебраиче­

ская схема, W — неособая неприводимая подсхема в X , Е —не­
особая неприводимая подсхема коразмерности один в X, не 
содержащая W, F — приведенная неприводимая и неособая ком­
понента подсхемы W f]E. Пусть / :  Х '—> X  — моноидальное пре­
образование X  с центром F и Е', W  — точные образы соответ­
ственно для Е и W. Тогда /  — индуцирует изоморфизм /  из W' 
на W. Если F 1(=F), . . . ,  F т—приведенные неприводимые ком­
поненты подсхемы W{\E, то red (lF 'f| ^ /) совпадает либо
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тп __ m __ __
с U f -H F , ) ,  либо с и  f~ l {F}). Пусть F' =  Em u F'<=W'()

j — 2 jf =  l
fl E', построим моноидальное преобразование f :  X" —>• X' с цент­
ром F'. Пусть / '  —индуцированный изоморфизм тонного образа 
W"  подсхемы W' на WT. EcauJ ' - 1{F')^W"(\E", где Е" -  точный 
об раз подсхемы Е' на X" .построим моноидальное преобразо­
вание X " с центром F" =  J ’~1(F') и т. д. Мы утверждаем, что 
этот процесс обрывается через конечное число шагов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Моноидальное преобразование / : Х ' —>Х 
индуцирует в W моноидальное преобразование W с центром F , ко­
торое, очевидно, является изоморфизмом, так как W — неособое и F 
имеет коразмерность 1 в W. W'(\E' имеет всюду коразмерность один 
на неособой неприводимой алгебраической схеме W  и red (W" П £ ')  Е

т т  
= (U / _1 (p j)) п W  П / - 1 (Е)) =  (J f-\ F ,).  Поэтому либо red (W  П £ ' ) -

7=2 }=1
т   т  

= ( J / - 1(Fy), либо red (\ T 'n ^ ',) ==(J Докажем теперь по-
j = 2 j - 1

следнее утверждение леммы. Пусть { / (,): Х^1+1) —♦ ХЩ — последова­
тельность моноидальных преобразований с центрами Д(<) в XW, где 
ХМ =  X , FM =  f  и Е<1+1) — это образ FW в точном образе WW* 
подсхемы \̂ r(0) ( = W 7) на AT(i+1)(/ =  0, 1, 2,...). Пусть Е<1+1) — точный 
образ Д(0) ( = Д )  на Х<1+1).

Покажем, что EWftWW не содержит F l̂) для достаточно боль­
ших /. Пусть R, — локальное кольцо XW в общей точке F<lK М; — 
максимальный идеал b R{ и Р* — простой идеал W(l) в Ri (г =  0 , 1, 2 ,...). 
Пусть w — элемент из М0, порождающий идеал подсхемы Е(0) в R0. 
Пусть {zv ..., zr) — минимальный базис простого идеала Р0 в R0 
и (z1,..., zr, у) — регулярная система параметров в R0. Положим 
z f = y - * Z j  (1 для / =  0 ,1 , 2 , . . . .  Легко видеть тогда, что

zW, у) — регулярная система параметров кольца R*. Пусть 
-ay(i) =  y-iw  для /= 0 ,  1, 2 ,.... Тогда до тех пор, пока Е содержит FW, 
wM принадлежит М* и порождает простой идеал EW> в R*. Так как Е 
не содержит W , то w не содержится в Р0, и, значит, существует такое 
положительное целое число v, что Po +  (yv )Ro содержит ® , а Р0 +  
+  У,+1 Ro не содержит. Легко видеть тогда, что — единица в Rv. 
Действительно, w можно представить так:

w =  2 а /г у +  иу '1 ,

где а}- € R 0(1 < У < г )  и и обратимо в R0. Тогда да<,) =  2 л / г" +  и 
и, очевидно, обратимо в Rv.

Что и требовалось доказать.

П р е д л о ж е н и е  5' [Подготовительная теорема для (91 ’̂", U).] 
Пусть (91 ’̂” , U) — объект разрешения типа 9^*п с откры­

тым ограничением U на неособой неприводимой алгебраической
а

схеме X  ( , Л / > я > 0). Пусть 9^>л =  ( (J Е/, l^ ,. . . ,  Vf, и допу­

стим, что а ! > 1. Предположим, что выполнены теоремы 
c n ' < ^ N ' ^ N  и и теоремы \̂ >п” с п"<^п. Тогда суще-

2 Математика 2



18 X. Хиронака

ствует такая последовательность моноидальных преобразова­
ний, / :  X ' —>Х, допустимая для (9^-л, U), что об раз U) =

=  (/* (И "> л), W ) с / * ( 9 t p )  =  К ;,..., 1/;, W'\ имеет свой-
\ = i -

ство: существует такое открытое подмножество W  в W , что
^ (1) U '^U ' и объект разрешен в каждой точке из:
U' и

(Н) если W[ — произвольная неприводимая компонента W\

то либо Ei^Wi, либо E'\f\W\!=U', где Е[ обозначает точный 
образ Ех на X'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Wv ..., Wa — те неприводимые ком­
поненты W, которые не содержатся в Еи a №e+1,..., Wb — содержа­
щиеся в Ех неприводимые компоненты W. Положим W* =  Wx U 1) Wa. 
Пусть Fu..., Ес — те приведенные неприводимые компоненты схемы

С

W*{\EX, которые имеют непустое пересечение с U, и пусть F = (J  F {.
/= i

Так как объект 9^-л разрешен в каждой точке из U, то U состоит 
только из простых точек W и, в частности, не содержит точек пере­
сечения различных компонент W . Кроме того, объект разрешения на X

=  V V - .  Vf, Г ;  F) ,
/= 1

где п =  dim F, разрешен в каждой точке из F n U (см. следствие 1 
предложения 1 § 1 гл. 2). Очевидно, F П U — открытое всюду плот­
ное подмножество в F. Рассмотрим объект разрешения (9 ^ ,л, F(]U)  
на X  с открытым ограничением F{\U. Легко видеть, что последо­
вательность моноидальных преобразований X , допустимая для
(S ir’" ,/7 П U), является допустимой последовательностью и для
Так как п<^п, то можно применить теорему 1^’ " к ( 9 ^ ’ л, Ff\U) 
и найти такую последовательность моноидальных преобразований X ,
допустимую для (S tf’ ", F  П U), скажем / :  X ' —* X, что объект 
/ * ( 9 ^ ’л) разрешен в каждой точке точного образа F' подсхемы F
на Х ‘ . Пусть / * ( 9 ( f . « , ^ )  =  ( /* (9 1 " . ”) ,£ / ')  с / *  (9 f" .л) =  ( (J Е\;

<=1

Тогда / * (Sl f ’ ” , i/p i-/7) == (/* (9 1 ^ ’ ”), U ' Г\ F' )  и
af

/ * ( 9 ^ ’ ") =  ( ( j£ i ;  V'i, ... , 1/p, W’ \ F'). Так как объект / * ( 9 t f ’ ”) раз-
i= l

решен в каждой точке из F', то F'  неособа и все V[ , . . . ,  V$, W  
нормально плоски вдоль F' . В частности, по следствию 4 предложе­
ния 1 § 1 гл. 2 все точки из F'  являются неособыми точками W'. 
Кроме того, следствие из теоремы 3 § 3 гл. 2 показывает, что все 
V ’j нормально плоски вдоль W'  в каждой точке из F'. С другой 
стороны, так как объект 9 t " ." разрешен в каждой точке из U , то 
для / ! > 2 и у Е(, содержащая Fj, должна содержать ту единственную 
неприводимую компоненту W, которая содержит Fг  Так как построен-
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ный выше морфизм /  индуцирует изоморфизм из X ' — /~г (W — U) 
на X — (W — U), то для 2 Е\, содержащая неприводимую компо­
ненту F ’j схемы F', должна содержать ту единственную неприводи­
мую компоненту W', которая содержит F'.. В силу леммы 3 объект 
разрешения на X'

i= 2

разрешен в каждой точке из F '.
Таким образом, без ограничения общности можно предполагать, 

что даннцй объект разрешения ” , U ) таков, что
( 1) если W* обозначает объединение тех неприводимых

компонент из W, которые не содержатся в Еи и F v .. . ,  Fe — 
те приведенные неприводимые компоненты схемы кото­
рые имеют непустое пересечение с U, то F  =  F-Jj^... ,UFe — 
это объединение непересекающихся между собой неособых схем

а

F x, . . . ,  Fc и (J Et имеет только нормальные пересечения с F ,
i= i

(2) существует открытое подмноясество U в W, которое 
содержит U и F, и такое, что объект разрешения

а

(U EltV l t . . . , V ^ w )
1—2

разрешен в каждой точке из U.
Рассмотрим следующий объект разрешения 9?Г’ Л с открытым 

ограничением U п F на X:

ЭгГ’ " == (U  ЕГ, VU. . . , V ?,W,W*  n Ех\ F ).
i—l

По теореме 1^’ " существует такая последовательность моно- 
йдальных преобразований X,  допустимая для (9?г’ л, U fj F), скажем
/ :  Х ' —*Х,  что /* (9 1 ^ ’ л) разрешен в каждой точке точного образа 
F'  подсхемы F на X'.  Ясно, что /  допустима и для (jftf'V", U). 
Напишем

■ /* (№ '" )  =  ( [ }  Ж  W’ ).
i-Л

И
/ *  ", U) =  ( / *  "), W ) .

Пусть (W* П — точный образ W* П А  на X'. Тогда можно 
написать

/ * ( ^ >  ”)4= / ( J £■/; I V , 1 7 , Г ' , ( W , п А ) ' ; Е'\
i= 1 7

И

/ *  (9 t f ’ л, U n F) =  ( / *  ( f t f ’ ”), U> n F').

Пусть W  — это открытое подмножество f ~ l (U)[\ W r в W\ 
где U — открытое подмножество в W, о котором говорится в (2). Тогда

2*



20 X. Хиронака

в силу леммы 4 этого параграфа и следствия 2 теоремы 5 § 6 гл. 3 
объект разрешения

1=2
/ V

разрешен в каждой точке из U'. Кроме того, как легко видеть, если 
W* ' обозначает объединение тех неприводимых компонент W', кото­
рые не содержатся в £ / ,  то W V n  А '  = (Р^*П А ) ' и каждая приве­
денная неприводимая компонента схемы W V n  : ли®° содержится
в ( W ^ n A K .  либ°  же содержится в W'f]E/,  где у удовлетворяет
условию а <Су<^а'- Так как объект разрешен в каждой
точке из F', то ( U?*n£i ) '  нормально плоска вдоль F' и тем самым 
каждая компонента схемы ( Р ^ п А ) '  либо содержится в F', либо 
имеет пустое пересечение с F'. Отсюда следует, что каждая непри­
водимая компонента схемы Р Р /П  ^ i7» имеющая непустое пересечение 
с F', является либо приведенной неприводимой компонентой схемы 
F', либо такой же компонентой схемы W 'ftE/  с у, удовлетворяю­
щим условию: а < у < а ' .  Можно доказать, что W'-ftEj' для
а <  у <  а ' — неособые неприводимые подсхемы А '' и содержатся в О'.

Таким образом, без ограничения общности можно предполагать, 
что в добавление к условиям ( 1) и (2) выполнено еще следующее 
условие:

(3) если О — произвольная приведенная неприводимая ком­
понента схемы, РР^П^ь которая не содержится в F и имеет 
непустое пересечение с F, то О содержится в U, имеет вид 
W frEj C у > 2  и тем самым неособа.

Если О — произвольная приведенная неприводимая компонента 
схемы P?*n£i> то из (2) и (3) следует, что моноидальное преобра­
зование /: Х ' - * Х  с центром О допустимо для объекта разрешения

(L J £ ,;  v ', .......V). г )
<=2

и тем самым для (9^>я , U). Кроме того, (1), (2) и (3) будут выпол­

нены, если мы заменим (91^’ ", £/) на / *  (9 ^ ’ ", U) и U на / - 1 ( ^ ) П  
(точный образ W на X'). Следовательно, в Силу леммы 5 мы можем 
предполагать, что

(3)* каждая приведенная неприводимая компонента схемы 
либо содержится в F (т. е. совпадает с одной из Fj),

либо имеет пустое пересечение с F.
Отсюда, заменяя U на U — ((№* П А )  — ^)> мы можем предпола­

гать, что
(3 ) ** О П Р Р * П =  F, где U( ]W  ̂— открытое всюду плотное 

подмножество в W%.
Из (1), (2) и (3)** следует с помощью леммы 3, что

а

(4) 9̂ > л =  ((J У и ••• > V%; Р^) разрешен в каждой точке
i= 1

из UnW*.
(Здесь мы должны использовать тот факт, что объект 9tf> п раз­

решен в каждой общей точке из F.) Рассмотрим теперь следующий
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объект разрешения на неособой неприводимой алгебраической схеме 
- Х - F  с /V* =  d i m( A — F)  и п* =  d i m — F):

а

^ Г ’ л* =  ( U ^ - / 7); v x- f , . . . , v 9- f , W - F - ,  г * - / 7 )
i=2

с замкнутым ограничением jE"i — Z7. Заметим, что (Ег — / 7)П (^ *  — F) 
целиком содержится в W^ — U, в то время как F целиком содер­
жится в U. Поэтому центр любого моноидального преобразования,
допустимого для (9?Г*’ "*, Ех — F), содержится в W^ — U и замкнут 
не только в W^ — F, но и в W*. Отсюда следует, что любое моно- 
идальное преобразование, допустимое для Ex—F), канонически
индуцировано моноидальным преобразованием, допустимым для 
($Rf>", U), и это допустимое для ", U) моноидальное преобразо­
вание сохраняет свойства (1), (2), (3)** и (4) объекта (SRf’ ", U) 
Ввиду теоремы 1 *̂*"* мы можем предположить теперь, что

(5) Ex — F и W^—F имеют пустое пересечение.
Тем самым
( 5 ) * £ , n ^  =  F c ( / .
В силу (1), (2) и (4) объект разрешен в каждой точке

из U (U — открытое подмножество в W, содержащее U) и в силу (1) 
и (5)* каждая неприводимая компонента Wx схемы W либо содер­
жится в Ех, либо такова, что EX[\WxczU. Предложение доказано. § *

§ 3. Доказательства импликаций (А) и (В)
В этом параграфе мы дадим доказательства импликаций (А) и (В) 

сформулированных в гл. 1 § 2.
Введем прежде всего ряд символов, играющих важную роль 

в доказательствах.
Пусть А" — неособая неприводимая алгебраическая схема, V— под­

схема в А' и л — точка из X. Пусть S — локальное кольцо X  
в точке х  (S регулярно) и J — идеал V в S. Обозначим через v*{V/X) 
числовую характеристику v* (J) =  (vO^J), v<2>(J),. . . )  идеала J в S, 
определенную в § 1 гл. 3, и через т* (V/Х) — характеристику
t*(J) =  (т(х)(J) , . . . ,  t((>(J)) с t =  t  (J) идеала J в S, определенную в § 3 
гл. 3. Через tW {V /А ) обозначим целое число для 1 j  ̂  / (J)*
Заметим, что v*(J) = (0 ,  оо, о о , ...) тогда и только тогда, когда х  (£ V, 
и в этом случае ^ ( J ) = l  и t(1>(J) =  0. Е сли (Vx..., V9) — система под­
схем в А , то мы будем писать

-  , Vt/X) вместо ( v ^ W A ) , . . . ,  v;  (V9lXj) 
и

'*x (Vi, , V9IX)  вместо (^(Vj/X ) , . . . ,  (V9/X)).
Пусть / :  X ' —►X  — конечная последовательность моноидальных 

преобразований с неособыми центрами и V y  — точный образ V} на А '
для 1 < . / < р .  Пусть х'  точка из X'  и х  =  f ( x ' )  £ X.  Тогда нера-. 
венство

^ ( ^ i ,  -  , Vf/X)>Sx,{Vi ' , . . . ,  V9'/X')
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будет означать, что
'*AVj/X)>v*x,(v//x')

(определение 2 § 1 гл. 3) для всех у с 1 у Р, причем точное 
неравенство имеет место хотя бы для одного у.

Аналогично неравенство t*x (Vv ..., 1/р/X ) 0 * , ( V V , . . . ,  V %Ч X')  
будет означать, что ^(Vj/X)  <  -zW(V//X') для всех i и всех

причем точное неравенство имеет место хотя бы для 
одной пары (/, у).

Пусть N  обозначает размерность X  и 91 — объект разрешения 
на X  вида либо 3i =  (3^>", F), либо 9ft =  U), где

^ f , n = ( U ^ ;  Vi....... VfW) .
j=l

Будем предполагать, что
N  >  п >  0.

Мы хотим доказать следующие теоремы А и В:
Т е о р е м а  А. Пусть =  F ) — данный объект разре­

шения на X. Предположим, что выполнены теоремы 1̂ '>л' 
с n ' < N ' < N ,  теоремы 1^-л" с п"  О  и теоремы П^' с N'<^N. 
Тогда можно найти такую последовательность моноидальных 
преобразований X , допустимую для объекта 9t, скажем 
/ :  X 1 —>Х, что W 'ftF ' пусто, где

с

/ • ( » r * ) - ( U £ i'i У / .......VS'-,W').
i= l

Т е о р е м а  В. Пусть 9Я =  п, (J) — данный объект разре­
шения на X. Предположим, что выполнены теоремы 1̂ '>л' 
с n ' < N ' < N ,  теоремы \̂ <п" с п"<С_п, теоремы 1 *̂>л* 
с n * < N * ^ N  и п* - < «  и теоремы Н^' с N'<^N. Тогда можно 
найти такую последовательность моноидальных преоб разова- 
ний X, допустимую для объекта 3t, скажем / :  Х ' —>Х, что 
/* (9 t jv>n) разрешен в каждой точке W , где W' — mo же, что 
в теореме А.

Для доказательства теорем А и В введем символ S (31), опреде­
ляемый следующим образом: если 31 =  (3 ^ ’ л, F), то S (31) обозначает 
множество точек схемы W П F, если 3t =  (9t^-п, U), то S (3i) обо­
значает множество точек из W, в которых объект 3^>л не раз­
решен. Мы докажем вначале теоремы А* и В*, которые a priori сла­
бее, чем теоремы А и В.

Т е о р е м а  А*. В обозначениях и предположениях теоремы К 
существует такая последовательность моноидальных преобра- 
зований X, допустимая для 3t, скажем / :  Х ' —>Х, что если 
Я '=  /* ( » ) .  а

=  W” ),
\ = 1
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шо имеем:
(О /(<S (9t')) состоит из не более чем конечного числа точек 

из X, в которых X  имеет размерность N,
(И) для каждой точки х ' £ S(9i')> в которой X ' имеет 

размерность N , либо
(a) . . . ,  V/, W'/X')<**x (V l t .... Vf, W/X), 

либо
(b) v*, (Ух,  •••. V ?', W'/X') =  v* ( V j , . . . ,  Vp W/X)

и
^ .(У Л  - ,  I V ,  W'/X')>x*x (v v . . . ,  v , t w/x) ,

где x  =  f ( x ' )
Т е о р е м а  В*. В обозначениях и предположениях теоремы В 

существует последовательность моноидальных преобразований 
X, допустимая для 9?, которая имеет такие же свойства
(i) и (И), как в теореме А*.

В обозначениях теорем А* и В* последовательность моноидаль­
ных преобразований X, допустимая для данного объекта разрешения 
9Т будет называться эффективной модификацией X  для 9i, если она 
имеет свойства (i) и (И) соответственно теорем А* и В*.

Прежде всего выведем теоремы А и В соответственно из теорем 
А* и В*.

Имеет место
Л е м м а  (АВ. 1). Пусть X  и 91 обозначают то же, что 

и выше. Пусть { / , :  А^ +1 —► X г} — произвольная последователь­
ность эффективных модификаций X t для объекта разрешения 
SituaXi ,  где Х 0 =  Х,  9l0 =  9t и 9li+i = /*(9£г) для всех г >  0. 
Тогда S (31,) — пустое множество для всех "достаточно боль­
ших целых i.

До к а з а т е ль с т в о .  Пусть **9̂ >" — такой объект разрешения 
на XI, что 0 9tf-п =  91̂ ’ " и i+19tf>n =  /* ( г9^>") для всех г >  0. 

Напишем
19lf<я = (UE f ,  V f , . . . , V й>; 

j
Так как f  р. X i+1 —* X t — последовательность моноидальных преобра­
зований Х ь допустимая для 91,-, то / г (S (91/+1)) ^  5  (91/) для всех

0. (См. следствие 2 теоремы 5 § 6 гл. 3 и лемму 4 § 2 гл. 4.) 
Поэтому если бы S (9t*) было не пусто для сколь угодно больших 
целых I, то можно было бы найти последовательность точек В (91Д 
такую, что f i ( x i+i) =  x t и X t имеет размерность N  в х ( для вс.ех1 
i >  0. По свойству (И) эффективной модификации мы должны иметь 
либо

V *  , + 1  (V[‘+V , . . .  ,  V ^ + ‘ > ,  W W / X l+г )<

<С V-̂  (V  ........-И̂ >,

либо эти две характеристики равны и
% У [ 1+1). -  У (?ш) - ^ (i+1)/ * /+i ) >

* 1 > < 1{V[4, . . . ,V^WW/Xt).
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Эти неравенства, выполненные для всех целых неотрицательных /,  
противоречат теореме 4 § 5 гл. 3. Что и требовалось доказать.

Доказательства теорем А* и В* мы разделим на несколько лемм 
и замечаний.

Фиксируем и изучим произвольную последовательность (конечную 
или бесконечную) моноидальных преобразований X, допустимую для; 
данного объекта разрешения 91, скажем,

{fs- X s+1 —>XS} (s = 0 , 1 , 2 , . . . ) ,  
где X Q обозначает X.

Пусть 5ft (s) обозначает такой объект разрешения на X s ( s >  0)r 
что $R(0) =  91 и 5ft (s +  1) =  /*(5ft(.s)) для всех s > 0 .

Если 91 =  (fft^*", F) (соответственно И =  (5R^»", U)), мы будем 
писать 5ft (s) =  (91 ’̂ “ (5), F  (s)) (соответственно 5R (s )=  (5К(̂  n (s), U (s)))„ 
В обоих случаях будем писать

a-f s
Щ ' п(* )  =( U E i (*); V i  (*), - ,  v 9(*); w  (5)).

г=г 1
Пусть Bs обозначает центр f s в X s, а Et(s) таков, что ДД0) =  

=  Д Д 1 < / < а ) ,  £ y ( s - f  1) =  точному образу Ej(s ) ( l < / ' 0  4 -s )  
и Д« + s +1 (5 +  1) =  полному образу f j 1 (ДД центра Bs.

Выберем и фиксируем произвольную точку jc0 из W*, в которой X  
имеет размерность N; W* обозначает W П Е (соответственно W — U) 
для случая 91 =  (Sftf’ ", F)  (соответственно 9i =  (91^’ ", U)). Пусть 
S — локальное кольцо X  в точке х 0 и S—пополнение кольца S. Пусть 
Х 0 =  Spec (Д).

Данная последовательность моноидальных преобразований 
{ / 5; A i+1 —> А^} схемы X  индуцирует такую последовательность
моноидальных преобразований { / 4: A^+j схемы Х 0, что имеет
место следующая коммутативная диаграмма канонических морфизмов:

X -S+1
S + 14 X J+1

X S

с S
X S

где с0 — морфизм Х 0 —»X,  индуцированный каноническим локальным го­
моморфизмом S - » S ,  и f s — моноидальное преобразование X s с неосо­
бым центром Bs = c J l (Bs) для s ^ - 0. Заметим, что моноидальное пре­
образование с пустым центром является тождественным изоморфизмом.
Из того что S абсолютно плоско над S, можно вывести, что X s ка­
нонически изоморфно произведению X s X  х^о в категории схем над X  
и что cs — это проекция на первый сомножитель.

Алгебраическая схема Х0 =  Spec (S) имеет единственную замкну­
тую точку дг0, причем с0(х0) =  х 0. Обозначим через gs (соответствен­
но gs) морфизм Х 5 —> А'0 (соответственно X s —»АГ0), полученный в ре­
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зультате композиции морфизмов f } (соответственно / ; ) для 0< / < s —1. 
Следующая лемма является немедленным следствием леммы '4 § 2 
гл. 3 и ее следствий.

Л е м м а  (АВ.2). Морфизм cs индуцирует биективное отобра-  
жение точенных множеств gs (x0) —>gs (x0). Кроме того, если
y € g s 1(x0) и У=  cs(y)€g7l (Хо)’ то индуцированный cs локаль­
ный гомоморфизм локального кольца X s в точке у в локальное

А А

кольцо X s в точке у переводит регулярную систему парамет­
ров в регулярную систему параметров.

В дальнейшем нам понадобится следующая

Л е м м а  (АВ.З). Пусть R —>R' —локальный гомоморфизм регу­
лярных локальных колец и Ж —идеал в R. Пусть регулярная 
система параметров кольца R переходит в регулярную систе­
му параметров кольца R7 и R —»R7 индуцирует изоморфизм 
R/M —»R7/MR7. Пусть Р — такой простой идеал в R, что R/P регу­
лярно и P7 =  PR7. Пусть Rj — моноидальный образ R с центром 
Р и R[—однозначно определенный моноидальный образ R7 с цент­
ром Р7, дающий коммутативную диаграмму канонических ло­
кальных гомоморфизмов

Предположим, что M ^ R .  Тогда Rj —»Rj преобразует регуляр­
ную систему параметров кольца Rx в такую же систему пара­
метров кольца Ri, и, кроме того, он индуцирует изоморфизм 
Rj/MRj —* Ri/MRi.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение следует из леммы 4 
§ 2 гл. 3.

Чтобы доказать второе утверждение, возьмем такой минимальный 
базис .()> !,..., у Г) идеала Р, что если А =  R [ у ^ у ^ у г1Ул\, то RX= A N 
с простым идеалом N в А. По условию леммы R —*► (jVj,. . уГ) 
является также минимальным базисом простого идеала Р7 в R7, и если 
А 7 =  R7 [у2/Уи • • •» Уг1Ут\-> т0 R i— локализация кольца А '. Пусть N7—  
такой простой идеал в А ', что Ri =  An- Тогда N7— ассоциированный 
простой идеал идеала NA7 (см. § 2 гл. 3). Ввиду условия на R/M —► R '/M R 7 
гомоморфизм R —* R7 индуцирует изоморфизм полей классов вычетов,, 
так что NA7 — простой идеал, т. е. N7 =  NA7. Так как R/M —»R7/MR7— 
эпиморфизм, это же верно для А/М А —> А 7/М А 7. Мы имеем N ^  MA и 
N '^ M A 7 по условию на М, и поэтому Rj/M Rj -»  Ri/MRi — эпиморфизм.. 
В силу первого утверждения леммы Ri абсолютно плоско над Rx. Отсюда 
следует, что Rx/MRj —* Ri/MRi — мономорфизм. Таким образом,

Rj/MRi -* Ri/MRi
изоморфизм.

Что и требовалось доказать.
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С л е д с т в и е .  Сохраним прежние обозначения и предполо­
жения. Пусть М — максимальный идеал кольца S,

M =  MS, у (•*<>) И y ]^ c t (y)^g71(x0).
____ А А А

Пусть (соответственно SJ — локальное кольцо X s в у (соот­
ветственно X s в у). Тогда индуцированный, cs локальный гомо­
морфизм Ss ~* Ss индуцирует изоморфизм Ss/MSs -* Ss/MSs. 
В частности, если В —такая приведенная подсхема в X s, что
А А А

^ ( 5 )  =  л:о> то существует такая однозначно определенная при­
веденная подсхема В в X s, что gs(B) =  x 0 u B =  cJ1(B). Кроме 
того, cs индуцирует изоморфизм В-*В.

Пусть J0 (соответственно Jy) обозначает идеал W (соответст­
венно V ,) в локальном кольце S, где 1 < / < 8 .  Пусть J. =  J,S для
0 < / < р .  '  '

Выберем (и фиксируем) регулярный остов (Т; z) кольца S следую­
щим образом:

[a] Если =  (Ш? ' ", Е), то z — элемент из S, порождающий 
простой идеал F в S.

[b] Если 91 =  (9^- п, U), то (Т; z) — 30-стабильный регулярный 
остов кольца S.

А А

[c] Имеется J^-стабильная стандартная база идеала i f

(ё ; 1> • • • > Sjrrtj)
■для 0 такая, что можно написать

gjk =  Ujk (Z'Jk +  gjklZ'Jk 1 +  • • • +  g
где vjk =  v(*)(Jy), ujk— единица в S и gjki€. T для 0 < y < ( 3 ,  1 <  
<  k <  mj и 1 <  /  <  Vyft.

Существование такого регулярного остова (Т; z) кольца S усмат­
ривается следующим образом:

Выберем прежде всего z £ S ,  как в [а] и [Ь], причем в случае [Ь] 
надо использовать теорему 9 § 10 гл. 3. Заметим, что в [Ь] можно
заменять Т произвольным локальным подкольцом Т ' кольца S, удов­
летворяющим условию: естественный гомоморфизм S — S /(2 )S индуци-

А ^ 4

рует изоморфизм Т '—*S/(z)S . Из теоремы Коэна о структуре полных 
регулярных локальных колец следует, что существует такое подполе
к в S и такая регулярная система параметров (z, уи .. . ,  yN-i) коль­
ца S, что S =  к {г , уи . . . ,  yN-i) (кольцо формальных степенных ря­
дов от N  переменных). Выберем затем Jy-стабильную стандартную 
базу идеала Jy для каждого у'(0 < У  ^ Р ) . скажем (gjU. .., gjmj) (см. 
теорему 9 § 10 гл. 3). Заменяя уу на Уу- f  CjZ с подходящим Су£ к 

— 1). мы можем считать, что все gjk можно записать 
в виде, описанном в [с], где Т =  к { y t, . . . ,  yN~i). Мы видим тогда, 
что (Т; z) с этим Т является регулярным остовом кольца S, имеющим 
свойства [а], [Ь] и [с].
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Заменяя gjk на gjk!ujk для всех j  и k, мы можем считать, что
v/*

i= l

для 0 <  j  <  fJ и 1 <  k <  ttij. Пусть T =  §/(2 ) S.
Определен канонический изоморфизм _Т —► Т. Определим поло­

жительное целое число Ь и идеал J в Т следующим образом:
Р /Л;.

м  * - П ( П И
;= О k=l

где (gbJli)l обозначает идеал в Т, порожденный (b /i ) -M U  сте­
пенями элементов gj#г для 1 <  i <  vjk, 1 <  k <  /га;. и 0 <  j  <  р.

Пусть Х 0 — Spec (Т). Очевидно, это неособая подсхема в Х 0 ко­
размерности один и размерности N — 1. Пусть A'j(.s^O) —точный 
образ Х 0 в X s, соответствующий последовательности моноидальных 
преобразований gs: Х 5—>Х0. В случае ffi =  (Slir,n, F) имеем

X s = c J 1(F(s))
для всех s^-0.

Определим открытые подсхемы X's в X s, X's в X s, X s в X s и
когерентный пучок идеалов J (s) на X's индукцией по s^ O  следую­
щим образом:

[f] А'о =^АГ0>-^о =  А̂ о> ^"0 =  А'0 и J (0) =  когерентному пучку 
идеалов на Ar0(SpecT), порожденному идеалом J в Т.

[g] Если Bs =  c j1 (Вs) содержится в X s и если в то же вре­
мя b-я степень пучка простых идеалов В3на X's содержит пу­
чок идеалов J(s), то мы полагаем

A"j+x =  f j 1 (X's ) (открытая подсхема в А^+1),

X's+i =  /J1 (X's) =  cJIi (X's+i) (открытая подсхема в X s+1) 
и
X's+i =  / 71 (X's) =  =  cTfiCA'j+i) (открытая подсхема

e X s+1),
где f s обозначает морфизм X s+1—> X s, индуцированный морфиз-

А ___ _

мом f s, и cs+1 обозначает морфизм X s+1—>Xs+l, индуцированный 
морфизмом cJ+1.

[h] Если хотя бы одно из условий в [g] не выполнено, то по­
лагаем

* : +1 =  / Г 1 (Xs -  Bs) =  / г 1 (X's) -  Ea+S+1 (s +  1)

(открытая подсхема в X s+l), 
X's+i =  / 7 1 (А^ — i^ ) == сТн (A^+1) (открытая подсхема в А * +1)
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U

X's+i =  7 s1 (X's - В , n X s) =  Xs+i n X t+i =  cJh(Xs+i)
{открытая подсхема в X s+1). 

В обоих случаях [g] и [h] через
Г*. X',+i - * X ’s

мы обозначаем морфизм, индуцированный морфизмом f s (а тем 
самым и f s).

Заметим, что если B‘s обозначает подсхему схемы Х[, то

f s -  X ' s + i - X s
является моноидальным преобразованием X s с неособым центром Bs в 
случае X s и изоморфизмом A'j+i на X's —Bs в случае [h].

В обоих случаях полагаем

_ E +,+ i (* +  1) =  ( f s ) - 1 (Bs) =  (Ea+S+1 (S +  \))[)Xs+l
H_P(E l +s+i(s  +  1)) равно когерентному пучку идеалов подсхемы 
£* +i+x ( s + l )  схемы X's+1. Итак, £«+*+1 (s + 1 )  — неособая непри­
водимая подсхема в X's+i коразмерности один и что P (£ a + i+ i(s + l) )— 
пучок главных идеалов на X's+i, b-я степень которого содержит пучок 
идеалов ( /* ) -1 ( / ( $ ) )  на A 'i+ i, порожденный пучком J{s) при f ' s+i--

[i] Определим когерентный пучок идеалов y ( s - f - l )  на не­
особой неприводимой схеме А^+х:

7{s  +  1) =  { f ’s)-1 (T(s))fP {Ea+S+1 {s +  \))».
Вспомним теперь теорему 3 § 5 гл. 3, которая показывает, чта 

если х  — любая точка из X s, в которой X s имеет размерность N, та

v*(If l ( s ) , . . . ,V f (s),W(s)/Xe) <
( s ~ l ) , . . . , V 9( s - l ) , W ( s - l ) / W t. 1),

а в случае равенства

> V t_lw ( V 1( s - l ) ,  . . . ,  Hp( 5 - l ) , r ( s - l ) / ^ - x ) .

Отсюда следует, что если х  такая точка из X s, что X s имеет раз­
мерность N  в л: и £*(•*) =  л:0, то

v*x (Vi (S), (s), W {s)/Xs) <  v*,. {Vu . . . , V p WIX),
и если имеет место равенство, то

V.i(s), W(s)JXs) > S Xe( V » - - - ' V 9,WlX).
Л е м м а  (АВ.4). Рассмотрим следующие условия на точку х  

из X s:
( 1) X s имеет размерность N в х,
{2 )gs {x) =  x 0,
(3) v ^ V M s ) , . . . ,  Ир(5), W{s) lXs) =  vXo{ V „ . . . : V 9,WlX)

U

^ { y l { s ) , . . . , V ^ , W { s ) l X ^ ^ 0{ y l, . . . , V 9,WlX) ,
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Если х —произвольная тонка из X s, удовлетворяющая усло­
виям (1), (2) и (3), то х является тонкой из X 's, и потому су­
ществует такая единственная тонка х из X s, что cs(x) =  x. 
Если Bs содержит по меньшей мере одну тонну х из X s, удо­
влетворяющую условиям (1), (2) и (3), то Bs = cJ l (В неособая 
неприводимая подсхема в X s (т. е. неособая неприводимая под­
схема в X s, содержащаяся в X s), и когерентный пунок идеа­
лов J(s) содержится в b-й степени коге рентного пунка идеалов 
подсхемы. Bs(— Bsf\X s , которая является неособой неприводи­
мой подсхемой в X's).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если первое и второе утверждения леммы 
выполнены для некоторого 0, то первое утверждение для 5 +  1 
немедленно следует из определения X's+i. Первое утверждение три­
виально проверяется для 5 =  0. Следовательно, остается доказать 
только второе утверждение, предполагая выполненным первое, для 
любого s 0. Заметим прежде всего, что из наших предположений 
о классе 3? основных колец следует, что неособость Bs влечет не-
особость Bs =  c j 1 (Bs). Таким образом, Bs — неособая неприводимая
подсхема в X s. Докажем, что Bs содержится в X s. Возьмем точку х  
из Bs, удовлетворяющую условиям (1), (2) и (3). Тогда имеется един-

A A j А

ственная точка х  из X s , такая, что cs (х ) =  х. По теореме 3 § 5
гл. 3 образ x t точки х  в .Aff(0 < + < + )  удовлетворяет условиям ( 1), А А А / А
(2) и (3). Пусть x t— образ х  в Xt, так что x t =* ct (л;,) для 0 < +  <  s.
Введем следующие символы:

S, — локальное кольцо X t в x t,
Qt — идеал Bt в S „

— идеал Vj(t) в S, ( 1 < / < Р ) ,
J0 (t) -  идеал W (i) в S„

S, — локальное кольцо X t в x t,
Q/ =  Q<S<— идеал Bt в St,

f z (0  — Jy( 0 (0 < y < p ) .
Тогда {(J^(rf), S,, Q^-i)} — допустимая последовательность точных 

моноидальных образов для (Jy, S) =  (J  ̂(0), S0) в смысле § 9 гл. 3; 
заметим, что здесь допускаются тривиальные моноидальные образы, 
центры которых — единичные идеалы (это имеет место тогда, когда х е 
не содержится в Bt).

Имеется канонический локальный гомоморфизм S* —>S,, который 
по лемме (АВ.2) переводит регулярную систему параметров S, в регу­
лярную систему параметров S*. Поэтому {(J, (t), S „ Q ^ ) } — допусти­
мая последовательность точных моноидальных образов пары (JN, S) =  
=  (J;. (0), S0) для 0 < у < р .  В случае 9i =  (91^’ л, U) (Т; z) является
Jo-стабильным регулярным остовом кольца S =  S0 и обладает о сто в о м - 
образом (1+ zt) в St для всех t (0 < /f< s ). (См. значение 3 § 9 гл. 3.) 
Можно выбирать zt для регулярного остова (Т,; zt) кольца S, таким 
образом, чтобы

++1 =  z tlvt.
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где знаменатель vt £Tt для 0. Этот vt£T( должен иметь такое 
свойство:

(®/) S/+x =  Q/S/+i«
Так как Qj — допустимый центр для J0(s), то Q  ̂— таково же 

для J0(s) и поэтому имеем: zs£Qs. Это показывает, что В, содер­
жится в X s, так как zs порождает идеал ~XS в S .̂ Заметим, что эти 
рассмотрения случая 9t =  (9^’ ", U) можно тривиально провести в слу­
чае 9% =  (9 ^ ’ ", F ). Таким образом, в этом случае можно выбрать (Т,; zt) 
таким  ̂же образом, как выше^ Теперь в обоих случаях положим:

Т, — локальное кольцо X t в x t и
Qi — идеал Bt в Т*.
Мы имеем канонические изоморфизмы:

Тt •= S ,/(^ ) S( и Q( =  Q//(^<)Si-

Естественный эпиморфизм S< —* Ti индуцирует изоморфизм Tt—* Tt. 
является также идеалом подсхемы В/ =  BS[)XS' в Т*, где Т5 рас­

сматривается как _локальное кольцо X/  в x s =  x. Докажем, что 
слой J(s)x пучка J(s) в х  содержится в Ь-й степени идеала Q5. Так 
как В/ — неособая неприводимая подсхема в X/, то достаточна 
доказать, что J(s) содержится в b-й степени когерентного пучка 
идеалов подсхемы В/ на X / .

А

Стандартный базис идеала gjmj) выбран Jy-стабильным

для и поэтому если мы определим элементы gjk (t) 6 Si
для 0 - < / ' <  р, 1 <  £ <  и 0 <  * <  s индукцией по t\

£j*(0) =  g;* ( 0 < у < Р , . К Л < д а ;)
и

gjA t)l'v])k =  gjk{.t +  1). ( 0 < * < s  — 1),
А А

то получим Jj (^)-стабильный стандартный базис идеала 3j(t)

для 0 < У < х  и 0 < у ' < Р -  Итак, мы получаем элементы из Ti gjki{t) 
для 0 <  j  <  р, 1 <  k <  т.} и 0 <  t <  s, определенные индукцией по t 
следующим образом:

gjki (0) =  gjki ( 0 < У < Р ,  1 < А < / / г у, 1 < * О д )
И

gjki(tyvt =  gjkiV+ty  ( 0 < ^ < х  — 1).

Мы можем написать
V* v _i

gjk (0  =  +  2  gjki (0 z? k
i=1

ДЛЯ
Имеют место равенства

(gjki (0bli)/v! =  gjki V +  iy11
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для 0 <  j  <  р, 1 <  k <  nij и 1 <  i <  Vjk. Если vt обозначает образ vt
в Т, и Т<+1 — моноидальный образ Tf, соответствующий центру Qt, 
то получаем

(Vt)Т7+1 == Q ,T,+l

j (*+1) -  = я б7(0; ) т ;+1xt+1 xt
для о -<  t < ; s — l .

Ввиду этих фактов можно написать

xt
т. е. слой пучка J(t) в x t порождается образами (b/i)-x степеней эле­
ментов gjki (О €Т* для О < / < Р ,  1 < £ < / » ;  и 1 <  / <  vyft.

Рассмотрим случай t =  s. Мы имеем Л;.(5)-стабильную стандартную 
базу идеала Jj(s) для

где
V*-

(s) =  +  2  gjki(s) 1
i=1

для Простой идеал подсхемы Bs (т. е. идеал под-
А А А

схемы Bs) в содержит элемент кольца и является допустимым
центром для Jj(s).

Отсюда следует, что

( 0 < у < Р у ,  1
И

Поэтому

g jn (sy,ll€Qb* ( 0 < у ' < Р ,  1 < £ < т ; , 1 < г < > ) ,
или, что эквивалентно,

Q * 2 ( ^ ( * ) 4/0 T W ( s ) ~ ,
что завершает доказательство последнего утверждения леммы.

Что и требовалось доказать.

С л е д с т в и е .  Если х — произвольная точка из X s, удовлет­
воряющая условиям (1), (2) и (3) леммы (АВ.4), и рассматри­
вается случай 9i =  (3|{{v’ ", U), то точка х из X s, однозначно опре­
деленная условием cs(x) =  х, принадлежит X ’s и слой J{s)~ содер­
жится в b-й степени максимального идеала локального кольца 
пространства X s в х. В случае 9? =  (Э1 ,̂Л, Е) то же самое 
верно при условии x £ F ( s )  (т. е. x £ X s).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В обоих случаях мы знаем, что х  — точка 
из X's и х  — точка из X s .
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Поэтому если бы было известно, что х  принадлежит то
точка *  принадлежала бы X's. В случае 91 =  (91 ’̂ ", U) имеем g s(x) =  
=  .*0€№' — U. Отсюда, так как х  удовлетворяет условию (3), то 
x £ W ( s ) - U ( s ) .

Но это значит, что моноидальное преобразование X s с центром х  
допустимо для объекта разрешения я (5), £ /($ )). Возьмем за Bs 
замкнутую точку х  из X s.

В случае 91 =  (91^’ ” . F) теми же рассуждениями убеждаемся, что 
моноидальное преобразование X s с центром х  допустимо для объекта 
разрешения (9 ^ ’ л($), F (5)), если x £ F ( s ) .  В этом случае мы также 
берем за Bs точку х  из X t.

Остается применить лемму (АВ.4) к Bs =  х. Следствие доказано. 

Л е м м а  (АВ.5). Пусть х ’ —произвольная точка из X̂'s ux '  =
^ f —

=  cs (л:')6 X s . Предположим, что v ( / (s)~)^>b. Тогда имеем'.
(I) х ' — точка из W (5) (таким об разом, в случае 9i == (9? ’̂ ", F) 

имеем', х ' £ W (5) n F ($)).
(II) Если W — особое в точке х0, то uW  {s) —особое в точке х '.
(Ш) Если Vj для какого-нибудь j  (1 <  (5) не является нор­

мально плоским вдоль W в точке *0 и х0 —простая точка W, 
то Vj(s) для этого j  не является нормально плоским вдоль W (s) 
в точке х'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем следующие обозначения:

x't — образ х г в Xt (и тем самым в X't); 
xt — образ х ' в Х\ (так что x ’t =  ct (x't)),
St — локальное кольцо Х\ в x t,
St — локальное кольцо Xt в x t,
Т* — локальное кольцо Х[ в x't,
Qt — идеал подсхемы Bt в S(,
Q, — идеал подсхемы Bt =  c j 1 (Bt) в S* ( =  Q/S,),

J ^ )  — идеал подсхемы Vj(t)  в S, ( 1 < У < Р ) ,
J0 (t) — идеал подсхемы W (t) в St,
Jj(t) =  Jj (t)St для 0 < у < р  и 0 < ^ < 5 .

A

Пусть, далее, S, S и (T; z) сохраняют прежний смысл. Ясно, 
что х0 (соответственно х 0) — специализация точки х 0' (соответственно 
точки лг0')  на схеме X 0f =  X  (соответственно Х 0' =  Х 0). Существует 
простой идеал Р0 (соответственно Р0) в S (соответственно в S), такой, 
что S0 =  Spo и S0 — S ^. Так как х 0'£Хо,  то z£  Р. Поэтому если Т0

обозначает локализацию кольца Т по простому идеалу Р0ПТ, то
А ^

(Т0; z) — регулярный остов в S0. Кроме того, J, (0) =  (S0) и Jy(0) =
=  JyS0. У нас имеется ^-стабильный стандартный базис идеала Jy:

(ё]\> • • • > ё //By)>
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где V*
g ,t -  +  S  « Х '

1=1
С gJki€ т  для 0 < у < Р >  1 1 < г < ^ А.

Идеал J =  (g**i)T  порождает пучок У(0) на схеме Хо, так что 
слой 7(0 )~  пучка 7(0 ) в х 0' дается равенством / ( 0 )  ~ , =  (£$«) Т0.

Мы утверждаем теперь, что существуют регулярный остов (Т<; zt) 
кольца § * ( 0 < / < х ) ,  элементы gjk{t) из Jy.(*) ( 0 < у < р ,  1 < & < / r a y) 
и элементы vt из l t, имеющие следующие свойства:

(1) (Т0; г0) =  (Т0; г) и (Т,; zt) такой регулярный остов в S,, чтоЛ —
ядро канонического гомоморфизма S, —>Tt порождается элементом zv

(2) gJk (0)ь=  gjk ( 0 < у < р  и 1 <  k <  trij) и система элементов

(gji(t)?---> gjmj(t)) из Jy(0 имеет следующие свойства:

(а) Если М* обозначает максимальный идеал кольца St, то началь­
ные формы элементов

gjki*) (1 <k<nij)  в g r ^  (S<) 

порождают идеал g r -  (J} (t), S,), и

(Ь) 7 ̂  (gjk (0) =  V  (гДе >  =  (J/) =  v(A) (Jy))

для 0 <  у <  p и 1J< k <  mj.
(3) Мы можем написать

gjk (0  =  2  gjkt (0  ^  •
/=1

где £ ; « ( * ) €T* для 0 < у < р ,  l < £ < w ; и 1
(4) 7 ( 0 л/ = ( £ ш ( 0 6,<)Т< последнее обозначает идеал, порожден-

•* t _
ный образами в Т, (b/i)-x степеней элементов gjkl(t)€ Tt,

(5) Ю ^ +1 =  03<+1 и zt+1 =  zt/vt для 0 < * < s — 1,
(6) gjk (* +  ! ) === gjk(t)/vtJk для 0 < *  <  5 — 1, 0 < у  < Р  и 1 <  k <  nij.
Существование всех этих объектов доказывается так. Прежде 

всего мы видим, что (1) выполнено для  ̂=  0.
Пусть gjb(0) =  gjk ( 0 < У < Р  и 1 < £ < / » у ) ,  как это требуется 

в_(2), и gJkl(0) =  gjkl ( б < у < Р ,  и 1 < i < v Jk)- Тогда (3)
и (4) выполнены для t =  0. Покажем теперь выполнение (а) и (Ь) из (2) 
для t — 0. Из определения X's и условия v (J(s)xi) >  b следует, что 
ч т ~ , )  >  Ь для всех t (0 <  /  <  s). Поэтому, в частности, если t =  0,

А
то (Ь) из (2) следует из (3) и (4). Так как (ё'уДО),..., g^m.(0)) — стан-

а/ч

дартная база в J} (0 <  у <  Р) при t =  0, то (Ь) из (2) влечет (а) из (2) 
в силу следствия 3 теоремы 5 § 6 гл. 3. Теперь в предположении, 
что построен (Т,; г ,), имеющий свойство (1) для некоторого 0, мы

3 Математика № 2
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утверждаем, что существует такой'элемент vt £ Т,, что Q/S,+i =  (^ )S i+1. 
(См. (5).) Действительно, S*+i — это моноидальный образ кольца 
с центром Q,, Q, содержит ядро (z,)S* канонического гомоморфизма 
S, —> Tt по определению Xl+i, и наконец, если Q,S<+1 =  (w) St+1 для
некоторого то ztw~l не обратим в § <+1, так как x;'<+i € % +1..
По этой же причине мы имеем образ (Т*+1; zt+1) остова (Tt; zt)
в S ,+1, такой, что zt+i =  ztvTl- Для завершения доказательства су­
ществования остается показать, что если построены (Т*; zt), gjk{t) 
и gm (t), имеющие свойства (1), (2), (3) и (4), то (Т<+1; zt+1) с г /+, =  
=  Zt/V( и gJk(t +  1) =  gjki.t)lv]jk Для ° < У < Р  и 1 < £ < / и ;. имеют
свойства (1), (2), (3) и (4). Прежде всего выполнение (1) для (T/+1; z <+1) 
очевидно. (4) для влечет, что g Jki{t)b!i содержится в Ь-й сте-

xt
пени идеала Q, для 0 <  j р, 1"<;k <  и 1 < ;i -< v;.t . Следова­
тельно, если мы положим.; gjki(t +  1) =  gjki для О <  У <  Р»
1 и 1 <  / <  v;ft, то будут выполнены (3) для gjk (t +  1),
0 < у < §  и 1 и (4) для 7 ( ^ + 1 ) „ ,  .

xt+ 1
Так как v ( i (^ - j -1)~; )^ b ,  то (4) для / ( t f + 1 ) - ,  влечет (Ь)

xt+\ xt+1
из (2) для £ у* ( * + 1) ( 0 < у < Р, 1 < £ < / « , ) .

Наконец, (2) (а) следует из (2) (Ь) для g ;- * ( 7 + l )  (О < У < Р , -  
1 -< £ - < / и )  в силу следствия 3 теоремы 5 § 6 гл. 3 и теоремы 5 § 6
гл. 3, примененных к моноидальному образу кольца S, с центром Q,, 
который вычетно алгебраичен над St и таков, что S*+1 — локализация 
этого образа. Мы получаем, таким образом, существование (Т,; zt)r
gjk(t)€3j(0  LH ®/CT/ ( 0 < ^ < s ,  0 < У < р ,  1 <  k <  nij), имеющих
свойства (1), (2), (3), (4), (5) и (6). Теперь все готово для доказа­
тельства утверждений (i), (И) и (Ш).

Так как x 0 — точка из W, то v0ft^>0 для 1 Поэтому
из (2) (а) и (Ь) для J0(x) и g 0k(s), 1 < £ < / и 0, следует, что J0(s)
содержится в максимальном идеале кольца и, значит, J0(s) содер­
жится в максимальном идеале кольца S*. Это означает, что x'=^x's£ 
^ W (s), т. е. утверждение (i) выполнено. Если W' — особое в л:0, то 
число тех индексов k, для которых voft =  l, меньше чем коразмер­
ность W в X  (=  Х 0 =  Х 0') в точке х п. Здесь под коразмерностью мы 
понимаем минимум коразмерностей неприводимых компонент W в точ­
ке л:0 из X. Ясно, что коразмерность W (s) в X's в точке по 
меньшей мере равна коразмерности W в X  в точке х 0. Поэтому
ввиду (2) (а) й (2) (Ь) для J0(s) и gak(s) (1 <  k <  т0), мы имеем W (х) 
особое в точке х' =  x's. (Заметим, что упорядоченная нужным обра­
зом подсистема из ( ^ ( s ) . • • • . gom(s )) является стандартным базисом 
для J0(s).)

Докажем (Ш). Мы должны считать х0 простой точкой из W. 
Отсюда следует, что — простая точка в сТ1 (W (t)) для
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Так как x't^Xt для всех t ( 0 < ^ < s ) ,  то по определению Х\ мы 
имеем для всех t : и Jt(t) х' где Qt — Qt/(zt) S*. Поэтому
в силу (3) и (4) мы имеем (gjk(t))=  vjk Для 0 < у ' < ( 3 и  1 < £ < / r a ;-. 
Используя (а) и (Ь) из (2) и следствие 1 предложения 2 § 8 гл. 3, 
заключаем, что если J0( ^ - f l )  (заметим, что это такой простой 
идеал в S<+1, что факторкольдо S<+1/J0(̂  +  l) регулярно) — допу­
стимый центр для J; ( ^ + l )  при некотором у(1 <  j  <  Р), то J0(O (кото­
рый является простым идеалом в S*, таким, что S*/J0(O регулярно) —

А А

допустимый центр для i } {t) при этом самом у. Поскольку S*+1 (соот­
ветственно S,), абсолютно плоско над S/+1 (соответственно над S*), 
по лемме 9 § 3 гл. 2 следует, что если J0(̂  +  1) — допустимый 
центр для Jj(t +  1) при некотором у'(1 < у'<Р),  то J0(Y) — допустимый 
центр для Jj(t) при этом же у.

Другими словами, если Vj(t  +  1) нормально плоско вдоль W {t +  1) 
в x't+l при некотором у '(1< !у< ;р ), то Vj(t) нормально плоско вдоль 
W (t) в x't. С другой стороны, Vj нормально плоско вдоль W в х0 
тогда и только тогда, когда это выполнено в х0'. (См. следствие 2 
предложения 2 § 8 гл. 3.) Отсюда следует (Ш). Лемма доказана.

Л е м м а  (А В .6). Пусть В' —такая неособая неприводимая 
подсхема в X's, что gs (В') состоит только из точки х 0, и слой 
J (s)~ соде ржите я в b-й степени простого идеала подсхемы В'

для каждой точки х из В'. Пусть Bs — замыкание cs (B') в X s, 
которое можно рассматривать как приведенную подсхему в_Х5. 
Тогда Bs ~  такая неприводимая подсхема в X s, что В '=
=  c j 1 (Д^)ПА^ и существует такое непустое открытое подмно­
жество Us в Bs, не содержащее кратных точек из Bs, что

(i) Us^cs(B>),
(ii) l / j ( s ) , . . . ,  V? (s) и W (s) все нормально плоски вдоль Bs 

в каждой точке из Us.
,_ _

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В— замыкание В' в X s (т. е. такая 
подсхема в X s, что В' всюду плотно в ней). Так как X s (соответ­
ственно X j) — открытая подсхема в X s (соответственно в X s)nX's— 
=  X sn x 's ,T o B '= £ ( ]X '~ B [ )X 's .

Таким образом, В — приведенная неприводимая подсхема в X,
и gs(B )= x 0. По следствию из леммы (АВ.З) существует такая един­
ственная неприводимая подсхема Bs в X s, что

B =  cJl {Bs) и Bs =  cs (B).

Кроме того, cs индуцирует изоморфизм B -*B S. [Ясно, что Bs — 
замыкание cs (В') в X s и В' =  c j1 (Bs) П X's.

Пусть Us — открытое подмножество в Bs, состоящее из тех про­
стых точек Bs, в которых все l^.(s) ( 1 < у ' < Р )  и W (5) — нормально 
плоски вдоль Bs.
3*
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Мы хотим доказать, что Us^cs{B').
Пусть х ' — любая точка из В', (соответственно Ss) — локаль­

ное кольцо Xs в л:'(соответственно Л', в х'), Jj(s) идеал 1Л($) в Sf ,
J0( s ) -и д е а л  W (s) в S, и / ) ( ф =  Jj (s) S, ( 0 < у <  P), где * ' =  cs (x').
Пусть Т ,—локальное кольцо X s в x'.

Тогда, используя те же рассуждения, что и в доказательстве лем­
мы (АВ.5), мы можем найти регулярный остов (Т,; zs) кольца
и такие элемены gJk(s) идеала J^(s) (0< у < | 3 , 1 < ^ < / г е / ), что

(1) zs порождает ядро канонического гомоморфизма S, —►Т̂ ,
А

(2) система элементов (g ji(s),.. . ,g jmj{s)) из Jj(s) имеет следую­
щие свойства:

(а) если Nis обозначает максимальный идеал кольца Ŝ , то началь-
А

ные формы элементов gj^s) (1 <  k < /я , )  в gr~ (SJ порождают идеал

ё гм W 5)*'S»)« и
*(b) vm,  (£ /'*(5) ) =  v; * ( = v W (J;)) для ° < / < Р  и 1 < ^ < д г /.)
(3) мы можем написать

V;ft
gjk ($) =  zlib+  S  z p  1,

t=i
где

_ £ ; * i ( * ) € T , ( 0 < . / < p ,  1 < £ < / / * ,  и

(4 ) J ( « ) p - ( ^ « ( s ) » " ) T , -
Пусть теперь P (соответственно P) — простой идеал подсхемы Bs

-

в Sj (соответственно В' в Ss). Тогда P =  PS,. По условию Ss/P 
регулярно, zs € Р, и если Р =  Р l(zs) Sf , то Pb2 J  (5) ~ . (См. (1).) В си­
лу (1), (3) и (4) имеем vp (gyfc( s ) ) > v yft для 0 < у < Р  и 1 < £ < / / t y-.

Тем самым в силу (а) и (Ь) из (2) Р — допустимый центр для всех 
Л ( * ) ( 0 < 7 <  (3). Так как S* —* S* абсолютно плоско и Р =  PSs, Р — 
допустимый центр для всех i } (s) (0 -< у < ; (3). (См. лемму 9 § 3 гл. 2.) 
Другими словами, все V^(s) (1 < у '<  Р) и W (s) нормально плоски вдоль
Bs в х', т. е. х ' =  cs(x ')£U s. Мы видим, что cs (B') с  Us. Лемма 
доказана.

Теперь мы готовы к доказательству теорем А* и В*, а с  ними 
и теорем А и В. Прежде всего по теоремам локализации (предложе­
ния 1 и 2 из § 1, гл. 4) и подготовительной теореме (предложение 5 
из § 2 гл. 4) мы можем найти такую допустимую последовательность 
моноидальных преобразований gs =  {fi- X t + 1-* X t} (0< ^ < $ ) ,  что 
в принятых выше обозначениях

З д  =  ( д ^ я(5), F(s)) или = ( 9 t f ’ n(s), и  is)) и
а + s

'п (S) = ( U Е , (х); 1\ ( s ) , . . . , v 9 (sy, W (s))
i =  1

имеем



Разрешение особенностей алгебраических многообразий 37

[(1)] образ в Х =  Х 0 множества S (9? (5)) ( =  Д(.у)Г1 W(s)  ила 
замкнутому подмножеству из W (s), состоящему из тех точек 
W (5), в которых St(s) не разрешен) состоит из конечного числа 
точек, в которых X  имеет размерность N,

[(2)] в случае когда 01 =  (Si^’ ",£/), если обозначает про­
извольную неприводимую компоненту W (s), a i — произвольное 
целое число с условием то либо Wi (s)£E t(s), либо
Д Д ^ П И ^ П ^ З Ц * ) )  пусто.

(Для [(2)] надо применить подготовительную теорему а раз.) 
Пусть х0 — произвольная точка из образа gs (S (S((s))).

З а м е ч а н и е  1. В случае когда 0t =  (0ijv’ ", U), либо W —осо­
бое в х0, либо по меньшей мере одно из V,-(1 < у '-<  Р) не является 
нормально плоским вдоль W в х 0. Действительно, в противном слу­
чае для каждой точки х  из W (s) с £*(.*) =  лг0 мы имели бы: л: — про­
стая точка из W (5) и все 1Л($) (1 <  у <  Р) — нормально плоски вдоль

а +  S

W (s) в х. Кроме того, по лемме 4 § 2 (J Е t (s) имеет только нор-
/ = а + 1

а +  S

мальные пересечения с W (5) в л: и поэтому в силу [(2)] U  Et (s)
i = 1

имеет только нормальные пересечения с W (s) в х. Следовательно, 
х  $ 5  (3((s)). Это противоречит тому, что x 0£ gs(S (8l(s))).

Теперь построим для выбранной точки х 0 £ X  и последователь­
ности моноидальных преобразований gs =  {/t: X t + 1 —> X t) (0 < ^ < х )  
тем же способом, что и выше, последовательность моноидальных пре­
образований gs =  { / , :  X t + l ~̂  X t] (0 <  t <  s) с морфизмами ct: X t —* 
—»X t(Q H t<  s). ■

Кроме того, используя [a], [b], [c], [d], [e], [f], [gj, [h] и [i], по­
строим положительное число b и для всех ^(0 < * <  5) — открытые
подсхемы X't (соответственно Х\) в X t (соответственно в Х (), под­
схемы Х ( (соответственно Xt) в ^ (соответствен н о в Xt) и коге­
рентные пучки идеалов J (i) на Х [ . Мы будем также использо­
вать обозначения, которые выше были введены в связи с этими 
объектами.

Через gs: X s —* 2fo_(=2f0) мы будем обозначать морфизм, индуци­
рованный морфизмом gs.

З а м е ч а н и е  2. Пусть Е) (s) =  c j 1 (£ \ (s ))n X's для 1 < у <  a -f s. 
Ясно, что Z?a+i(s)(J. . .  (J Ea+S (s) имеет только нормальные пере­
сечения с X ’s на X's . В случае когда 0( =  (0 ^ ’ ", F), Е[ ( s )  и  . . .
• • • U £«+i (s) имеет только нормальные пересечения с ~X'S на X's,
так как X's — с\ (F (j )) П ЛГ* • Определим Ё, для 1 <  j  Наследую­
щим об разом:

(i) в случае 31 =  ( S i f , F); Ё, =  Ё) (5) п для 1 <  у <  а +  s
/X/

и а =  а +  s\
(И) в случае Si =  (Stf1", U), F ~  F'a+j (s) n X's для 1 < y <  s 

It а =  s.
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/V /V

В обоих случаях мы видим, что Ех, . . . ,  Е~—неособые непри­

водимые подсхемы в X's коразмерности 1 и £ i U > - - - U £ ~  имеет__ а
только нормальные пересечения на X's •

Нас интересует только случай, когда X s имеет размерность N — 1- 
Это имеет место, если существует хотя бы одна точка jc в 5  (3t (s)), 
имеющая свойства (1), (2), (3) леммы (АВ.4). (См. следствие лем­
мы (АВ.4).) Будем писать X  вместо X s • Рассмотрим объект раз­
решениями-I на X  (без ограничений) следующего вида:

где Ъ — положительное число, определенное выше; целые числа 
и когерентный пучок идеалов J на X таковы,

что

7 ( П ^ ) =7(5)') = 1
где Р] — пучок простых идеалов подсхемы Е} на X. (Например, 
можно взять Uj =  0 для всех у.) Здесь J(s) — пучок идеалов на X's , 
определенный выше.

З а м е ч а н и е  3. Напомним, что 5(Э(и-1) обозначает замкнутое под-
rsJ

множество из X, состоящее из точек х, для которых

2  ai +  v~ (-0
~х 6 Et

(или, что эквивалентно, v~ (J (s)) >b).
Из леммы (АВ.5), замечания 1 и условия [(1)] следует, что 

cs (S ( й Г 1)) i  5  (Я (s)) П g7l (х0).
По условию [\\ SQ(M{s))[\gJl {х0) ~  это одновременно замкнутое 
и открытое подмножество в S (9t(s)). Будем писать g вместо 
g's-X -* Spec ( S ) = £ 0.

Написанное выше включение показывает, что если В—произволь­
ная неприводимая подсхема из X, содержащаяся в S (9tu-1), то g{B )=  
=  х0 (единственная замкнутая точка из А 0), так что по следствию лем­
мы (АВ.З) cs индуцирует открытое вложение В в приведенную непри­
водимую подсхему Bs из X s, где Bs — замыкание cs{B) в X s.

З а м е ч а н и е  4. Пусть В — такая неособая неприводимая 
подсхема из X , что моноидальное преобразование / ^ схемы X
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r>j  др j /V

■с центром В допустимо для объекта разрешения 9tu~ на X. 
Пусть Bs — такая приведенная неприводимая подсхема из X s,
что cs индуцирует открытое вложение B —+Bs. Тогда Bs содер­
жится в W (s) и существует такое открытое всюду плотное под­
множество Us в Bs, что cs (B)lEUs и объект разрешения

9*f ’ n' ( s ) = (  U £ ,(s ) ; V1(s ) ,. . . ,V 9(s),W (sy,Bs),
i =  1

где п' =  d i m £ f , разрешен в каждой точке из Us.
Действительно, прежде всего по лемме (АВ.5) BŜ W  (s). Пусть, 

далее, Us — открытое подмножество из Bs, состоящее из точек, в ко­
торых Stf’ n\s) разрешен. Нам нужно показать, что Us содержит

/ч /X/

образ cs (B). По лемме (АВ. 6), если х  — произвольная точка из В и х =  
=  cs (х), то х  — простая точка из Bs, и все Vj(s) (1 <  j  <  Р) и W (5) 
нормально плоски вдоль Bs в точке х. Для того чтобы показать, что
-а + ■$
U Et (s) имеет только нормальные пересечения с Bs в х, заметим, 

1 = 1
что если Sj (соответственно Sf) — локальное кольцо X s в х  (соответ-

А А А

ственно X s в л), то канонический гомоморфизм S, —> S, преобразует 
регулярную систему параметров из в такую же систему параметров
из S*. (См. лемму (АВ.2).) В случае когда Ш =  F), из допу-

а -Ь s
стимости преобразования для 9(н-1 следует, что U  сГ1 (Е( (5))

в 1 = 1
имеет только нормальные пересечения с В в х.

Отсюда с помощью указанного выше свойства гомоморфизма S ,-»
а +  S

—> Ss мы заключаем, что (J Et(s) имеет только нормальные пересече-
/ = 1

ния с Bs в х. Для случая, когда 9? == (9 ^ ’ ", U), рассуждения, анало-
а + s

гичные примененным выше, показывают, что (J Et(s) имеет только
i=а+1

нормальные пересечения с Bs в х.
Ввиду замечания 1 и леммы (АВ.5) точка х  (в действительности 

любая точка из Bs) содержится в S (9 t(s)), и поэтому условие [(2)] 
влечет, что для 1 < / < а  либо Et(s) не содержит х, либо £ Д $ ) 
содержит все неприводимые компоненты W (5), содержащие х , Так 
как Н7 (s) содержит Bs, то либо Et (s) не содержит х, либо Е{(s)

a -f s
содержит Bs. Ввиду этого факта мы заключаем, что (J Et(s) имеет

г = 1
только нормальные пересечения с Bs в точке х.

З а м е ч а н и е  5. Пусть В обозначает то же, что и в замечании 4. 
Ясно, что Bs содержится в l F ( s ) f l / r ('S) в случае, когда 9t =  F),
и Bs содержится в W (s) — U(s) в случае Ш =  , U). (Во втором
случае надо сослаться на замечание 1 и лемму (АВ .5).) Отсюда сле­
дует, что любая последовательность моноидальных преобразова-
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ний X s, допустимая для объекта разрешения (3tiN,n\s),U s)c  от­
крытым ограничением Us, является последовательностью моно- 
идальных преобразований, допустимой для объекта разреше­
ния 9 t(s), равного либо (3 ^ '" (5 ) ,  F(s)), либо (Ш?’п (5), £ /($ )), 
и кроме того, если (s) разрешен в каждой точке из Bs,
то моноидальное преобразование X s с центром Bs допустимо 
для 3t(s).

Применяя теорему 1 ’̂ (с п'<^п) к объекту разрешения 
" (s ) , Us), мы можем разрешить 3 ^ ' п> (5) с помощью конечной 

последовательности моноидальных преобразований, допустимой для 
(3ftf’ (5)> Us). Эти моноидальные преобразования последовательно 
допустимы для 31(5) и индуцируют тривиальные моноидальные преобра-

/X/

зования X  ввиду замечаний 4 и 5. Поэтому, заменяя начальную после­
довательность gs: X S—>X так, чтобы она содержала рассмотренную 
только что последовательность, мы можем предполагать, что моно- 
идальное преобразование с центром Bs допустимо для 3t(s), в то время
как схема X  и объект З̂ п-1 остаются те же. Тогда моноидальное 
преобразование f Bs схемы X s с центром Bs, допустимое для 9t (s),

индуцирует данное моноидальное преобразование схемы X, допу-
в

стимое для З̂ п-1 .
Таким образом, применяя теорему Н^-1 к объекту разрешения

3lff-1 на X  (без ограничений), мы можем доказать, что существует 
конечная последовательность моноидальных преобразований X s, допу­
стимая для 3t (5), индуцирующая последовательность моноидальных
преобразований X, допустимую для З̂ п-1  и разрешающую объект 
9tn-1. Поэтому, заменяя начальную последовательность gs: X S—>X 
так, чтобы она содержала такую добавочную последовательность, мы 
можем предполагать, что объект 3tu-1 разрешен. Это означает, что

Q  (s))< b
для каждой точки х  из X  =  X 's . Но тогда в силу следствия лем­
мы (АВ.4) не существует точки х  из X s, имеющей свойства (1), (2) 
и (3) леммы (АВ.4). Это эквивалентно тому, что если л:—любая точка 
из с условиями:^ s (д:) =  х 0и X s имеет размерность N  в х, то либо 

v; (Уг (s),. . . ,  Ир (5), W(s)/Xt) <  v;e (V u W /X),
либо, если здесь равенство, то

{Vx (s), ...,V ^ (s ),W  (s)/Xs) >  4  (Vv . . . ,  V f, WIX).
Так как (S  (3?(s))) состоит из конечного числа точек, в кото­

рых X  имеет размерность N , то, повторяя этот процесс самое боль­
шее конечное число раз, мы завершим доказательство теорем А* и В* 
(и тем самым теорем А и В).

§ 4. Доказательство импликаций (С) и (D)
Пусть X  — неособая неприводимая алгебраическая схема размер­

ности N  ̂ > 1. Будем рассматривать объект разрешения 34: на X , равный 
либо (3?п, F) с замкнутым ограничением F, либо 3tff без ограничений, 
причем

t n - f f 1’ '* У, А\ai, • • • , аа )
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Напомним определения символов S (9Rf), S* (3Rf) и S v (SRf) с неотри­
цательным целым числом v:

jceEt

где

Для случая, 
символы:

5 , ( ^ )  =  5 V( ^ )  с v =  v(91ft),

v ( S O =  max М Л ) к
(Stiff)

когда 3R =  (3l^, F), будем использовать следующие

5 (SR) = 5  (81{?)П Л  
5 , ( » ) = 5 , ( » { У ) П ^

v(3R)= шах {v ( /, ) } .

Мы докажем следующие теоремы С и D и этим завершим индук­
тивное доказательство теорем, сформулированных в гл. 1:

Т е о р е м а  С. Пусть X  и «  =  (« {р  F) обозначают то же, что 
и выше. Предположим, что доказаны теоремы I lf ' с iV '< J V , 
теоремы If '-" ' с п '<C,N' и теоремы I l f ' с N'<^N.

Пусть v =  v(3f) =  0. Тогда существует такая после­
довательность моноидальных преобразований f\ X '-* X , допу­
стимая для 31, что S „ ( / *  (9R)) — пустое множество.

Т е о р е м а  D. Пусть X  и $t =  'Rffx (без ограничений) обозна­
чают то же, что и выше. Предположим выполненными теоремы 
I lf"  с N"<^N, теоремы If '-" ' с п’ < А "  и теорему Ilf.

Тогда существует такая последовательность моноидальных 
преобразований f : X ' —>X, допустимая для 9R, что объект 
/*(Ш) разрешен в каждой точке из X ', т. е. S ( / * ( « ) )  — пустое 
множество.

Мы рассмотрим следующую теорему D*, которая a priori слабее 
теоремы D, и докажем, что теорема D следует из теоремы D*.

Т е о р е м а  D*. Пусть обозначения и предположения те же, 
что и в теореме D. Допустим, что v =  v(9R)>0. Тогда суще­
ствует такая последовательность моноидальных преобразова- 
ний / :  Х ' —>Х, допустимая для Ж, что S4 ( / *  (OR)) — пустое мно­
жество.

Если теорема D* справедлива, немедленно заключаем, что суще­
ствует такая последовательность моноидальных преобразований / :  X'-*  
—>Х, допустимая для 3R =  9Rf, что ( /*  (Щ) — пустое множество. 
Это означает, что если

/*(81)
Ei,..., Е'а, 
ai,..., аа/

J', b

то J'x, равно локальному кольцу X ’ в каждой точке х' £ S ( / *  (9R)). 
Теорема D сразу получается отсюда ввиду следующей леммы:
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Л е м м а  (D.1). Пусть X  и 9? =  3ft$ означают то же, что
а выше. Допустим, что Jх совпадает с локальным кольцом X  
в каждой точнее х из S (31).

Тогда существует такая последовательность моноидальных 
преобразований / :  Х ' —*Х, допустимая для SR, что S ( /* (3 l) )  — 
пустое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заменяя X  на X  — S (J), где 5  (У) =  
=  {х € X  | v (.Jx) ^>1}, мы можем предполагать, что У — пучок локаль­
ных колец Ох схемы X.

Мы имеем

3t =
Е , Еа
аи... • «а

Ох>

Кроме того, если 1ф j  и Е{ — не пусто, то можно считать, что 
Et Ф Ej (См. вводный параграф этой главы.) Заметим, что образ 3i, 
соответствующий произвольной последовательности моноидальных 
преобразований X, допустимой для 3t, также имеет все эти свойства. 
Введем следующие символы:

К* (9ft) — множество тех неособых подсхем из X  коразмерности 
г, которые являются неприводимыми компонентами пересечений
(~]Ej, где ТТ — подмножество, содержащее г  индексов из (1,..., а). 

/егг

Л ,0Л )=  шах { 2 а 4 ‘ 
не к г (9t) £ ,зн

К г (9t) — подмножество из /С°(91), состоящее из тех Н, для ко­
торых ЛГ(Щ )=  S at.

E Q H

kr (Ш) — число подсхем из X, принадлежащих К (9t).
Пусть теперь г — такое наименьшее положительное целое число, 

что АГ(Ш)^>Ь, так что Л *(3й)<6  для 1 < 5 < г .
Пусть / /  — любая из подсхем, входящих в /С, (31). Ясно, что 

моноидальное преобразование f H: X '—>X с центром Н допустимо 
для 3ft. Пусть Sft' =  /^(3ft).

Мы утверждаем, что
(1) для l < s < r  (это тривиально для г — 1),
(П) если К г (31) состоит только из / / ,  то A, (3 ft')<  Аг (31), и
(Ш) если /Cr (3ft) содержит подсхемы, отличные от Я , то Лг(3£') =  

=  j4r (3ft) и M 3 t ') < M 9 t y
Очевидно, что если доказать это утверждение, то индукцией до- 

кажется и лемма (D.1).
Пусть Tr =  [iu..., ir} таково, что Н — неприводимая компонента 

пересечения f ) Et.
1£Т Г

Мы имеем тогда АГ(Ш) =  ait+ . . .+ a if. Пусть — точный образ 
£ / ( ! < *  < а') на X ' и Е’л+1 — полный образ Н  на X'.

В случае г — 1 мы имеем П — Е  ̂ для некоторого индекса ix 
и Е\ — пусто, так что

3t' =
0 ,

> di,
Е'Са+Х
, atl —b Ox', b
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где dil — b =  j4j (9t) — b <  Ax (9t). Это доказывает утверждение 
г = 1 .  Рассмотрим теперь случай г > 1 .  Тогда

31' =
Е 'Ь р . . . , Е \’ а ’

F '

а +  1

>• •• > а а , а а  +  1

Ох

для

где а а+1 =  Л2(91) — й. Для доказательства (i) возьмем произвольную 
подсхему Q' из X ',  содержащуюся в ЛГД9(') с l < s < r .  Докажем, 
что 2  CLi<ib. Это ясно, если Q'^E'a+v

Допустим, что 0 1(~Е' v Пусть Q' — неприводимая компонента 
пересечения Е' п П [\ Е' ,v гДе 5 индексов все различны. Образ 
/ ( ( ? ' )  содержится в EjlC\...f]EJs C\ff. Возьмем ia£Tr, отличное от 
каждого из индексов Д ,..., j s_v Тогда £ Д п ... {\Е} [\Ei имеет не­
приводимую компоненту G £ K S (3ft), содержащую /  (O'). Поэтому 
имеем (9ft)<Cb. С другой стороны, так как

f )  Ei не пусто (оно содержит Н), то в нем содержится подсхема
1а ‘̂еТ т

из X, принадлежащая 7<ГГ_ 1 (3ft), и поэтому имеем Лг(94) — ate =  
=  (аг1 +  . . .+  а/г) - а /а< Л г_ 1( ^ ) < ^ ,  так что аа+1 =  Аг (91) — b < а <0. 
Комбинируя это с написанным выше неравенством, получаем

2  al =  ah +••• +  ajs- iJr a «+l +•••+ аД _ ,+  aia<Ĉ }-
EtZX}'

Для доказательства (И) и (Ш) достаточно показать, что если 
О" — произвольная подсхема из X', содержащаяся в /(,(9^ ')- то имеем

(И*) 2  а г< Л , ( Ж ) ,  если 0"а Е 'Л+1, и
e 'iDO"

(Ш*) 2  =  S если О" ф: Е'а+1.
e ^ g "

Равенство (Ш*) очевидно. Докажем (И*). Пусть О" — произволь­
ная неприводимая компонента пересечения Е’̂ {\...{\Е'. П ^ +i- Как
и выше, найдется такое ia£Tn что £Д п  ••• ПД/ ПEia непусто, 
и, значит, имеет неприводимую компоненту, принадлежащую К Г(Ш). 

Отсюда имеем
# /+  • • • +  o,ia Л т (9t).

Так как a a+1( =  ЛД9?) — b)<^aia, получаем

2  al =  aii +  ••• +  a /r_ ,+  ая+\ ап +  ••• +  а)т- х +  aia ^  ЛГ(91).
е \  ЕЛ"

Что и требовалось доказать.
Следующая лемма сразу следует из определения образа объекта 
при допустимом моноидальном преобразовании (См. определе­

ние 7 (II).)
Л е м м а  (D.2). Пусть 9ft =  3tft обозначает то же, что и в тео­

реме D*, и v =  v(0f()>>O. Пусть /: X ' —*X  — моноидальное преоб­
разование X  с центром В, допустимое для Ш, и Е '—полный 
образ В на X '. Тогда Е' не содержится в S v(/*(9t)).
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Из теоремы локализации (предложение 4 § 1) и леммы (D.2) сразу же 
следует, что если 9% и v обозначают то же, что и выше, то существует 
такая последовательность моноидальных преобразований f : X ' —>X, 
допустимая для Si, что 5 , ( / *  (Si)) не содержит непустой компоненты 
коразмерности 1. Кроме того, если это свойство уже имеет место, 
то оно сохраняется при всех допустимых моноидальных преобразова­
ниях. Таким образом, доказывая теорему D*, мы можем предполагать, 
что S V(S£) не имеет непустой компоненты коразмерности 1 в X. 
Тривиальное наблюдение показывает, что это же можно предполагать, 
доказывая теорему С.

Итак, мы будем доказывать теоремы С и D* при сделанном выше 
предположении (это даст также доказательство теоремы D).

Вначале зафиксируем и изучим произвольную последовательность 
моноидальных преобразований X, допустимую для Si (равного либо 
(Sift, F), либо Sift), скажем

{ f t : X t+1- * X t} ( s >  0),
где Х 0 — X. Пусть Bs обозначает центр моноидального преобразова­
ния f s в X s. Пусть Si(s) и Sift(х) — объекты разрешения на X s(s\ -̂ 0), 
определенные следующим образом:

31(0) =  91, Sift (0) =  Sift, 9t (s +  !)  =  /*, (91 (*))

9iff+1 ( * + ! ) - = / : « * ) )
для всех 0. Напишем

^ (s ) , . . . ,  Ea+t{s)
#!»•••> â + S

Sift (5) = J(S), b ,

где Et(0) =  Et (1 < a ) ,  Ei(s +  1) — точный образ Et (5) в ,Yf+1 (1 -<
< ; / < a + 5 )  и £ a+i+1( . s + 1) — полный образ Bs в X s+i( s ^ 0). Если 
Si =  (Sift, F), мы будем писать Si(s) =  (Sift (5), F (5)), так что F (s + 1 )  — 
точный образ F ( s )  для всех s^>0, где F(0) =  F.

Выберем и фиксируем произвольную точку х0 из 2Г0, удовлетво­
ряющую условиям: X  имеет размерность N в и д:0 содержится 
в 5 V (Si)(v =  v (S i)>  0). Пусть S0 обозначает локальное кольцо Х 0 в Xq,

уч

и S0 — пополнение кольца S0.
Пусть Х 0 =  Spec (S0) и с0: Х 0-+ Х 0 — канонический морфизм, соот­

ветствующий каноническому локальному гомоморфизму S0 —* S0.
Обозначим через х 0 единственную замкнутую точку из Л'о- так

что с0 (х 0) =  х 0. Будем обозначать символом J0 слой 3Хо пучка У в точ­
ке л0.

Пусть М0 — максимальный идеал кольца S0.
Мы имеем vMo(J0) =  v. Пусть J = J 0S0; выберем и фиксируем 

такую базу идеала J0, скажем.

[0] (Si»-” » £m)So =  «Ь,
что vm0( ^ )  =  v для всех j{\ <  / <  /л). Полное регулярное локальное
кольцо S0 содержит такое поле к, что S0 — кольцо формальных сте­
пенных рядов от N  переменных над к.
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Фиксируем такое подполе к в S0. Выберем и зафиксируем регу­
лярный остов (Т0; z0) кольца S0, удовлетворяющий следующим
условиям:

[1] Если 9t =  (3R$, F), mo z0 —элемент из S0, порождающий
идеал F в S0 {и тем самым идеал со (F) в S0).

fii] Т0 —такое кольцо формальных степенных рядов от N —1 
переменных ух,..., yN- x над к, что (z0, уь ..., уN- x) — регулярная
система параметров кольца S0.

[Ш] (у !,..., Улг- i )  выбраны таким образом, что каждое g t 
можно записать в виде

gj =  u] (zl +  §nzl~l +• • • + ёр) • 
где иj — единица в S0 и gJ{ € Т0

(1 < j < m ,  1 < / < v ) .
[ Iv] Если ffi =  — объект без ограничений, то z0 выбрано

таким образом, что g n =  0, т. е.
gl =  U1(zl Jr g12zl~2 +•■■■+- ёи)-

[Ш] мы заменяем z0 на z 0 - f Без ограничения общности 
можно считать, что и} =  1 для всех j (1 <; у < / « ) .  Мы имеем

[0] Jo — 
и

[Ш ]' g} =  zl +  gjXz l-l + .. .+  g h (1 < у < / г е )
(gn =  0, если 9ft =  3tff), где g jt € T0.

Определим последовательность неособых неприводимых алгебраи-
А А

ческих схем X s(s^> 0) (над полным регулярным локальным кольцом S0)
следующим образом: Х 0 =  Spec(S0) и с0: Х 0—>Х0 — то же, что и выше, 
и имеют место коммутативные диаграммы канонических морфизмов:

Y  ____ -̂И у** ,у + 1 . $ + 1

х я ■xs (5>ЭД),
где f s — моноидальное преобразование X s с неособым неприводимым
центром Bs — c j l (Bs). Заметим, что здесь, как и в предыдущем пара­
графе, имеет место следующий факт:

Л е м м а  (CD.3). Пусть hs (соответственно hs) обозначает 
последовательность моноидальных преобразований f t {соответ­
ственно f t) для 0 < / < х  — 1.

Тогда канонический морфизм cs индуцирует взаимно однознач­
ное соответствие точечных множеств hTl (*о) —” ^  (xo)i и если 
x^.hT1(x0) u x  =  cs {x)£hJ1{x0), то локальный гомоморфизм ло-

А А

кального кольца X s в точке х в локальное кольцо X s в точке х, 
индуцированный морфизмом cs, переводит регулярную систему
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параметров в регулярную систему параметров. Кроме того, 
если В — произвольная неприводимая подсхема из X s с условием 
hs(B)—x о, то существует такая единственная неприводимая 
подсхема В из X s, что В =  с71(В), B =  cs (B) и cs индуцирует 
изоморфизм В -^В.

Пусть Т0 =  S0/(^q)_So. Очевидно, Т0 — изоморфный образ подкольца 
Т0 из S0. Положим Jf0 =  Spec(T0) (неособая неприводимая подсхема 
в Х 0 коразмерности J ) .  Определим положительное число b и когерент­
ный пучок идеалов У(0) на Х 0 следующим образом:

[v] b =  v! 
и

[vi] У(0) порожден идеалом

?о =  ( ^ ) Т о
в Т0, где (gbJ}) Т0 обозначает идеал, порожденный об разами в Tq, 
(b/i)-x степеней gJt £Т0, 1 <  j  <  m, 1 <  i <  v.

Пусть X s для всех 0 — точный образ Л”0 в X s, соответствую­
щий последовательности hs: X S-* X 0. X s — неприводимая приведен­
ная подсхема из X s и для каждого 0 морфизм f s: X S+1—*XS 
(соответственно hs: X S—*XQ) индуцирует морфизм f s: 
(соответственно hs: X S—>XQ).

[vii] Определим когерентный пучок идеалов У (s) на X s индук­
цией /го ^ > 0  следующим образом:

Если для некоторого целого s^> О
(1) X s — неособое и неприводимое,
(2) Bs содержится в X s, так что морфизм_/$: X s+l-* X s 

получается при моноидальном преобразовании X s с неособым-
центром Bs и _

(3) J (s) определен и соде ржите я в b-й степени пучка про­
стых идеалов подсхемы Bs на X s, то мы определяем

J (s +  1) =  f s  (s ))/(Ps + l)b’

где Ps+\ обозначает обратимый пучок идеалов подсхемы
с71{Еa+5+l(^ +  1 ) ) № - и

на неособой алгебраической схеме A ^+1; эта подсхема является 
полным образом Bs в X s+V

Л е м м а  (CD.4). Если s — такое неотрицательное целое число, 
что S4 (h*s (91)) непусто, то выполнены условия (1), (2) и (3) из
[vii]. (Заметим, что Bs может быть пустым.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, прежде всего, что утверждение (1) 
верно для s =  0, и может быть проверено для s +  1, если (1) и (2) 
выполнены для некоторого s ^  0, и что (2) и (3) тривиально верны,

А

если Bs — пусто.
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Поэтому чтобы доказать лемму (CD.4), предположим, что Bs 
непусто. Пусть — произвольная точка из Bs, x' =  cs{x') и x't 
(соответственно х/) — образ х' (соответственно х') в Х ( (соответ­
ственно в X t) для 0 < У < $ .  Мы имеем с( (х/) =  х/ для всех t. 
Введем следующие символы:

S /  — локальное кольцо X t в х/,
S/  — локальное кольцо X t в х/,
Q / — идеал 5 , в S /,^
Q / =  Q / S / — идеал Bt в S,,
J /  =  У ( /)y  — слой пучка J(t) в х/,

j /  =  j / S /  (здесь 0 < ^ < 5 ) .
Мы утверждаем, что для каждого t (0 существует такой

регулярный остов (Тt'\zt) кольца 5 / ,  такие элементы g / ( 0 € S / ( l  <  
и элемент vt £ l t', что

(a) tx /  точка из X t, и регулярный остов (Т /  ;zt) кольца S /  та­
ков, что zt порождает ядро канонического гомоморфизма S / —>Т/ ,  
где Т /  обозначает локальное кольцо X /  в х/,

(b) , ■ ■ ■. g m(t)) ~  база идеала J /  и каждое gj(t) можно за­
писать в виде

gj (0  =  +  gji (0  г } -1 +  • • • +  gp (0 .
где g j i ( t ) e T t для 1 < / < v ,

(c) , если Ш =  Sftn — объект без ограничений, то g n (t) =  0,
(d) t слой пучка J (t) в x't, обозначаемый через J', порождается обра­

зами (b/i)-x степеней элементов
gji (0  в Т\ для 1 <  у <  /и и 1 <  I <  V,

J/' =  ( ^ i ( 0 6/OTo
(e) < zt+l =  ztlvt, т. е. (Т)+ь zt+l) — образ остова (Ть zt) в S^+1 

со знаменателем vt, при этом /  +  1 < 5 ,

(*)/ gjV +  l) =  gj(t)/vHl < J < m)-
Доказательство существования этих объектов мы дадим индук­

цией по ^ > 0 . По условию х' ^Bs c_.Sv(/t* (fR)) и поэтому л:'€ .SV(A*(9£)) 
для всех ^ ( 0 < * < s ) .  В частности, из x ' € 5 v(0%) следует, что J' со­
держится в v-й степени максимального идеала кольца S'. Тем самым
и Jq содержится в v-й степени максимального идеала кольца Sq. Пусть 
Р — простой идеал точки х'0 в S0, так что Sg =  (S0)~. У нас есть фик­

сированный регулярный остов (Т0; г 0) кольца S0 и база (gu . . . , ^ т ), 
идеала J0, имеющие свойства [i] — [iv] (включая и [Ш]'). Докажем, 
что Р содержит z0. Это ясно для случая 9? =  (9iff, F). В случае же 
Si =  Sin сошлемся на лемму 22 § 10 гл. 3.

Действительно, gx =  +  gnz '~ 2 +  . . . +  gu c g u € T0 и

V ,? ,  ( / i ) > v. так что г 0£Р.  Это показывает, что х„ — точка из Х 0
”  ( S 0) и
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и что если Тц — локализация кольца Т0 по идеалу Pf|T0, то (Т '; z0) —
регулярный остов кольца Ŝ . 'Пусть g^(0) =  g ; (l < у < / г а )  и £ /г (0) =  
— -Kj-Km, 1 с / с  v). Тогда условия (а)0 — (d)0, очевидно, вы­
полнены. Предположим, что утверждения (а)* — (d), выполнены для 
некоторого целого 0. Докажем, что если * + l < s ,  то (Т'; zt)

Л

обладает образом (Т^+1; z <+1) в S,+1 с zt+l =  zt/vt, где элемент vf£Vt. 
Заметим, что если проверено существование (Т^+1; zt+1) с Т̂ , то 
для выполнения (а)/+1 — (d)/+1 достаточно определить gj(t -(- 1) для 
1 < у < / г е ,  как в (f),.i

Так как Bt содержится в (h* (9t)), то J' содержится в v-й сте­
пени идеала QJ. Тем самым J 'c ( Q ') \  т. е.

gj (О =  «J +  gn (О ^ Г 1 +  • • • +  gj, (*) € (QJ)* 
для всех у (1 <  у ^т ). Из (с), и леммы 22 § 10 гл. 3 следует, что 

в случае, когда 9i =  Это очевидно в случае, когда
А

9t =  (0l{p F)- Кроме того, в обоих случаях получаем |Г;<(0€(01ПТ^)‘ 
для всех i и y ( l < / < v ,  1 < у < / г а ) .

Чтобы найти элемент vt £Tt, имеющий нужные свойства, возьмем

вначале такой элемент wt из Ŝ , что (w<)SJ+1 =  QJSJ+1. Тогда эле­
менты gj(t)/w), 1 <Су-< т, образуют базу идеала J't+V Следовательно, 
элемент

gj У)1Щ =  (ztlwty  +  (gn (t)/w,) (zt/wty - 1 +  • • • +  gj, (t)/w) 

должен содержаться в v-й степени максимального идеала кольца Ŝ +1.
А А

Но это значит, что w ^ ^ Q ^ n T ^ S ^ j — единичный идеал. (Действи­
тельно, в противном случае элемент ztlwt был бы обратим и потому 
также элемент gj(t)/w) был бы обратим.) Мы получаем, что суще­
ствует такой элемент ^ € T ',  что wt/vt обратим в S,'+1, т. е. (®*)SJ+1 =  
=  Q<Sf'+1. Ясно, что zt+l*=ztlvf порождает идеал подсхемы Х (+1
в s;+1.

Очевидно, zt+l необратим в случае =  (9 ^ , F), так как 
X'f+i € s v (K+l т  =  (h*t+l (SRff)) П F (t +  1).

В другом случае применяем лемму 22 § 10 гл. 3 к элементу 

gi ( 0 /* /  =  +  (Si2 (0/®?) г)+\ +  • • ■ +  (£ь  (0/®J).

который содержится в у-й степени максимального идеала кольца SJ+1. 
Это завершает доказательство существования. Условия (1), (2) и (3) 
из (vii) сразу следуют теперь из (а)* — (бД. Что и требовалось до­
казать.

С л е д с т в и е .  Пусть х  — произвольная точка из А71 (•*<>) П 
П 5 „(Л*(Э1)) и х  —такая единственная точка из h jl {x0), что
сД х ) =  л:. Тогда х — точка из X s и слой пучка У($)_в х содер­
жится в b-й степени максимального идеала, т. е. v(./(.s)~) > 6 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Замыкание В точки {л:} в X s можно рас­
сматривать как неприводимую приведенную подсхему из X s, и суще­
ствует такая единственная подсхема В в X s, что cs: X S~*XS инду­
цирует изоморфизм В —> В, х  —общая точка из В и В — алгебраиче­
ская схема над полем (т. е. над полем . вычетов кольца S, где S — 
локальное кольцо в д;0). Поэтому нам достаточно доказать
утверждение лишь в случае, когда х  — замкнутая точка из X s, 
т. е. х — замкнутая точка из X s. В этом случае моноидальное преоб­
разование X s с центром х  допустимо для объекта разрешения 91. 
Применяя лемму (CD.4) к Bs =  х, мы получаем утверждение следствия. 
Что и требовалось доказать.

Л е м м а  CD. 5. Пусть х ' — произвольная точка аз X s 
с v ( 7 ( x ) p ) > 6  и х' =  cs{x'). Тогда имеем v (У($)* / ) ;>v.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х\ (соответственно д:') — образ 
х ’ (соответственно х ’ ) в X t (соответственно X t) для t с 0<</ <<s .

В ведемте же символы S[, Ŝ , QJ, Q!t,J't и J' для 0 < / < s ,  что 
и в доказательстве леммы (CD. 4).

Заметим, что д;' — точка из Х ( для всех / (0  < / < $ ) .  Пусть
_  г—-г А

Т '— локальное кольцо X t в х\ для 0 < / < х .
Мы утверждаем, что для каждого t (0 < ; t s) существуют такой

А А

регулярный остов кольца SJ, элементы gy ( / ) €  S,,
и элемент vt С Т̂ , что

А _

(a*)tzt порождает ядро канонического гомоморфизма —» Т',

(Ь*)/ igi(t) , .. • ,gm(0) — база идеала У', и каждый элемент g} (t) 
может быть записан в виде

gj{t) =  + g ji{t)z ]-l-\--------bg/ » (0>

где  g j i ( t ) £ T t  Для 1 < j < m  и 1 < / < v,

(с*)/ слой J't пучка 7 (0  в x't можно записать в виде

я = ( « 7 /(* )*") т ;,
(d*)< zt+l =  z tlvt и g y ( / + l ) = ^ ( 0 / ® I

для 1 <  j  •< т при условии t +  1 ■< s .
Доказательство существования этих объектов мы проведем 

индукцией по t ( 0 < Д < х ) .  Заметим прежде всего, что для того,
чтобы пучок ~J{s) был определен, идеал должен содержать ядро 
гомоморфизма S<—»Т<, должен содержаться в Ь-й степени образа
Q* идеала Q< в Т( и кольцо _Т<+х должно быть моноидальным 
образом кольца Т< с центром Q* для всех / - < 5  — 1. [Вспомните (1),
(2) и (3) из (vii) в тексте, предшествующем_лемме (CD. 4).] Поэтому 
из неравенства v(y ( s )^r)^>b следует, что содержится в Ь-й сте-

4 Математика № 2
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пени максимального идеала кольца Т/ для всех t ( 0 < / < « ? ) .  Возь­
мем регулярный остов (То; z0) кольца So и элементы g^ (0 )= gy£S o
( 1 < У < ^ ) ,  которые были определены в доказательстве леммы 
(CD. 4). Тогда свойства (а*)0 — (с*)0 очевидны.

Допустим, что уже установлены свойства (а*), — (с*), для неко­
торого t с условием: — 1. Докажем, что если vt — элемент
из Т*, для которого (^)S<+i =  S,+1 (такой элемент vf, очевидно,
существует), то условия (а*)/+1 — (с*),+1 удовлетворяются при zt+1 
и gjV  +  1) (1 *<у •</»), определенных, как это требуется в (d*)^

Л /

Это тривиально, если Q< — единичный идеал. Предположим, что 
Q< — неединичный идеал. Тогда Q< такой простой идеал, что кольцо 
S</ Q* регулярно.

Пусть Qt = Q < /(r <)S<, как и выше. Тогда имеем с  (Q*)", т. е. 

С (Q< ПТ<)'  Для всех j  и i ( l ^ < y ' < w ,  1 <  i <  v). Так как 
то мы получаем, что g} (t) C (Q ')V для всех j ( l < j < m ) ,  т. е.

J / £ ( Q < ) ' 1- Теперь, когда это включение проверено, немедленно усмат­
риваются (а*)/+1 — (c*)<+i, если определить zt+1 \\g3{t - f  1) (1 < y < m ) ,
как в (d*)t, и взять за остов (T^+i; zt+1) образ остова (Т<; zt) b S/+i . 
Итак, установлены свойства (а*),у — (c*)f . Условие v(/($ )~ ,) !> £  в силу 
(с*), означает, что g}i(s) содержится в i-й степени максимального 
идеала кольца Si для всех j  и / ( l < ! y - < m ,  l < f / < > ) .  Следователь­
но,-" ввиду (b*% J s содержится в v-й степени максимального идеала 
кольца S i . Можно показать, что локальный гомоморфизм Si —> Si пе­
реводит регулярную систему параметров кольца Si в систему элемен­
тов кольца S i , которая может быть дополнена до регулярной систе­
мы параметров кольца Si . (Это легко вывести из того факта, что
X s =  X s X  x Spec (S) и что S принадлежит классу JF, определенному 
в вводном параграфе гл. 1, здесь S — локальное кольцо X  в точке х0
и S — пополнение кольца S.)

Так как Jj =  JiS j, то мы заключаем, что J* содержится в v-й 
степени максимального идеала кольца S j . Но это значит, что

Что и требовалось доказать.
Теперь мы готовы к доказательству теорем С и D*. (Как было 

выше замечено, мы предполагаем, что 5„(Ш:) не имеет непустой ком­
поненты коразмерности один в X.)

Прежде всего по теоремам локализации (предложения 3 и 4,
§ 1 гл. 4) мы можем найти такую последовательность моноидальных 
преобразований X  =  допустимую для 8t, скажем

А ,Ч /*  ( 0 < * < s - l ) ,
что в принятых выше обозначениях х :

[(1)] h$(S,(9>t(s))) состоит из конечного числа точек, в кото­
рых X  имеет размерность N, где v =  v (9 ? )> 0 .

Кроме того, в случае когда 9ft =  9tn — объект без ограничений, 
применяя конечное число раз теорему n f  (в действительности самое 
большее а раз), можно добиться того, чтобы
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[(2)] Et (х)П .Sv(3£(s)) было пустым множеством для 1 < г '-< а .
Пусть теперь х0 — произвольная точка из X, принадлежащая 

hs (5 V (3£ (s))). Ясно, что х 0 принадлежит .Sv(3i). Для точки х0 постро­
им, как и выше, последовательность моноидальных преобразований

b , =  { f t ' X l+i - X t }  ( 0 < * < s - l )  

и когерентных пучков идеалов J(t) на А'ДО< / < s ) .  Пусть ct :X t -+ 
■—* X t — морфизм, индуцированный морфизмом ct :X t -* X t для 0 -<  

Определим так же, как и выше, положительное число Ь. 
[См. [1], [11], [ill], [iv] в тексте, предшествующем лемме (CD. 3.), 
а также [v ], [vi] и [vli] перед леммой (CD.4).]

Пусть X  обозначает неособую неприводимую схему X s размер­
ности N  — 1. Напишем

£ i(s ) ,  . . . ,  Ea+S{s)
#i, • • • , &a+S

J(s),

как выше. Пусть Ej(s) =  cJ1(EJ(s)) для 1 < у < а  +  х.

В случае [3£ =  (3£ff, Е) мы видим, что £i(x)U  • • • и £ в+Дх) имеет 
только нормальные пересечения с X  в X s.

В случае 31 =  3tu , очевидно, £  а+1 (s)U . . .  U Ea+S (х) имеет толь­
ко нормальные пересечения с X  в X s. Определим в каждом слу-

пи пи

чае целое число а и неособые неприводимые подсхемы Ej( 1 -<_/<;a) 
из X  следующим об разом'.

(I) Если Э£ =  (3iff, Е), то a =  a - f  s и Ej= E j(s) П X для

(II) Если Э£ =  Зги, то a =  s и Ej =  Ea+j (s) П X  для 1 j  a. 

Мы видим, что в обоих случаях £Д 1 < Д '< а )  — это неособые
пи пи пи

неприводимые подсхемы из X  коразмерности 1, и Z ^ U . - . U - ^  имеет

только нормальные пересечения на X.
Доказательство теорем С и D* разобьем на два случая, в зави­

симости от того, ч^Ь  или \<СЬ.
Случай ч^Ь. На неособой неприводимой алгебраической схеме

X  =  X s мы определяли когерентный пучок идеалов J(s). Мы опре­
деляли также положительное число Ь. Рассмотрим следующий объект
разрешения Э£и-1 на X:

где
(i) b =  b > О,

(ii) a / ( l < y < a )  такие неотрицательные целые числа, что
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если Pj обозначает ноге рентный пучок идеалов подсхемы Е} 
из X  для а, то

■ / ( * ) = 7 - П ( £ Л
j = 1

r*J

(iii) J — когерентный пучок идеалов на X, удовлетворяющий 
написанному выше равенству.

Введенный объект разрешения определен неоднозначно, но мы 
будем считать его фиксированным. Можно взять, например, J =  7(s) 
и а} =  0 для всех у '(1 < у '< а ) .

r*J

З а м е ч а н и е  1. Пусть В —такая неособая неприводимая
подсхема из X, что моноидальное преобразование / схемы X
с центром В допустимо для объекта разрешения 9?н-1 • Тогда 
существует такая неособая неприводимая подсхема В из X s,
что cs: X s —>XS индуцирует изоморфизм В —>В,и моноидальное 
преобразование f s схемы X s с цент ром В допустимо для объекта 
разрешения 9t(s).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как /  допустимо для SR»-1, v (J(s) Л )> b
X'

для всех точек х'$В . Следовательно, по лемме (CD.5) >  v
для всех х' £ cs (В). Так как v ^  Ь, то 5 V (9t^[(.s)) =  {x£Xs f v (J(s)x) >  v}.

Мы получаем S v(9^h (s)). Это показывает ввиду условия [(1)],
что hs(cs(B)) =  х0, или, что эквивалентно, hs (B) =  х0.

По лемме (CD.3) В =  cs (В) — неприводимая подсхема из X s и cs 
индуцирует изоморфизм В —>В. Так как В с  ( ^ ( s ) )  =  (s))

и в случае 9ft =  (9ftft, F), B c E (s )  ( =  замыканию в X s, то нам
нужно только доказать, что Ех (s) U • • • U Ea+S(s) имеет только нор­
мальные пересечения с В. В случае 9ft =  (9ftu, Е) это сразу следует из
того, что — имеет только нормальные пересечения с В.

В случае 9ft =  9ftn заметим, что по условию [(2)] El(s)f\B пусто 
для 1 г

Следовательно, надо показать только, что £ e+ i ( s )U - - - U £ «+ i ( s) 
имеет нормальные пересечения с В. Но это сразу следует из
того что имеет только нормальные пересечения с В.
Что и требовалось доказать.

Теперь, оставляя за обозначениями В и В тот же смысл, что 
в замечании 1, добавим к допустимой последовательности hs еще 
моноидальное преобразование f s: ATJ+1 —>XS с центром В и заменим X s 
собственным образом подсхемы ^ в  2^ + 1, так что /у X s+1—> X s—
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А
моноидальное преобразование с центром B =  c jx(B). Тогда f s инду­
цирует моноидальное преобразование f  s: —* X s с неособым непри­
водимым центром В. Легко видеть, что отношение между 9R(s+. l )  — 
=  /* (9 i(s ) )  и Г , (Я К '1) т0 же> чт0 и межДУ ^ ( 5) и ^ п ” 1. Таким 
образом, доказательство теорем С и D* можно свести к разрешению
объекта на X, определенного выше, а возможность этого разре­
шения дается теоремой Н^-1. (По следствию из леммы (CD.4), если 3tn 1 
разрешен, то множество S (3 i(5)) П hj 1 (л:0) пусто.)

Случай v < 6 .  (v =  v (3 t )> 0 ). Пусть 1 (s) и b обозначают то же, 
что и выше. В этом случае определим прежде всего когерентный 
пучок идеалов J*(s) на X s следующим образом:

7=1

что обозначает когерентный пучок идеалов на X s, порожденный
а

(b — v)-fi степенью пучка J(s) и b-й степенью произведения J” !  Р р
7=1

(в пучке локальных колец схемы X s), где P j—пучок идеалов под­
схемы Ej из X  ( 1 < у < а )  и

_  \ Uj в случае 9t =  (3in, F),
с) =  | N ~

1 aa+j в случае 0% =  Sftn (без ограничений) (1 < . / < > ) .
Рассмотрим следующий объект разрешения 9£и-1 без ограни­

чений на X:

где

Stff"1
а1 >

„  \а J, ь
а /

(1 ) * « * ( * _ v ) ,

(ii) aj (1 -< у -< а) — неотрицательные целые числа и
(Ш) /  такой когерентный пучок идеалов на X , что выпол­

нено следующее равенство'.

J * ( s )  =  J- П  ( P “J)-
J = 1

ДJ 4 /V

Этот объект разрешения Ши-  на X  определен неоднозначно, за 
исключением последнего произведения, равного /* ($ ) .  Для дальней­
шего фиксируем произвольный объект 3iff_1 на X, удовлетворяющий 
написанным условиям. Мы можем взять, например, а̂  — 0 для всех j  
( 1 < ^ У < а) и /  =  /* ($ ) .
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З а м е ч а н и е  2. Мы имеем 5(3tn ‘) = { j c € ^ | v ( y *  ($ )* )> £ } .  
(Это следует из определений гл. 1.)

Морфизм cs: X S-* X S индуцирует биекцию:
S ® titl)-+S № (s)){\h7\x0).

Кроме того, если В такая произвольная неособая непри­
водимая подсхема из X, кто моноидальное преобразование

<-*> п*> Г*>

f - .X '-^ X

с центром В допустимо для Шп~1, то существует такая един­
ственная неособая неприводимая подсхема Bs из X s, кто В =
=  с71(£ .), с. индуцирует изоморфизм В-^В. и моноидальное 
преобразование

f  S' ^  S + l * X s
с центром Bs допустимо для 9t(s).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть л: — произвольная точка из X.
Включение л:€ S (Э^п-1 ) имеет место тогда и только тогда, когда 
выполнены следующие условия:

(a) v ( 7 ( s ) ; ) > 6
и

(b) 2 с} ^Ь — v.
x£Ej

Это сразу следует из определения J*(s) и из того, что все Е} неосо­
бые. Предположим теперь, что условия (а) и (Ь) выполнены для некоторой
точки х  из X s =  X.

Пусть л: =  £,(.*:). По леммз (CD.5) из условия (а) следует, что 
Ч Ц х)х) ^  V. Кроме того, (Ь) влечет неравенство

2  a ^ b  — v.
xeEj(s)

Отсюда мы заключаем, что ^ 6  5 ,(S | I(s)).
Если 3t =  (3tft, F ), ToS^3t ( s ) )  =  S , ( 3 t f f ( $ ) ) n£ ( s ) ,  где ^ ( ^ - з а ­

мыкание cs(X) в X s. Мы получаем, что . * € S v(9ft(s)) в обоих случаях, 
так что условие [(1)] на hs показывает, что х  С 5 У(9^(s) П bs (л:0)).

Обратно, возьмем произвольную точку х €  S^(sJt(s))f\b7 (х0). 
По лемме (CD.3) найдется такая единственная точка х  из X s, что
cs (a: ) = jc. По следствию из леммы (CD.4) х  — точка из X =  X s и выпол­
нено условие (а). Так как v == v(0?) v (9ft ( 5)), то из включения 
л € 5 , ( ^ ( х)) следует, что v ( / ( s ) x) = v .  Из * e S v(3i(s)) следует 
также, что

v +  2  d j^ b ,  т. е. 2  а] '^Ь — ч.
x£Ej(s) x(iEj(s)
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Отсюда сразу следует (Ь) в случае М =  (Мц, Е). Если М =  Мп, то 
нужно использовать еще условие [(2)] на hs, из которого следует, что 
x $ E j(s )  для любого у с

Мы снова получаем (Ь). Таким образом, имеем x €«S(Mii ). Дока­
жем последнее утверждение замечания 2. Из полученного результата

следует: M £ ) £ * S , ( M ( s ) ) n  ^  (•*<>)•
По лемме (CD.3) мы получаем такое Bs, что В =  cs (Bs) и cs

индуцирует изоморфизм В —>BS. Так как Bs =  cs ( £ ) £  S V(M(5)), то 
достаточно показать только, что £ '1(s)U  ••• U £ a+J(s) имеет только
нормальные пересечения с Bs. Это следует из того, что

имеет только нормальные пересечения с В. Действительно, это оче­
видно, если Ж =  (Ми, F), а если М =  Мн, то вспоминаем условие [(2)] 
на hs, в котором говорится, что £ - ( s ) n ^  пусто для всех j  с 1<У<А- 
Что и требовалось доказать.

гч/ r*J I—' /**•>

Пусть В и Bs ~  те же, что в замечании 2. Пусть / :  Х ' —*Х —
моноидальное преобразование с центром В, допустимое для объекта 
разрешения ми-1 и f s: А у +1 —»X s— моноидальное преобразование 
с центром Bs, которое допустимо для M (s). Положим М($ +  1) =  
-Р Л Щ *))  с

Е\ (S +  • •> ^a + 5 + l (5 +  1)
аЛ аа+«У + 1 J (S 4~ 1) ,bj ,

где +  1) обозначает полный образ Bs в .Дб,+1. Мы полагаем
также ATJ+1 — точный образ X s в А у +1 и J (s + 1 )—когерентный пучок 
идеалов на А у +1, определенный формулой

7 ( x  +  1 )  =  / 7 1 ( 7 ( 5 ) ) / ( P , + 1)f ,
где f s обозначает моноидальное преобразование A y+1 — X s с цент­
ром В, индуцированное моноидальным преобразованием f s: X S+1-*XS, 
а Es+1, обозначает пучок идеалов подсхемы c j1 (Еа + i+i (5 + m x t+1
из Л^+1 (т. е. полный образ В в A^+i).

Положим X ' =  Л^+1 и /  =  f s. Определим теперь неособые не­
приводимые подсхемы Е) (1 < y < a  +  1) для расширения А,+1(= / ,о А ,)  
последовательности hs точно так же, как были определены подсхемы
Ej(\ < У  < ; а) для hs.

А именно

00 Если M=JMff, Е), то E'j= Ej(s +  1){\Х' для 1 < у < а + 1  =  
=  а +  -у +  1. где Ej(s +  1) =  c7h (£}(s +  1)),

(НО Если М =  (Ми), то Ё) =  £ а+.Д +  1)ПА' для 1 < У < а +  1 =
=  S +  1.

Положим

сJ
ДЛЯ случая М =  (Ми, F),

|aa+y. для случая М =  Ми (без ограничений 1 < / ' < ( « + ! ) ) .
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Пусть P j  — пучок идеалов подсхемы Е\ из Ar ,( = ^ ri+1). (Заметим,
что Р ; равно пучку локальных колец X ', если Е) пусто.) Опреде­
лим У* ( 5 + 1 )  так же, как У* (5), а именно:

Га -f 1
7 * (s +  1) =  (7(5 +  1)6- \ ( П  { P i )*1)*)•

7 =  1

З а м е ч а н и е  3. Пусть обозначения и условия остаются 
прежними.

Тогда / *  (З^п-1) на X ' можно записать в виде

Ei,. . . ,  Е~а+ 1

ах, . . . , а
а +1

J\b ,

а + 1— r*J y np r̂jl CL s
где J* (5 +  1) =  У7 1 I (Pj J). Другими словами, отношение между 

* J=1 ~
9t(s +  l ) (= / j ( 3 % (5))) и /* (Ш п -1) такое же, как между 9 ((s ) 
и SfiiY-1-

ГЧ/ jy 2
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения / * (3(ц_ ) следует, что

7=1 7=1

^ — '-7что равно f ^ 1 (J* (s)) . Поэтому утверждение замечания 3 экви-
ct-f.1

валентно следующему равенству:

J* (s  +  1 )  =  / - '  ( У *  ( 5 ) )  Р'Д7 .
а + 1

Напомним, что b =  b(b —- v) и что

У* (5 +  1) =(у (S  +  l) )6- v( f l  (P jV 'jf )
7 = 1

По определению У (5 +  1) имеем

а
У * (5 )= (У (5 ))* - ’ , ( П ( ^ У ^  )• 

;=1

f - b
У ( 5 + 1 )  =  / -Ч У (^ ) )Р ~ +1.

Следовательно, достаточно доказать, что
а+1

7=1 j=l

7—(&-v)
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Легко видеть, что правая часть равенства есть

( I М-1
;= 1

где

Ъ с г
В С Е  j

По определению Cj =  c} для 1 < у < а .  Поэтому нужно доказать толь­
ко, что с~ — е — (b — v). Напишем, как выше,

а +1

a if f (s ) j(s ),b

.  , 1 V l^l (s +  )̂> • • •> ^а+j + l (5 +  1)8111(5+ 1)
=  p l ( 5 + l ) , . . . ,

\̂ 1» • * • > ^a+$+1
J ( s +  l),b .

Мы имеем тогда c~ = a a+s+1, и это число в свою очередь равноа+ 1

(  2  &/) +  v --  Ь.
B s C E j ( s )

Таким образом, надо доказать только, что

2  < + =  2  +•
в с£~

Ввиду определения с} и Е} это равенство очевидно в случае
94 =  (94и, Е), а в случае 94 =  94» мы получим его, если покажем, что 
для любого у с  l < y < a  Bs<£Ej(s). Но это следствие условия [(2)], 
как мы уже видели при доказательстве замечания 2. Что и требо­
валось доказать.

Из замечаний 2 и 3 вытекает, что доказательство теорем С и D*
сводится к разрешению объекта 94п-1 на X, определенного выше, а 
это разрешение можно провести по теореме I l f -1 .

Итак, доказательство теорем С и D закончено. Комбинация их 
с результатами предшествующего параграфа завершает индуктивные 
доказательства фундаментальных теорем, сформулированных
в § 2 гл. 1.
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