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Â ñòàòüåïîñò àâëåíà è àíàëèòè÷åñêè ðåøåíà íà ÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ïîâåð õíîñòíûõ ãðàâèòàöèîí-
íûõ âîëí â âî äî õðàíèëèùå óçêî-ê àíü îííîãî òèïà. Ïîâåð õíîñòíûå âîëíû îáðàçóþòñ ÿ â ðåçóëüòàòå
âòîðæåíèÿ â çàïîëíåííîå âî äî õðàíèëèùå îáâàëüíî-îïîëçíåâî ãî ìàññèâà ãîðíîé ïîðî äû ëèáî ñåëå-
ëàâèíîîáðàçíîãî ïîòîê à. Â ðåçóëüòàòåðåøåíèÿ ïîñò àâëåííîé çàäà÷è ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå ôîðìó ëû
è àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà àìïëèòó äû îáðàçîâàííûõ âîëí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óçêî-ê àíü îííîå âî äî õðàíèëèùå, ñåëåëàâèíîîáðàçíû é ïîòîê, ãðàâèòàöèîííûå
âîëíû, íà ÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå.

Êàê ïðàâèëî, âîäî õðàíèëèùà â ãîðíûõ ìåñòíîñò ÿõ ñòðîÿòñÿ â ñèëüíî çàóæåííûõ êà-
íü îíàõ óùåëèé ðåê. Â íèõ ÷àñòî âòîðãàþòñÿ ñåëåëàâèíîîáðàçíû å ïîòîêè ëèáî îáâàëüíî-
îïîëçíåâûå ìàññèâû. Â ðåçóëüòàòåâòîðæåíèÿ ñáîëüøèìè ñêîðîñò ÿìè â âîäî õðàíèëèùàõ
è õâîñòî õðàíèëèùàõ îáðàçóþòñÿ âûñîêèå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, ÷àñòî ïðèâî äÿùèå ê
áîëüøèì ñòèõèéíûì è ýêîëîãè÷åñêèì áåäñòâèÿì â âèäåðàçðóøåíèé, ÷åëîâå÷åñêèõæåðòâ
è çàãðÿçíåíèé îêðóæàþùåé âîäî õðàíèëèùå òåððèòîðèè âåùåñòâàìè, ãîäàìè íàê îïëåí-
íûõ â õâîñòî õðàíèëèùàõ ãîðíî-îáîã àòèòåëüíûõ ïðåäïðèÿòèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîåêòè-
ðîâùèêè è ýêñïëóàòàöèîííûå ñëóæáû îáÿçàíû îöåíèâàòü ïîòåíöèàëüíî âîçìî æíîå ïî-
âûøåíèå óðîâíÿ âîäû ó ïëîòèíû è îáúåì ïåðåëèòîé âîäû ÷åðåçñòâîð ïëîòèíû, à òàêæå
çîíó è ñòåïåíü çàòîïëåíèÿ è çàãðÿçíåíèÿ ìåñòíîñòè â íèæíåì áüåôå â çàâèñèìîñòè îò
ãåîìåòðè÷åñêèõ, êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêïîòåíöèàëüíî âîçìî æ-
íûõ îáâàëüíî-îïîëçíåâû õ ìàññ, ñåëåè ëàâèíîîáðàçíûõ ïîòîê îâ. Òàêèì ïóòåì ìî æíî
ñïðîãíîçèðîâàòü, à çàòåì ïðåäîòâðàòèòü ëèáî óìåíüøèòü òå ïîñëåäñòâèÿ è óùåðá, êîòî-
ðûå ìî æåò âûçâàòü îáðàçîâàíèå ðàçðóøèòåëüíûõ âîëí.

Îäíàê î, íàäî îòìåòèòü, ÷òî äî íàñòî ÿùåãî âðåìåíè íå ñóùåñòâóåòäîñòóïíîãî ïðîåê-
òèðîâùèê àì è ýêñïëóàòàöèîííûì ñëóæáàì íàäåæíîãî ìåòî äà è ôîðìó ëû äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ àìïëèòó ä îáðàçîâàííûõ âîëí â âîäî õðàíèëèùàõ óçêî-ê àíü îííûõ òèïîâ, õàðàêòåðè-
çóþùèõ ñÿ áîëüøèìè ãëóáèíàìè âîäû è íåïðèçìàòè÷åñêèìè êîíôèãóðàöèÿìè.

Â íàñòî ÿùåé ñòàòüåäàåòñÿ ïîïûòê à çàïîëíèòü ýòîò ïðîáåë ïóòåì ïîñò àíîâêè è ðåøå-
íèÿ íà ÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è âîëíîâîé ãèäðîäèíàìèêè è ãèäðàâëèêè,â êîòîðîé íàèáî-
ëååàäåêâàòíî îòðàæåíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå è ãèäðàâëè÷åñêèåïðîöåññû, èìåþùèå ìå-
ñòî ïðè îòìå÷åííûõ âûøå ñòèõèéíûõ ÿâëåíèÿõ, à òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ
âîäî õðàíèëèùà.

Ïðåäïîëî æèì, ÷òî â ïð ÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîð äèíàò Oxyz ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà,
îãðàíè÷åííàÿ óñëîâèÿìè 0 6 x 6 L; ¡ B (x; z)=2 < y < B (x; z)=2, ¡ H 6 z 6 0, ïðåäñòàâ-
ëÿåò óçêî-ãëóáîêîå íåïðèçìàòè÷åñê îå âîäî õðàíèëèùå, ðàñïîëî æåííîå â ãîðíîì ðåãèîíå.

c° 2008 Ìóçàåâ Í. È., Ìóçàåâ È. Ä.
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Îñü oz íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, H � ãëóáèíà âîäû â âîäî õðàíèëèùå, L � äëèíà,
B (x; z) � øèðèíà âîäî õðàíèëèùà. Íà ðèñóíêå íèæ å ïðåäñòàâëåíû ïîïåðå÷íûé ïðîôèëü
è ïëàíîâîå î÷åðòàíèå âîäî õðàíèëèùà.

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïîñò àâëåííîé çàäà÷è

Ïëàíîâàÿ (à) è ãëóáèííàÿ (á) êîíôèãóðàöèè âî äî õðàíèëèùà

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå äâèæåíèå âîäû, âûçâàííîå òåì, ÷òî ñ áîê îâîé ãðàíè âîäî õðà-
íèëèùà â íåãî âòîðãàåòñÿ îáâàëüíî-îïîëçíåâî é ìàññèâ ãîðíîé ïîðî äû ëèáî ñåëåëàâè-
íîîáðàçíûé ïîòîê. Ñ÷èòàÿ äâèæåíèå âîäû áåçâèõðåâûì, ïîòåíöèàë ñðåäíåé ïî øèðèíå
âîäî õðàíèëèùà ñêîðîñòè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ [1�3]:

@2'
@x2 +

@2'
@z2 +

1
B (x; z)

@B (x; z)
@x

@'
@x

+
1

B (x; z)
@B (x; z)

@z
@'
@z

=
q(x; z; t)
B (x; z)

; (1)

ãäå q(x; z; t) � ñêîðîñòü âûòåñíåíèÿ âîäû îáâàëüíî-îïîëçíåâû ì ìàññèâîì ëèáî èíòåíñèâ-
íîñòü âòîðæåíèÿ â âîäî õðàíèëèùå ñåëåëàâèíîîáðàçíî ãî ïîòîê à.

×åðåç åäèíè÷íóþ ôóíêöèþ Õåâèñàéäàèíòåíñèâíîñòü q(x; z; t) àíàëèòè÷åñêè âûðà-
æàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q(x; z; t) = U0
£
1(x ¡ (x0 ¡ a)) ¡ 1(x ¡ (x0 + a))

¤

£
·
1

µ
z + z0 +

h
2

¶
¡ 1

µ
z + z0 ¡

h
2

¶¸
£
1(t) ¡ 1(t ¡ t0)

¤
;

(2)

ãäå 2a � øèðèíà ïî ôðîíòó îáâàëüíî-îïîëçíåâî ãî ìàññèâà, x0 � àáñöèññàååöåíòðà, h �
ìîùíîñòü îáâàëüíî-îïîëçíåâî ãî ìàññèâà ëèáî ãëóáèíà ñåëåëàâèíîîáðàçíî ãî ïîòîê à, t0 �
ïðî äîëæèòåëüíîñòü âðåìåíè âòîðæåíèÿ.

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âòîðæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

U0 =
W0

2aht0
; (3)

ãäå W0 � îáúåì âòîðãøåãîñÿ ìàññèâà ëèáî ñåëåëåëàâèíîîáðàçíîãî ïîòîê à.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôèçèêî-ìåõ àíè÷åñêîé ñóùíîñòüþ çàäà÷è, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1) ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå íà ÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [1�3]:

' (x; z; t)jt=0 = 0;
@' (x; z; t)

@t

¯
¯
¯
¯
t=0

= 0; (4)

@' (x; z; t)
@x

¯
¯
¯
¯
x=0

= 0;
@' (x; z; t)

@x

¯
¯
¯
¯
x= L

= 0; (5)

µ
@2' (x; z; t)

@t2 + g
@' (x; z; t)

@z

¶ ¯
¯
¯
¯
z=0

= 0;
@' (x; z; t)

@z

¯
¯
¯
¯
z= ¡ H

= 0: (6)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), íà ÷àëüíûå óñëîâèÿ (4), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5) è (6) â
ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿþò íà ÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìà-
òè÷åñêèìî äåëèðóþò âîëíîâîå äâèæåíèå âîäû â óçêî-ãëóáîêîì íåïðèçìàòè÷åñê îì âîäî-
õðàíèëèùå, êîãäà âîëíû îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòåâòîðæåíèÿ â âîäî õðàíèëèùå îáâàëüíî-
îïîëçíåâîãî ìàññèâà ëèáî ñåëåëàâèíîîáðàçíî ãî ïîòîê à. Íåïðèçìàòè÷åñê àÿ êîíôèãóðà-
öèÿ âîäî õðàíèëèùà â ïëàíå è ïî ãëóáèíå â ñîñòàâëåííîé ìî äåëè îòðàæåíû ÷åðåçøè-
ðèíó âîäî õðàíèëèùà, ò. å. ÷åðåçôóíêöèþ B (x; z), êîòîðàÿ çàâèñèòêàê îò ïðî äîëüíîé
ãîðèçîíò àëüíîé êîîð äèíàòû x, òàê è îò âåðòèêàëüíîé êîîð äèíàòû z.

Êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè, è ýòî ñî-
çäàåòáîëüøèå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè ïðè ïîïûòê å àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîñò àâ-
ëåííîé íà ÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) âïåðâûå ïîëó÷åíî â ðàáîòå [4].
Â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè ïîâåð õíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ïîòåíöèàë ñêîðî-
ñòè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà êàê äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ, òàê è äëÿ äâóìåðíûõ âîëí [2�4], ñì. òàêæå[5]. Â ïðåäñòàâëåííîé ìî äåëè(1)�(6)
îïèñûâàþòñ ÿ ñðåäíèå ïî øèðèíå òðåõìåðíûå âîëíû, ò. å. ôàêòè÷åñêèäâóìåðíûå âîëíû.
Íà ó÷íîé íîâèçíîé ýòîé ìî äåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåå â ãèäðîäèíàìèê î-ãèäðàâëè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè ÷åðåçôóíêöèþ B (x; z) óâÿçàíû íàèáîëåå õàðàêòåðíûå ïàðàìåòðû åñòå-
ñòâåííîãî î÷åðòàíèÿ âîäî õðàíèëèùà óçêî-ê àíü îííîãî òèïà.

Ïðèñòóïèâ ê ðåøåíèþ íà ÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, âíà÷àëå ïðèíèìàþòñ ÿ íåê îòîðûå
ïðåäïîëî æåíèÿ, óïðîùàþùèå ïóòü ååðåøåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, áóäåì ïîëàã àòü,÷òî øè-
ðèíà âîäî õðàíèëèùà àïïðîê ñèìèðó åòñÿ ñëåäóþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé

B (x; z) = B0es1x+ s2z: (7)

Êðîìå ýòîãî â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàã àòü, ÷òî

q(x; z; t) = q1(x) ¢q2(z) ¢q3(t); (8)

q1(x) =

(
1; x0 ¡ a < x < x0 + a;

0; 0 < x < x0 ¡ a; x0 + a < x < L;

q2(z) =

(
1; ¡ z0 ¡ h

2 < z < ¡ z0 + h
2 ;

0; ¡ H < z < ¡ z0 ¡ h
2 ; ¡ z0 + h

2 < z < 0;

q3(t) =

(
U0; 0 < t < t0;

0; t > t0:

(9)

Â ðåçóëüòàòåïðèìåíåíèÿ ïî äñòàíîâêè

' (x; z; t) = Ã(x; z; t)e¡ s1
2 x¡ s2

2 z; (10)
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íà ÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(10) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè Ã(x; z; t) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
âèä:

@2Ã
@x2 +

@2Ã
@z2 ¡

µ
s2

1

4
+

s2
2

4

¶
Ã =

q1(x)q2(z)q3(t)
B0

e¡ s1
2 x¡ s2

2 z; (11)

Ã =
@Ã
@t

= 0; t = 0;
µ

@Ã
@x

¡
s1

2
Ã

¶ ¯
¯
¯
¯
x=0

= 0;
µ

@Ã
@x

¡
s1

2
Ã

¶ ¯
¯
¯
¯
x= L

= 0;

µ
@2Ã
@t2 + g

@Ã
@z

¡ g
s2

2
Ã

¶ ¯
¯
¯
¯
z=0

= 0;
µ

@Ã
@z

¡
s2

2
Ã

¶ ¯
¯
¯
¯
z= ¡ H

= 0:

(12)

Ââåäåì ôóíêöèþ ©(x; z; t) è äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû D; D 1; D2

©(x; z; t) =
@Ã(x; z; t)

@x
¡

s1

2
Ã; (13)

D =
@2

@x2 +
@2

@z2 ¡
µ

s2
1

4
+

s2
2

4

¶
; (14)

D1 =
@2

@t2 + g
@
@z

¡ g
s2

2
; (15)

D2 =
@
@z

¡
s2

2
: (16)

Ïðèìåíèâ ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû D; D 1; D2 ïîñëåäîâàòåëüíî ê
îáåèì ÷àñòÿì (13) è ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (11)�(12) îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ôóíêöèè
©(x; z; t), ïîëó÷èì:

D [©] =
q2(z)
B0

q3(t)e¡ s2
2 z

·
d

dx

µ
q1(x)e¡ s1

2 x
¶

¡
s1

2
q1(x)e¡ s1

2 x
¸
; (17)

©
¯
¯
x=0 = 0; ©

¯
¯
x= L = 0; (18)

D1[©]
¯
¯
z=0 = 0; D2[©]

¯
¯
z= ¡ H = 0: (19)

Äëÿ ðåøåíèÿ íà ÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (17)�(19) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñ ÿ èí-
òåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè t è ðàçëîæåíèå â ðÿäû Ôóðüå ïî ïåðå-
ìåííîé x â èíòåðâàëå (0; L )

e©(x; z) =

+ 1Z

0

©(x; z; t)e¡ ptdt; (20)

e©(x; z) =
1X

n=1

e©n (z) sin
n¼
L

x: (21)

Äëÿ ôóíêöèè e©n (z) ïîëó÷àåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

d2e©n

dz2 ¡ ¸ 2
n

e©n =
eq3

B0
q2(z)e¡ s2

2 z®n ; (22)

·µ
p2 ¡ g

s2

2

¶
e©n + g

de©n

dz

¸¯¯
¯
¯
¯
z=0

= 0;
µ

de©n

dz
¡

s2

2
e©n

¶ ¯
¯
¯
¯
¯
z= ¡ H

= 0; (23)
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ãäå

¸ n =

r

a2
n +

s2
1

4
+

s2
2

4
; an =

n¼
L

; ®n =
2U0

L

x0+ aZ

x0 ¡ a

e¡ s1
2 x sinanx dx: (24)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (22)�(23) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ e©n (z), n =
1; 2; 3; : : :

Äàëåå îáðàòíûì õî äîì ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ e©n (x; z) èç (21), à çàòåì åå
îðèãèíàë ©(x; z; t). Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèãèíàëà äîñòàòî÷íî òàáëèöû îïåðàöèîí-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ©(x; z; t) èç âûðàæåíèÿ (13), êàê èç îáûêíîâåííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ã(x; z; t). Íàê îíåö, ïðè èçâåñò-
íîé ôóíêöèè Ã(x; z; t) èç âûðàæåíèÿ (10) îïðåäåëèòñÿ ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ' (x; z; t) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîñò àâëåííàÿ íà ÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøåíà.

Óðàâíåíèå âîëíîâîé ïîâåð õíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ì ïîòåíöèàëà ïî
âðåìåíè

´ (x; t) = ¡
1
g

@' (x; z; t)
@t

¯
¯
¯
¯
z=0

:

Îê îí÷àòåëüíî äëÿ óðàâíåíèÿ ñâîáî äíîé âîëíîâîé ïîâåð õíîñòè ïîëó÷àþòñ ÿ ñëåäóþùèå
âûðàæåíèÿ:

´ (x; t) = e¡ s1
2 x

2

4 s1

2
w(t)

B0e
s1
2 L ¡ 1

¡
1X

n=1

¸ nK n
¡ s1

2 sinanx + an cosanx
¢

¡
1 + s2

2¸ n
th ¸ nH

¢¡
¸ 2

n ¡ s2
2
4

¢ f n (t)

3

5 ; (25)

ãäå

K n =
®n

2B0¸ 2
n

·
e¡

¡
¸ n ¡ s2

2

¢¡
z0+ h

2

¢
¡ e¡

¡
¸ n ¡ s2

2

¢¡
z0 ¡ h

2

¢

¡ e¡
¡

2¸ n H ¡
¡

¸ n + s2
2

¢¡
z0+ h

2

¢¢
+ e¡

¡
2¸ n H ¡

¡
¸ n + s2

2

¢¡
z0 ¡ h

2

¢¢̧
2

1 + e¡ 2¸ n H ;
(26)

®n =
2
L

·
e¡ s1

2 (x0 ¡ a) sinan (x0 ¡ a) ¡ e¡ s1
2 (x0+ a) sinan (x0 + a)

¸
; (27)

f n (t) =

(
U0 sin°n t; 0 < t < t0;

2U0 sin°n
t0
2 cos°n

¡
t ¡ t0

2

¢
; t > t0;

(28)

w(t) =

(
2ahU0t; 0 < t < t0;

2ahU0t0; t > t0;
(29)

°n =

vu
u
u
t

g¸ n

µ
th ¸ nH + s2

2¸ n

¶
¡ gs2

2

µ
1 + s2

2¸ n
th ¸ nH

¶

1 + s2
2¸ n

th ¸ nH
; n = 1; 2; 3; : : : (30)

Ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíûå âûðàæåíèÿ (25)�(30) ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ íà ÝÂÌ. Ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü àìïëèòó äû îáðàçîâàííûõ âîëí â
âîäî õðàíèëèùå â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ãàáàðèòîâ âîäî õðàíèëèùà è îò êè-
íåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêâòîðãøåãîñÿ ñåëåëàâèíîîáðàçíî ãî ïîòîê à
ëèáî îáâàëüíî-îïîëçíåâî ãî ìàññèâà.
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