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ВВЕДЕНИЕ 

Хорошо известно, что оператор внешнего дифференцирова­
ния форм перестановочен с заменами переменных. Тем же 
•свойством обладает бинарная операция коммутирования век­
торных полей (или, более общо, оператор Ли дифференциро­
вания любого тензорного поля вдоль данного векторного поля). 

Именно поэтому многие математические теоремы и физиче­
ские постулаты формулируются в терминах этих операций. 

Вопрос о классификации инвариантных операций впервые 
был поднят, по-видимому, Вебленом около полувека тому на­
зад [49]. Существенное продвижение он получил в работах 
Схоутена. Схоутен открыл несколько новых билинейных инва­
риантных операций над тензорными полями специальных ти­
пов. В книге [20] он явно сформулировал утверждение о том, 
что все унарные линейные инвариантные дифференциальные 
операции — это умножение на число и внешнее дифференциро­
вание дифференциальных форм. • Ученик и последователь 
Схоутена Нейенхейс обнаружил еще одну инвариантную би­
нарную операцию — так называемую «скобку Нейенхейса». 
В своем докладе на Международном математическом конгрес­
се в Эдинбурге (1958 г.) Нейенхейс дал точное определение 
геометрического объекта как сечения естественного расслое­
ния (см. ниже) и сформулировал общую задачу о классифи­
кации инвариантных дифференциальных операций над такими 
объектами [37]. За прошедшее с тех пор время, особенно в 
последние 5 лет, , было опубликовано много работ, в которых 
либо указывались новые инвариантные операции, либо переот­
крывались старые (ср. [28, 29, 48]). Появились такиее первые 
попытки дать точные классификационные теоремы. 

Утверждение Схоутена об унарных операциях, о котором 
упоминалось выше, 'было доказано вначале для дафференци-
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альных форм Пале [40] , затем д л я любых ковариантных тен­
зорных полей Лейхером [34] . Д л я общего случая доказа­
тельство независимо было получено А. Н. Рудаковым [18 ] , 
ученицей П а л е Ч у Лян-тэн [30] и автором этого обзора [10 ] . 
Таким образом, классификация унарных операций была завер­
шена и оказалась довольно небогатой. Классификация /га-
арных полилинейных инвариантных дифференциальных опера­
ций яри m > l является существенно более трудной. В настоя­
щее время она получена лишь для m==2 П. Я. Грозманом [8, 
9 ] , которому удалось обобщить на этот случай подход 
А. Н . Рудакова. 

В настоящем обзоре мы приведем точную постановку 
задачи, докажем общую теорему конечности для операций за­
данного типа, перечислим известные в настоящее время опера­
ции и обсудим их свойства. Первоначальный вариант этого об­
зора докладывался на Ломоносовских чтениях в МГУ в 1978 г. 
и опубликован в [12 ] . 

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Понятие геометрического объекта естественно возникает 
в физических приложениях: векторы в механике, тензоры 
в теории упругости, 2-формы в электродинамике, связности 
в теории поля и т. д . Точное определение этого понятия стало 
возможным после появления Эрлангенской программы Ф. Клей­
на (1872) и работ Софуса Ли по теории непрерывных групп 
преобразований (1890). В учебниках Леви-Чивита [35], Вебле-
на —Уайтхеда [4] и Схоутена '[20] дается следующее опреде­
ление (несколько громоздкое, хотя и удобное для практических 
вычислений). Пусть каждой локальной системе координат 
Х=(х\ ..., хп) в окрестности заданной точки М n-мерной 
области D поставлен в соответствие вектор /х вспомогатель­
ного пространства V. Предположим, что координаты вектора /у, 
соответствующего другой локальной системе координат Y в D , 
покрывающей точку М, могут быть выражены через коорди-

ди1 dV 
наты вектора /х и значения yl(M), jjj(M), —^—-(Ж),... 
Тогда говорят, что задан геометрический объект в точке M, 
а координаты вектора /х называют компонентами этого гео­
метрического объекта в данной локальной системе координат X. 
Если объект -задан в каждой точке MQD, говорят, что в D 
задано поле геометрического объекта. 

Нетрудно перевести это определение на современный язык. 
Пусть Е — гладкое расслоенное пространство, базой которого 
служит n-мерное многообразие D, а слоем — /-мерное много­
образие V. Предположим, что действие группы диффеоморфиз-
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MOB Diff D (или некоторой достаточно богатой ее подгруппы: 
например, подгруппы Diff0 D, порожденной диффеоморфизмами, 
отличными от тождественного лишь в малой окрестности на D, 
над которой расслоение Е тривиально) на D может быть 
продолжено до действия на всем Е, перестановочного с проек­
цией р:Е—*-D. Тогда говорят, что на Е задана структура 
естественного расслоения. Поле геометрического объекта — это 
сечение естественного расслоения. 

Несколько другое, но, по-существу, эквивалентное понятие 
естественного расслоения и геометрического объекта предло­
жили Пале и Чу-Лян-тэн в [41]. Они определяют естествен­
ное расслоение как функтор F из категории Жп всех п-мерных 
гладких многообразий (морфизмы — гладкие вложения мно­
гообразий) в категорию &п всех гладких расслоений с п-мер-
ной базой, обладающий свойствами: 

1) Для всех DGObJtn E(D)—расслоение над D. 
2) Если 9:A{to}D2eMor--#„, то F (<p):E (A)->E(A>) — отобра­

жение расслоений, накрывающее отображение ср их баз. 
В [41] доказано, что каждое естественное расслоение имеет 

конечный дифференциальный порядок k. Это значит, что дей­
ствие диффеоморфизма ф, принадлежащего стабилизатору не­
которой точки многообразия D в слое расслоения F(D) над 
этой точкой, зависит только от k-струи диффеоморфизма ср. 
Это число k называется дифференциальным порядком геомет­
рического объекта. 

Наибольшее применение находят линейные геометрические 
объекты дифференциального порядка 1. В этом случае рас­
сматриваемые естественные расслоения — векторные, а дейст­
вие структурной группы — линейное и зависит только от мат­
рицы Якоби соответствующего диффеоморфизма в данной точ­
ке. Нетрудно показать, что все такие объекты, по существу, 
являются тензорами (точнее, тензорными плотностями). Это 
следует из того, что всякое 'неприводимое представление 
группы GL+(n, R) вещественных обратимых матриц n-го по­
рядка с положительным определителем имеет вид p = pi®p2, 
где pi — неприводимое представление в тензорах заданного 
типа симметрии, а р2 — одномерное представление вида 
g •-> (det g)\ 

В качестве представителей геометрических объектов более 
высоких дифференциальных порядков можно указать -связ­
ность в касательном расслоении (дифференциальный порядок 
2) или дифференциальный оператор, действующий в прост­
ранстве • сечений векторного расслоения (Дифференциальный 
порядок равен сумме порядков оператора и расслоения). 

В дальнейшем мы будем, как правило, рассматривать только 
тензорные плотности неприводимого типа р. В каждой локаль­
ной системе координат Х = (х1, . . . , х") поле типа р задается 
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функцией /х(х1,...,хп) со значениями в пространстве Vp 
представления р. При переходе к новой системе координат 
Y = (y\ ..., у") выполняется следующее правило перехода: 

fr(if(x),...,tr(x)) = p(-^(x))fx(x\...,x»). (1) 

Здесь через —- (x) обозначена матрица A (x)GGL+ (n, R) с эле-
дц1 

ментами alj{x) = ~rj(х). 
В частности, если х —-тождественное представление группы 

GL+(/z,R) (т.е. t(A)=-A; не следует путать это представление 
c тривиальным: р0(Л)=г1), то тензорное поле /-==( /- , . . . , /") 
типа t отождествляется с касательным векторным полем 
Р{х)дх+...-\-р1{х)дп, где д1 = д/дх1. 

Каждое неприводимое конечномерное представление р группы 
GL+ (n, R) определяется старшим весом (%и .. .,Кп), где %t — 
комплексные числа, обладающие свойством: Я,г — ̂  —целое 
неотрицательное число при г < / . Представление х имеет 
старший вес (1,0, . . . , 0 ) , одномерное представление 
.A{cdot}->-(detA)X~-вес (А,, %, ..., I). Пространство всех гладких 
тензорных плотностей типа рв области D мы обозначим Гр (D), 
Пусть даны неприводимые представления р 1 , . . . , р т ; р . Диф­
ференциальным оператором типа (р1, . . . , рот; р) мы назовем 
полилинейное отображение 

L:TPl(D)X...XrPm(D)^rp(D), (2) 
которое в (одной, а следовательно, и в любой) локальной 
системе координат является полидифференциальным оператором: 

- ( / i / « № ) - = 
= 2 < , . . . , P m ; - < Km{x)dK>fS{x)...dKmfnln{X), (3) 

где Pi — номер координаты вектора ft(x)QVPi, р — номер коор­
динаты вектора L ( /1 , . . . , fm) (х) £V(p), дк=* д\<-... д*», 
cp

Pt р ;л-,.,.,/.г (х) — гладкие функции в D. Можно показать 
(см., например, [39]), что дифференциальные операторы типа 
(р-,..., рт; р) характеризуются следующим свойством, это 
полилинейные отображения вида (2), непрерывные в С°°-топо-
логии (т. е. топологии равномерной сходимости на компактах 
самих полей и их производных любого порядка) и локальные 

т 

в том смысле, что supp L ( /1 , . . . , fn)cz fl supp/;, где supp/ 
означает носитель поля / . 

Оператор L называется естественным или инвариантным, 
если он перестановочен с заменами переменных (т. е. с диф­
феоморфизмами области D). Свойство инвариантности лучше 
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записывать в инфинитезимальной форме. Пусть 1 = '51
ада*— 

гладкое финитное векторное поле на D. Ему соответствует 
однопараметрическое семейство координатных систем 1 , = 
— (л-1 (г.),..., xn(t)) на D, где ха (t) — решение системы обыкно­
венных дифференциальных уравнений: 

•^ х« (t) = la (x1 (t),. • ., х'1 (t)), 1 < а < п . (4) 
Действие векторного поля \ на тензорное поле / типа р выво­
дится из формул (1) и (4) и имеет вид: 

U{x)=*l*{x)daf(x) + l«(x)Pt(&)f(x), (б) 
где р,,. —представление алгебры Ли fit(n, R)«Mat,2 R в про­
странстве Vp, соответствующее представлению р группы 
QL+(n, R), еР —стандартный базис в Mat„R, Щ(х) = д$1а(х). 
Условие инвариантности оператора L влечет соотношение 

т 
iHfu..., /m )—2L ( /1 , . . . , i/-, . . . , fm) (6) 

для всех финитных векторных полей | в области D. 
Обратно, если условие (6) выполнено для всех финитных 

векторных полей в области D (тогда оно, очевидно, верно и 
для всех, вообще, полей в D), то оператор L будет перестано­
вочен .со всеми диффеоморфизмами из группы Diff0 D. 

Таким образом, отыскание инвариантных полилинейных п-
арных операций L типа (рь. . . , рт; р) сводится к решению 
уравнения (6), в котором действия векторного поля •£ на тен­
зорные поля / ь . . . , / т и f = L(fu...,fm) заданы форму­
лой (5). Неизвестными функциями в этом уравнении являются 
коэффициенты ср

Ри.,.,р ^ки...,к оператора L в (3). Равенство (6) 
должно выполняться тождественно по | . 

Соотношения (6) в общем виде достаточно громоздки и не 
поддаются непосредственному исследованию. Некоторые част­
ные случаи, в которых такое исследование удается провести, 
рассмотрены ниже. 

Здесь же мы ограничимся формулировкой следующих про­
стых результатов. 

Лемма 1. Коэффициенты c"Pi р -к-, к (x), фигурирую­
щие в (3), для инвариантного оператора L должны быть кон­
стантами. 

Лемма 2. Если инвариантный оператор L имеет вид L — 
k 

== 2J LJ, где Lj — однородный дифференциальный оператор 
/«о 
* Здесь и далее мы будем пользоваться правилом Эйнштейна: по повто­

ряющимся один раз сверху, другой раз снизу индексам производится сум­
мирование. 
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порядка j (по совокупности переменных), то все операторы £-
инвариантны. 

Доказательства лемм 1 и 2 будут даны ниже (см. § 4). 

§ 2 . УНАРНЫЙ СЛУЧАЙ: т = 1 

Для унарной операции типа (р1, р) соотношения (6) превра­
щаются в равенства 

l*daL (Л + ЦВ^Ь (f) = L (1*6*/ + Ц AP / ) , (7> 
где положено для кратности AP =р- Н ! (еР), -5£ =--• р* (еР). Сам 
оператор L может быть в локальных координатах записан в виде 

L = cKd«=c»^db...dk
n\ (8) 

Первый шаг в решении уравнения (7) (относительно не­
известных коэффициентов ск) состоит в доказательстве сле­
дующего утверждения, представляющего самостоятельный 
интерес. 

Лемма 3. Коэффициенты ск в (8) равны нулю при |/С|=-
— kljr ... +kn>\, (Другими словами, инвариантные диффе­
ренциальные'операторы имеют порядок 1). 

Вычислительные доказательства этой леммы приведены в 
[10] и [18]. Гораздо более интересное и изящное рассужде­
ние предложила Чу-Лян-тэн в [30]. 

A именно, оно использует тот факт, что каждое тензорное 
поле f является линейной комбинацией с постоянными коэф­
фициентами так называемых аффинных тензорных полей. Тен­
зорное поле f называется аффинным,' если в подходящей си­
стеме локальных координат X его компоненты — аффинные 
функции, т. е. 

/1(х) = а1
ах*+Ы, (?) 

где а1
а и й' —константы. Мы не будет приводить здесь дока 

зательства этого утверждения. Заметим лишь, что всякое век­
торное поле |, отличное от нуля в некоторой точке, локально 
приводится к виду д\ и, следовательно, является аффинным. 
Любое векторное поле является суммой двух ненулевых полей 
и, значит, является линейной комбинацией аффинных полей. 
Аналогичным образом можно рассуждать в случае ковактор-
ных полей, которые локально в общей точке приводятся к ви­
ду хЫхг + хЧх*+ . . . . 

Пусть : теперь L — инвариантный однородный дифферен­
циальный оператор порядка ^=2. Тогда L f = 0 для любого аф­
финного тензорного поля /. Значит, L / = 0 , что и доказывает 
лемму 3. 

i 

/ 8 



Остается классифицировать однородные инвариантные опе­
раторы порядков 0 и 1. Операторы порядка 0 по лемме 1 
сводятся к умножению на постоянный оператор 
C6HomGz+(n,R) {Vu V). В частности, для неприводимых тензор­
ных полей инвариантные операторы порядка 0 сводятся по 
лемме Шура к умножению на число. 

Оператор порядка 1 можно записать в виде 
Lf*=Cadaf, C*eHom{VltV). 

Соотношение (7) в этом случае приводится к виду 
(1°да+Щ В% )оСУду — СЩо{1°да + ЦА*а). 

Сравнение коэффициентов при Щ и Щ —дуЩ дает: 
5PCV----6VCP + CYA0, CMP+CBAV----0. (10) 

(При выводе второго соотношения нужно учитывать тождест­во so. _Еа N 
Как показано в [10], из соотношений (10) можно явно най­

ти значения операторов Лапласа —Казимира для интересую­
щих нас представлений р- и р группы GL+(n,R). Зная эти 
значения, можно установить, что старший вес р1 обязан иметь 
вид (0, . . . ,0, — 1, . . . , — 1), а старший вес р —вид (0, . . . . О, 

к и—ft ft—1 

— 1,...,—-1. Таким образом, искомый оператор действует из 
Л—А-И 

пространства {п—£)-форм в пространство (п — £+1)-форм. 
Кроме того, он имеет порядок 1 и постоянные коэффициенты. 
Отсюда легко выводится, что этот оператор лишь постоян­
ным множителем отличается от оператора внешнего дифферен­
цирования. Это рассуждение доказывает теорему Схоутена 
об унарных инвариантных операциях. 

§ 3. ОДНОМЕРНЫЙ СЛУЧАИ: /1=1 

Тензорная ПЛОТНОСТЬ на прямой характеризуется одним 
комплексным числом % и может быть символически записана. 
в виде f (х) {dx)h. Векторное поле \ действует на эту величину 
по формуле 

lf{x) = l{x)f'{x)^ll'{x)f{x). (11) 
Рассмотрим /гс-линейный дифференциальный оператор L 

типа (Л,х, . . . , Я,„; %). Он имеет вид 
Ц/и ..., /т) (*)=-= с*,... *„/**'> (х)... /,<>> (х), (12) 

или, символически: 
1 т 

L = Pi(d,...,d), (13) 
9-





Л е м м а 4'. Однородная аналитическая функция Р в R™\ 
\{0} удовлетворяет соотношениям (14) тогда и только тогда, 
когда для каждого TGR справедливо равенство 

т. 

2<*-+v*)-°('i. .••.--+*. •••.*«)=-
т 

S(^+M + tdegP .P(tb ..„g. (17) 
Доказательство получается непосредственно, если умно-

жить k-oe уравнение системы (14) на -{к .т.. и просуммировать 
по всем k. 

Полное решение системы (14) при любых %и--,Кп ДО сих 
пор не получено. Однако об этой системе имеется довольно 
много информации. 

Т е о р е м а 1. Пространство полиномиальных решений сис­
темы (146) при любых \и---,^т имеет размерность не более 
(m+l)! 

Доказательство этой теоремы опирается на следующий об­
щий факт. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть Ри ..., PN — дифференциальные 
операторы с полиномиальными коэффициентами в CJV, Предпо­
ложим, что в некоторой точке го б С-4 главные части этих опера­
торов порождают идеал / конечной коразмерности ц в 
С[ди ... ,dN]. Пусть rez.f"' — конечное подмножество мощ­
ности [д,, обладающее СВОЙСТВОМ: пространство VT, порожден­
ное мономами дт, -убГ, трансверсально к / в C[di dN]. 

Тогда система уравнений 
ргср = 0, l < i < i V (18) 

с начальными условиями 
^Ф(г0)--=ау, «ver, 1 (19) 

имеет единственное решение в пространстве формальных сте­
пенных рядов от переменных &=г1—г1

0, l<i .<iV, 
Другими словами, решение ср системы (18) однозначно опре­

деляется (д, числами dy<p(zQ), убГ. 
Мы не приводим здесь доказательства предложения, по­

скольку оно не ОТНОСИТСЯ непосредственно к теме обзора. Бо­
лее общий результат содержится в статье [16]. 

Утверждение теоремы 1 вытекает из предложения и сле­
дующего простого факта. 

Лемма 5. (Р. У. Биглов). Пусть точка t&Cm обладает 
свойством: Д П ( ' " '+ • • . + 2-o'!)-f=0. Тогда идеал / 
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в C[tl, ...,tm], порожденный элементами Ps = toda+\ \<s<rn, 
имеет коразмерность (/?z-f 1)!. В качестве множества Г можно 
взять совокупность т е х у, д л я которых 0 < Y y < s . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что при выполнении ука­
занных ограничений на t0 система уравнений 

* ? г £ + 1 = 0, 1 < £ < / / г , (20) 

имеет в О единственное решение 2 а = 0, 1 < а < / ? г , 

В самом д е л е , рассматривая (20) как уравнение на при 
известных za, мы видим, что либо de t | 1 = 0, либо ** = 0. 
Но по предположению леммы t™=£0. О т с ю д а либо одна из 
переменных z a равна нулю, либо z a = z$ при некоторых а = ^ р . 
Поэтому исходная задача сводится к аналогичной задаче 
с меньшим числом переменных. При этом в к а ч е с т в е новых 
параметров возникают выражения вида t { * j + . . . -\-tCQS • Индук­
ция по т з а в е р ш а е т д о к а з а т е л ь с т в о первой части леммы. 

Итак , система (20) определяет нульмерное алгебраическое 
многообразие, а именно, точку 2 = 0 с некоторой кратностью. 
Эта кратность д о л ж н а быть р а в н а произведению степеней опре­
деляющих уравнений, т. е. (m- j - l )L 

Утверждение о выборе Г д о к а з ы в а е т с я непосредственной 
(хотя и громоздкой) проверкой, которую мы опустим. 

Д л я некоторых Л ь . . . , 7^п систему (14) удалось решить до 
конца. Приведем один из полученных здесь результатов . 

Т е о р е м а 2 ( Р . У. Биглов , Ф. А. М а л ы ш е в ) . В случае 
Х\ = .. .=Хт=0 размерность пространства Нт полиномиаль­
ных решений системы (146) , д е л я щ и х с я на t\t% . . . , tmy р авна ml 

С л е д с т в и е : Р а з м е р н о с т ь пространства всех полиномиаль­
ных решений системы (146) при Х\ = . . . = Я т = 0 р а в н а целой 
части числа е-ml (е = 2,718 . . . ) . 

По-видимому, справедливо более точное утверждение : про­
странство Нт является базисом пространства t\U , . . . , tmC[t\9.. • 

tm], рассматриваемого к а к модуль н а д алгеброй симметри­
ческих многочленов. Отсюда следует (см. [ 4 4 ] ) , ч т о размерность 
подпространства Hm

k, состоящего из однородных много­
членов степени k в # т > р а в н а числу перестановок из т элемен­
тов с k инверсиями. (Напомним, что п а р а {I, / ) образует 
инверсию относительно перестановки or, если / < / , но :o(i)>а(]').) 

Отметим, что подпространство Нт канонически изоморфно 
пространству полиномиальных решений системы (146) при 
?ч — • • • —hm = 1. 

Интересно было бы выяснить, имеют ли интерпретацию на 
языке инвариантных операций другие (не полиномиальные) 



решения системы (14). Простейшее из них при m---2, Xi = k2=0, 
имеет вид R (tu t2) = (h—h)/{tx-\-t%). 

Недавно Б. Л. Фейгину и Д. Б. Фуксу [21] удалось иссле­
довать систему (146) при %i— .. . =%т и при дополнительном 
предположении о кососимметричности решений. Полученные 
ими результаты показывают, что исследование инвариантных 
операций уже в случае п = 1 нетривиально и содержательно. 

В заключение этого параграфа приведем пример бинарной 
операции дифференциального порядка 3 на прямой, которая, 
по-видимому, не может быть получена суперпозицией операций 
меньшего порядка: 

g Г g' L{f-{dx)~2l\ g . ( d x ) - - / 3 ) - = [ 2 . jm gm + 3 J
f„g„ -(dx)5'3. 

Этот пример принадлежит П. Я- Грозмаиу. Его обобщение 
для m-арного случая см. в [21]. 

§ 4. ОБЩАЯ ТЕОРЕМА КОНЕЧНОСТИ 

Вернемся к исследованию соотношений (6) в общем случае. 
Нашей целью является доказательство следующего утвержде­
ния. 

Теорема 3. Пространство всех инвариантных дифферен­
циальных операторов типа (рь . . . , р т ; р) на n-мерных много­
образиях конечномерно. 

В локальной системе координат оператор L типа 
(Р1, . . . , р,„; р) можно записать так: 

L(fu...,fm) = crl...rn(x)(d^fr{x), ...,df>"fm(x)), (21) 

где I = (iu . . . . in) — мультииндекс, дг = д1^ . . . д1
п
п, ch...jm(x) — 

гладкие функции со значениями в пространстве 
Нош (1^!®... ®Vm, V) линейных операторов из Vi®... ®V 
в V. Подставляя (6) и (21) в обшее условие инвариантности 
(6), мы приходим к следующему равенству: 

[1Чх)д* + Щ(х)р,!{е1)]ос/1...1т(хНд'1®.. .®дг») = 

т 

= 1 CA...Jm (Х)о{ .̂® . . . ® ( £ ) [?« (X) д''"*• +E« 
- • = 1 • " ' - + 

+ £ . V К) dJ* -*. ]®... ®dJ>«). (22) 

Здесь ( / / ) — полиномиальный коэффициент, еа—мультииндекс, 
вида (0, 0, . . . , 0, 1, 0,.. .,0), в котором 1 стоит на а-м месте, 
через E^(x) обозначается производная дк%а(х). Напомним так-
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же, что, кроме явно указанного суммирования по s, подразумева­
ется суммирование по повторяющимся дважды индексам а и Р и 
мультииндексам Is в левой части, Js и KS — B правой части. 

Воспользуемся теперь известной теоремой Э. Бореля 
(см., например, [15], глава I) о том, что производные беско­
нечно дифференцируемой функции в данной точке могут при­
нимать любые наперед заданные значения. Отсюда следует, 
что мы можем приравнять коэффициенты при £•« (x) • (дг*®...®д т) 
в обеих частях равенства (22). Таким образом, для любого 
индекса а и мультииндексов К, / i , . . . , Im получается соотно­
шение на величины cj1...jm(x). 

Простейшие из них, при К = 0, дают равенство 
^л.../я(*)--=0. (23) 

Поэтому C/,.../n(x)-=const, что доказывает лемму 1. 
Следующий набор равенств, получаемых при |iC|-=1> 

К=е$, имеет вид: 
т 

Р Ж К / , /и-=2сл...../я'(1®-..®Р-*(в!У®.--®1) + 
.1—1 

т 

.. +Zd\S Ч вв)СЛ-(/,+в--в(-).../«- (24> 
$=-1 

Наконец, при | К | > 1 мы получаем условие 
т 

т /{cdot}25V 

+ 2(/'+ef~^)C-'---</-^"-/--e<1®---®p-*^®'--®1)-
-•—-
Введем производящую функцию 

1 т i 1 т 

которая является многочленом от т векторных аргументов 
t, ...,t, iQC", и принимает значения в пространстве 
1 т s 
Нот(1Л®...®Кт,1/). 

В терминах этой функции соотношение (24) переписывается 
так: 

т " s 

Это значит, что при естественном линейном действии группы 
QL+ (n, R) на аргументы t (одновременно при всех s) много-

S 
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член PL преобразуется по представлению р*<8>... ®р^<Эрч 
действующему в пространстве Нога(Уг®.. .®Vm,V). 

Соотношения (25) приводят к системе дифференциальных 
уравнений на производящую функцию PL: 

т 
"Ч1 г/аЛЛГО. i М Д - ^ - 8 | {^^-°х+-ЙР^-езрЛо(1®.. .®Pi!i!(e")®.. .®1)}--=0, (25'> 

где Ка<п, а .К — любой мультииндекс, для которого | - К | . Ж 
Эта система уравнений обобщает (146) и сводится к послед­

ней при п=1. 
Для доказательства теоремы 3 мы должны проверить, что 

система (25') имеет конечномерное пространство полиномиаль­
ных решений. Как и в случае теоремы 1, это вытекает из пред­
ложения, сформулированного в § 3. В данном случае для при­
менимости предложения нужно проверить, что система алгеб­
раических уравнений в О™ 

A m tazK=Q, 1<а</г , |.*П>1, (26> 
-«л * .-

где 26С", l < s < m . , имеет при подходящих константах t№ 

единственное решение z = 0. 
Полагая ЛГ = (й + 1)ер, мы видим, что следствием уравнений 

(26) является система уравнений 
т 

2<в(2р)*+----=01 \<k<m, 
- S . - - 1 - -

которая, с точностью до обозначений совпадает с системой (20) ., 
исследованной в § 3. По лемме 5 мы заключаем, что zB = 0 при. 

S 

всех s и р. Теорема доказана. 
. Отметим некоторую разницу между теоремами 1 и 3. В пер­

вой из них фиксировались лишь Хи • • -,hn, a 'Я оставалось про­
извольным. Во второй теореме фиксированы не только pi, . . . 
. . . , pm> но и р. Фактически достаточно было фиксировать 
рь . . . , р т и ограничение р на подгруппу SL(n, R){subset}GL+(rt, R) . 
Теорема конечности остается при этом справедливой, а пред­
ставление р восстанавливается по его ограничению на SL(n, R ) 
и по степени многочлена PL. 

§ 5. ДЕЙСТВИЕ ГРУППЫ S(m+1) HA m-ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЯХ 

Будем обозначать через р* представление группы QL+(n, R)» 
дуальное к представлению р, через Д-одномерное представ­
ление, действующее по формуле g.-.-detg"1, и через р - п р е д -
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в произведении U X • •. X Um+i экземпляров области U. Из 
локальности F вытекает, что носитель этой обобщенной функ­
ции принадлежит диагональному подмножеству BUX-.-XL^-
Теперь, используя теорему об общем виде обобщенной функции 
с носителем на подмногообразии, мы приходим к записи нашего 
функционала в виде 

E ( / b . • . , /» ! ) -= \ с/1.../от+1И(^/1®- • . ^ W m + 1 ) d * , 
U 

где cfl.,.r .(л-) —непрерывные функции в (7 со значениями в 
Hom(VPl®...®l/pm+1,C). 

Далее, инвариантность функционала F относительно парал­
лельных переносов влечет постоянство всех функций 
С/, / (X). 

Отождествим теперь Hom^Vp,®.. .<8>Vpm t, С) с Hom(Vp,®... 
. . . ®VD , V~ ) и положим 

L(fu...,fm) = {-~d)r^oCri..jm^{di<®...®d'nb). (29) 
Мы можем рассматривать (29) как запись в локальной систе­

ме координат некоторого дифференциального оператора L типа 
(Pl>. • •> Р/и- P/iM-l)' 

По самому построению оператор L обладает свойством J5,---. 
•=FL. Остается проверить корректность определения L (т. е. 
независимость от выбора локальной карты) и его инвариант­
ность. Оба этих утверждения вытекают из ТОГО, ЧТО тензорное 
поле L(fi fm) однозначно определяется величинами 
<L(/b ••• > /m+i>-F(/i,. >., /m+i). где fm+i пробегает все 
финитные тензорные поля типа pm+i- Теорема доказана. 

Следствием этой теоремы является наличие действия груп­
пы перестановок S(/7i-|-l) на множестве т-линейных операций. 
В самом деле, группа 5(те+1) естественно действует на мно­
жестве (т +-1)-линейных инвариантных локальных функциона­
лов. A именно, перестановка aeS (т-\-1) переводит функцио­
нал F типа (рь. ..,рт+1) в функционал oE ( / , , . . . , / т + 1) — 
= E (fa(i),- • •»/о(я--И)) типа (pff-i(i),. . . , ро-*(/л+1))-

На языке инвариантных операций это означает, что по каж­
дой m-линейной операции L типа (рь . . . , р т ; Р) и элементу 
crG.S(m+l) можно построить новую m-линейную операцию <yL. 
Б случае, когда cr(m+l) -rn-f l , операция oL получается из L 
перестановкой аргументов. Если же а переставляет, например, 
т и т + 1 , то aL имеет тип (рь . . . , рто_ь р; р т ) . 

При т = 1 мы получаем действие группы S(2) на унарных 
операциях. Нетрудно проверить, что нетривиальный элемент этой 
группы переводит, операцию dh: Qft(.M){to}{Omega}''+1(M) в операцию 
dn_ft_i: Qn-h-i(M)~*-Qn-'h(M). Для rn> 1 учет действия 5 ( т + 1 ) 
приводит к заметному упрощению в конструкции и классифика­
ции инвариантных операций; 
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Пусть теперь k + Z < r a + i . Покажем, что в этом; случае 
операция существует при m=>k + l—l, ц-=х+-^. Для этого 
также фиксируем элемент объема у и будем записывать поле 
типа Лйт®Ди в виде а-в*, где а--А-векторное- поле. Введем 
вспомогательную операцию б0, переводящую .%-векторное поле 
EiA-.-Лб* в (k—1)-векторное поде 6 0(£iA. . • АЫ — 

= 2 ( ~ 1 ) 5 + 1 ( 1 1 У ^ " ^ Л . . . 1 - . . . Л ^ . Операция 6„, как и обычная 
-Г---1 

дивергенция, зависит от выбора формы объема -У. В. явном виде 
эта зависимость выглядит так: 

•V (а)—ф \ (а)+dcp [_ а, (32) 
где произведение I-формы dq> на k-вектор а определяется фор­
мулой 

k 

d 9 L ( S 1 A . . . A b ) = 2 ( - i r i - l - q ' - E 1 A . . . i - . . . A b . (33) 

Будем искать инвариантную операцию в. форме 

-=[с1бг,(а)л6+с2аЛбЛ-,) + с3бгр(аА&)1-^. (34) 
Из (32) и (33) вытекает, что условием корректности и инва­
риантности L являются равенства 

(х —1)Ci + (x + a.—• 1)с3 — 0, (Л—1)с2 + (х+Я)— 1)с 3 =0 . (35) 
Условия (31) и (35), как правило, определяют константы 

(а стало быть, и искомую операцию) с точностью до постоян» 
ного множителя. Исключением является случай п—!к=1. В этом 
случае существуют две независимые операции исследуемого 
типа (см. ниже класс V). 

Отметим, что среди операций класса II содержится так на* 
зываемый антисимметричный конкомитант Схоутена (случай 
к=?.---О, £+Z<n+l) . Эта операция определена на поливектор-» 
ных полях и задает в пространстве таких полей структуру су* 
пералгебры Ли (см. ниже § 7). 

Действие группы 5(3) на операцию класса II приводит к 
операции того же класса (но, вообще говоря, другого типа). 

Класс I Л. Представителем этого класса является так на­
зываемый «симметричный конкомитант Схоутена», имеющий 
тип (54, S'x; Sh+l~H), где Sft означает £-ую симметрическую 
степень. Для определения этой операции заметим, что поля ти-< 
па SH на М можно рассматривать как гладкие функции на 
пространстве кокасателы-юго расслоения Т*М, которые на каж­
дом слое ТХ*М являются однородными многочленами степени k. 
Многообразие Т*М имеет естественную симплектическую ст.рук* 
туру. Поэтому в пространстве Coe(f*M) определена скобка 
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Пуассона. Ясно, что скобка Пуассона двух функций на Т*М, 
полиномиальных на каждом слое, также полиномиальна на 
слоях. Это и есть искомая операция. 

С помощью группы 5(3) из этой операции получается опе­
рация типа (54, 5"Г*®.Д; .S'_ft+1t*®A), которая, по-видимому, 
до сих пор не рассматривалась (за исключением случая fe=l, 
когда она сводится к операции Ли, или k = l, когда возникает 
глагранжев конкомитант Схоутена). 

К л а с с 1V. Операцию этого класса открыл Нейенхейс око­
ло 20 лет назад. Скобка Нейенхейса имеет тип (%®Akx*, t ® 
<8>Л-т*; n®Ak+h*), где k и / — натуральные числа, сумма кото­
рых не превосходит п. 

Эта операция возникает при рассмотрении дифференциро­
ваний внешней алгебры Q(M), рассматриваемой как коммута­
тивная дифференциальная супералгебра. Более подробно, 
дифференцированием степени k>0 называется линейный не­
прерывный (в С^-топологии) оператор D в Q(M), обладающий 
свойствами: 

1) D(Ql(M))c=№+t{M), 
2) D(coiA.--2) = Dco1A(B2 + (--)/'(ieEtlh--iAL)u-2, 
3) D (do) = (-l)ftd(Deo). 
Из 2) и 3) видно, что оператор D полностью определяется 

своим ограничением на {Omega}0 (M) — С°° (М). Далее из I) следует, 
что D отображает С™ (М) в Qk(M), а из 2), примененного 
к случаю (j-i, co26Q0(M), что это отображение локально имеет 
вид 
! - ' : . . Df = <D'-<?a/,:(B'»eQ*(-w). - < a < n . (36) 
Таким образом, имеется однозначное соответствие между диф­
ференцированиями степени к и тензорными ПОЛЯМИ типа T<g>A*t*: 
оператору D, задаваемому формулой (36), соответствует поле 
да®аа. 

Хорошо известно, что дифференцирования градуированной 
супералгебры сами образуют супералгебру относительно опе­
рации 

ID1,D2]—E) l0D2 — (-l)degI,1 'deg^E)2"L'1. (37) 
Это и есть скобка Нейенхейса. При &=0 или i = 0 она сводится 
к операции Ли. Простейшая новая операция возникает при 
'k = l=\. В этом случае рассматриваемые тензорные поля име­
ют тип t®T*, т. е. являются полями операторов в касательном 
пространстве. Результат применения скобки Нейенхейса имеет 
тип т®А2т*. Поле этого типа можно рассматривать как поле 
билинейных кососимметричцых операторов в касательном про­
странстве. Операция симметрична по своим аргументам (при 
degD1 = degD2= 1 правая часть в (37) превращается в D.oDs + 
+I).-°Di). Поэтому она однозначно восстанавливается по COOT-
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ветствующей ей унарной квадратичной операции. Последняя, 
допускает явное выражение. Если поле операторов обозначить 
A, то поле С=][А,А] билинейных кососимметричных операто­
ров задается формулой 

С(1, ц) = \А1, Аг\\-А\1,Ат\\-А[Л1, ч] + А2[Е. Л], (38) 

где [ , ] означает обычный коммутатор векторных полей. 
Мы ' предоставляем читателю убедиться, что выражение в 
правой части (38) ,билинейно по | и г\ не только над С, но и 
над С00 (ЛГ) 1 

Координатное выражение доля С через А имеет вид: 

C)k - A'jdt Aln - Aid^j + A\ (dkAl,- djA{). (39) 

Операция Нейенхейса имеет дело с тензорными полями 
приводимого типа: т®ЛЧ* является суммой Ah~h* .и еще од­
ного неприводимого представления. Поэтому она распадается 
на восемь операций неприводимого типа (часть из которых 
могут сказаться нулевыми). : 

Полный анализ этой ситуации, насколько известно автору, 
не проведен, Возможно, здесь окажется полезным переход к 
«двойственной» операции с помощью действия S(3). Эта опе­
рация имеет тип (т®Лтт*; т*®ЛЧ*, %*®Ah+m~t*) и, по-види­
мому, выражается через свертки и внешнее дифференцирова­
ние. 

К л а с с V. Этот класс содержит операции, сводящиеся к 
внешнему умножению и внешнему дифференцир'ов'аншо. Такие 
операции определены, когда одно из представлений р., р2, ли­
бо одна из неприводимых компонент произведения pi® рг имеет 
вид ЛЧ*. Группа S (3) сохраняет множество таких операций, 
поскольку (ЛЧ*) ~ -=ЛП"Ч*. 

Теперь мы в состоянии сформулировать ОСНОВНОЙ резуль­
тат этого параграфа. 

Т е о р е м а 5 (П. Я. Грозман [9]). Все билинейные инва­
риантные операции дифференциального порядка 1 исчерпы­
ваются описанными выше пятью классами операций. Операции 
дифференциального порядка 2 и 3 являются суперпозициями 
операций порядка 1 (за исключением одной особой операций 
при n = l — с м . § 3). Операций порядка выше 3 не существует. 

ЭТОТ результат подсказывает следующую постановку зада­
чи: описать все инвариантные полилинейные операции, кото­
рые являются «примитивными» в том смысле, что они не сво­
дятся к суперпозициям операций меньшей арности или мень­
шего дифференциального порядка. В такой постановке задача. 
не решена даже для п=\. 

По-видимому, множество примитивных операций довольно 
велико. Например, я предполагаю, что следующая серия one-

21. 

\ 



раций на прямой примитивна: 
т{т+\) 

{dx) 2 

/ l • • • Jm 
Lm{fidx /mdJc) = det 

от = 2, 3 , . . . (40) 

§ 7. ИНВАРИАНТНЫЕ ОПЕРАЦИИ НА СУПЕРМНОГООБРАЗИЯХ 

Задача классификации инвариантных операций над геомет­
рическими объектами может быть сформулирована для оу-
пермногообразий (см. [2, 14, 33]) точно так же, как и для 
обычных -многообразий. Решение этой задачи хотя бы в той 
мере, в какой оно известно в случае обычных многообразий, 
было бы весьма полезно для построения анализа на супермно­
гообразиях. 

Приведем один пример. В классическом анализе ненулевое 
векторное поле § на многообразии локально приводится к ви­
ду di — д/дх1. На супермногообразии (для нечетного поля) это 
не так, -ввиду наличия инвариантной квадратичной операции 
•*>-+• [Е> £]• Поэтому классификация векторных полей (а, стало 
быть, н систем обыкновенных дифференциальных уравнений) 
на супер многообразии сложнее и интереснее, чем в обычном 
анализе (см. [23]). 

Пока на супермногообразиях известны (см. [3]) лишь 
унарные операции над линейными объектами дифференци­
ального порядка 1. Такие объекты мы будем называть тензор­
ными полями по аналогии с классичеокой ситуацией. Следует 
заметить, что эта аналогия неполная, как мы увидим ниже. 

Пусть D — суперобласть размерности (p, q) с координа­
тами Х\, . . . , хп, n=-p+-q, из которых первые р координат — 
четные (они являются вещественными числами), а последние 
q координат — нечетные (они являются образующими элемен­
тами некоторой вспомогательной граесмановой алгебры). 
Иногда мы будем писать и1,..., ы-° вместо х1 х? и I 1 , . . . 
. . , , |« вместо х-5"1"1,..., ХР+1. Координаты « , . . . , и? задают 
проекцию суперобласти D на обычную область D{subset}R->. 

Касательное пространство V к суперобласти D порождает 
ся символами dt = d/dxl, а кокасательное пространство V*— 
символами dx1, 1 < i < r e . Это 22-градуированные линейные про­
странства размерности (q, p). (Мы полагаем degdj — degdx ' — 
= (degx--|-1)mod2). Роль группы GL+(n, R), действующей в 
касательном и кокасательном пространствах к обычному n-мер-
ному многообразию, теперь играет супергруппа GL+(p ,#,R). 
Мы будем, в основном, иметь дело с соответствующей супер-
алгеброй Ли at(p, q, R). Элементы этой супералгебры записы-
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(АВ\ ! 
вай'тся в виде блочных матриц X = L , n I \'c однородными 

/-.А 0\ /О В \ 
компонентами -^Q—\л г-,) и X-^lrnr а 011еР'-1Ц.ий коммути­
рования для однородных элементов задается формулой 

[X, Г] -=XY-- ( - l^g^fi-'YX. (41) 
Действие супералгебры Ли gt(p, q, R) на (градуированной) 

тензорной алгебре Т (V)®T (К*) не является вполне приводи­
мым. Так, например, в случае p = q— 1, четырехмерное про­
странство КфУ* обладает следующей структурой инвариант­
ных подпространств: 

O^W^W^^WzCzW^V^V*. ( 42 

Если в качестве базиса в V®V* выбрать мономы dt0dx}\ 
i,j= 1,2, и положить •z.y1 = d1®dx1 + (32(g)dx-, чю2 = д2®с1х1, 
*w[ = dx®dx2, то IF- == < -и»! > , №2 = < <шъ тг>2 > , W"2= ( 'Щ, <w'2 ) , 
W3=- ( Wi, tw2, w2 ) . Таким образом, в отличие от классичес­
кого разложения V<g)V*«atVr«-g(4/@R, мы имеем полуприво­
димое представление с четырьмя неприводимыми подфактора-
ми: Wu Wi/Wu W'3/Wu WAlW* 

Таким образом, на супермногообразии не всякое тензорное 
поле является прямой суммой полей неприводимого типа. 

Среди тензорных полей на супермногообразии можно выде­
лить дифференциальные формы степени т. Соответствующе 
•представление рт супералгебры аЦр, •?> R) действует в т-
•симметрической степени SnV* пространства V* (симметрич 
ность понимается здесь в смысле градуированных алгебр; ка. 

т 
линейное пространство, SmV* изоморфно ® Л'-К*®5'п~'г1-/

0, где 
Л и S означают обычную, внешнюю и Симметрическую сте­
пень). 

Координатная запись дифференциальной формы степени т 
имеет вид: 

-=-^..v,.,.-to!'A{cdot} ..Adui*-(diT1-- . д а ч 
где l < i i < . . . <ik<P и k + / » i + . . . + тд = т. 

На пространствах 2m(D) дифференциальных форм степени 
т. определена инвариантная операция 

d:2'»(D){to}Q'"+1(lD). 

Она однозначно характеризуется свойствами: 
а) d(©1.cD2) — dto1.ffl2 + (----l)'le-(0,cu1.dfl)2; 
б) df^dj-dx1 для /e20(D)=-O(D). 
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На суперобласти D есть дифференциальные формы всех 
разномерностей и тем самым отсутствует понятие формы стар­
шей размерности. Роль формы объема играет здесь специаль­
ный геометрический объект, соответствующий одномерному 
представлению А группы GL+(p, q, R)—аналогу определителя 
(см. ,[1, 17]). Возникающее при этом представление суперал-
гебры Ли gl(p, q, R) —это так называемый суперслед, вы­
числяемый по формуле 

strX=trA—-trD, если Х = 

В отличие от классической ситуации, пространство пред­
ставления А не вкладывается в тензорную алгебру r(V) ® 
®T(V*), Возможна лишь реализация его в виде подфактора 
(Для случая р — 1, q=\ — это подфактор W2/Wi.) 

., Конструкция § 5 полностью переносится на супермного-
образия. Заметим, однако, что представление рт = р*т®^. не реа­
лизуется в виде подпредставления в Т (V)®T (V*). В частнос­
ти, рт не изоморфно ни одному из представителей pk. Соот­
ветствующие представлению р,„ геометрические объекты 
получили название интегральных форм степени р — т. Прост­
ранство таких форм обозначается Ьр.тф). Элементы прост­
ранства Sp(D) играют роль форм объема: для них определен 
интеграл по суперобласти D, инвариантный относительно за­
мены переменных. 

В соответствии с общей схемой § 5 операция dm типа 
(рт, Pm+i) переходит под действием нетривиального элемента 
группы S (2) в операцию d„, типа (p„.+i, pm). 

Основной результат работы [3] состоит в том, что имеет 
место точная последовательность 

Qo (D$2- (D)i. . . ̂ i f i« (D)—+... 
и последовательность 

^4-,-i(D)----4-i(D)4(D). 
точная во всех членах, кроме E0(D), 

При p — 0 (т. е., когда обычные координаты отсутствуют) 
эти две последовательности объединяются в одну: 

. . . ->2_. (D)^E0 (D)Xs0 (D$2- (D)~J 
где знаком / обозначена самодвойственная операция, которая 
форме объема aGI]o(D) ставит в соответствие постоянную 
функцию на D, равную интегралу от а. 

Справедлива! 

А В 
CD 
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Теорема 6 (И. Н. Бернштейн, Д. A. Лейтес [27].) Все. 
инвариантные унарные операции над тензорными полями не­
приводимого типа на супермногообразии размерности (р, -7} 
исчерпываются умножением на число, операциями dm и dm, 
списанными выше и, в случае p==0, операцией S. 

§ 8. ВОЗМОЖНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ И НЕРЕШЕННЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Задача классификации инвариантных операций над гео­
метрическими объектами на многообразиях зависит от не­
скольких целочисленных параметров: 

п — размерность многообразия, 
т — «арность» операции (т. е. число ее аргументов), 
к — порядок 'рассматриваемых геометрических объектов, 
/ — дифференциальный порядок операции (по совокупности 

переменных). 
Трудность задачи заметно возрастает с увеличением каж­

дого из этих параметров. Отметим, что последние три пара­
метра тесно связаны между собой. 

В самом деле, т-арную операцию типа (у-, . . . , ут; у) мож­
но рассматривать как (т.—-г^-арную операцию ТИПЕ 
(VI- • • •> Ут-t', Y). где у—новый геометрический объект —диффе­
ренциальный оператор типа (ут..ии •••,ym;y). Дифференциаль­
ный порядок объекта у равен k-\~l, где k — порядок объек­
тов уь а /—порядок дифференциального оператора. 

Далее, наряду с каждым объектом ср порядка k, можно 
рассматривать s-струю этого объекта. Этот новый объект, ко­
торый мы обозначим ср1*1, имеет порядок k-\-s. Всякий диффе­
ренциальный оператор порядка /, действующий на поле 
объекта ср, можно рассматривать как оператор порядка l — s, 
действующий на поле объекта срм. 

Эти рассуждения показывают, что мы всегда можем умень­
шить параметры т и / (вплоть до т—\ и /=-0) за счет увели­
чения параметра к. Однако в приложениях важны как раз 
результаты, относящиеся к малым значениям к. 

Полученные к настоящему времени результаты позволяют 
высказать следующую гипотезу: порядок I инвариантной диф­
ференциальной операции ограничен сверху при фиксирован­
ных т, и и к. В частности, при /г = /г— 1 вероятной границей 
для I является число т tm. )• (ср. § 3). 

2. С инвариантными операциями связаны различные алгеб­
раические структуры в пространствах полей геометрических 
объектов. Некоторые из них давно известны и хорошо изуче­
ны, как, например, алгебра Ли Vect M векторных полей на 
многообразии М или дифференциальная алгебра внешних 
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форм Q(M). Одной из очень интересных и еще сравнительно 
мало изученных структур является структура супералгебры 
Ли в пространстве Т(М) поливекторных полей на М. Эта 
структура задается билинейной операцией класса II из § 6. 
Приведем два явных выражения для нее (см. [11]). Если 

- ? - = Ь Л . . . Л 5ik, 5 / =тцЛ. . .Л11ь где ii , tixeVect .Й, то 

[X, П = 2 <- - ) , + у Ki. ^l/lA-liA.. .If. • {cdot}nV.-A%= 

= ( - i ) * d ( X A Y ) - ( - i ) f t s ( X ) A Y + X A a ( r ) . 
3. Описание инвариантных операций интересно не только 

для группы G = Diff М, но и для. различных ее подгрупп. Среди 
них наиболее важны три бесконечномерные группы картанов-
•гкого типа: симплектическая группа #-=Diff(M, ©), контакт­
ная группа K~Diff(M, а) и унимодулярная группа S = 
~Diif(M, и). Отметим, что само определение этих групп мо­
жет быть дано в терминах инвариантных операций. Так, груп­
па Diff(M, со) может быть определена как подгруппа Diff M, 
сохраняющая скобку Пуассона, соответствующую форме со, а 
группа Diff(M, о )—как подгруппа, сохраняющая оператор 
дивергенции, соответствующий форме объема v. 

Известно, что все унарные операции, инвариантные относи­
тельно группы Diff(Af, со), порождаются внешним дифферен­
цированием, умножением на базисную форму со ил« обратный' 
к ней бивектор с и операцией свертки по одному верхнему и 
одному нижнему индексу. Верно ли аналогичное утверждение 
для других подгрупп и других типов операций'? 

• 4. Ряд интересных задач 'возникает при исследовании ал­
гебраических соотношений между самими инвариантными опе­
рациями. В качестве примера рассмотрим унарные операции в 
пространстве £1(М) дифференциальных форм на симплектиче-
ском многообразии M с базисной 2-формой со. Операции диф­
ференциального порядка 0 порождаются внешним умножени­
ем на со и сверткой с бивектором с = со-1. (Мы рассматриваем 
'oo(x) как оператор из .касательного пространства ТХМ в кока-
сательное пространство ТХ*М. Тогда со-1 (x) Имеет смысл и 
-отождествляется с бивектором c(x)QTxM/\ТХМ). Следуя A. Вей-
лю, [5] и С. Черну [22], обозначим первый оператор L, 'а вто­
рой А. Положим также 9 = 1 [ 1 , А ] . Тогда б сводится к умноже­
нию на р—-g-dimM в QP(M). Тройка операторов L,A , 8 порож­
дает стандартную трехчленную алгебру Ли с соотношениями 

[Q,L] = 2L, [ 0 , A ] = - 2 A , [L,A]-=0. 

(В работах [5] и ,[22] рассматривались только кэлеровы мно­
гообразия и оператор Л определялся как сопряженный к Л. 
На самом деле, оба оператора можно определить на любом 
•симплектическом многообразии—-см. '[26].) 
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Среди операций дифференциального порядка 1 'есть обыч­
ный внешний дифференциал d и 'Оператор -б —{Л, d]. Имеют 
место соотношения 

[L,dl = lA,61=-0, [9,dl = [L,6]-=d, [6,6]== - б , 
показывающие, что в пространстве, натянутом на d и 6, реали­
зуется двумерное представление трехчленной алгебры. 

Операторы d и 6 связаны соотношениями (см. [36]): 
<f=6-=-(d+6)- = 0. 

Это значит, что пятерка операторов L, А, 6, d, 5 образует су­
пералгебру с четной частью go—si (2, R) я суперкоммутатив-
ной нечетной частью g1. Исследование соотношений между 
унарными инвариантными операциями -на симплектическом 
супермногообразии недавно проведено Г. С. Шмелевым [25]. 

5, Перечисленные выше вопросы относятся к исследованию 
самих инвариантных операций. Однако наиболее интересными 
с «прикладной» ТОЧКИ зрения являются применения инвари­
антных операций для постановки и решения задач из других 
•областей математики и ее приложений. 

Помимо хорошо известных и уже зарекомендовавших себя 
•операций внешнего дифференцирования, коммутатора 'вектор­
ных полей и скобки Пуассона, такие 'применения нашла скобка 
Нейенхейса (см. [6, 31, 32, 38]) и коммутатор поливекторных 
полей (см. [11]). Нет сомнения, что и остальные операции 
найдут свое место в приложениях. 
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