
А. Ф. Галимяноь 

ОБ ОДНОЙ МОДИФИКАЦИИ МЕТОДА МЕХАНИЧЕСКИХ 
КВАДРАТУР ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим полное сингулярное интегральное уравнение 
с ядром Кош и 

Kx»<U«««+iJ»g^-fCt)ft€»f- (О. 1 ) 

где a ( t ) , f ( t ) € Н|&9 £ ( t , *C) € НоСр. ~ известные 
функции, % - единичная окружность с центром в начале к о ­
ординат, Х(х) - искомая функция. Будем считать, что 
уравнение (О. 1 ) нормально разрешимо £l~] . Как обычно, че ­
рез Н ь обозначим множество непрерывных 2% -периоди -• 
ческих функций, удовлетворяющих условию Гельдера с показа -
телем р ( 0 < М 1 ) • Полагая IIXllp-M(X) + H(X,p) ( Х € Н р ) , 
г д е 

M(x)«mailx(t)l, Н(х,р)= Sup | х ^ , Ь 5 ( |Е а ) | 

множество Нр превращаем в В - пространство. Через 
He fu, ( H ^ e t — H ^ ) обозначаем множество 2% п е р и о д и ч е с ­
ких по обеим переменным функций r tCt ,T) » удовлетворяю -
щих условию Гельдера по совокупности переменных C t / C / с 
показателями соответственно Ot и LL 

Приближенные методы решения этого уравнения достаточ­
но хорошо разработаны. Подробный анализ полученных в этом 
направлении результатов имеется в специальных обзорных ра ­
ботах В. В. Иванова £ 2 ^ и Б . Г.Габдулхаева £ з ] . Ниже пред­
лагается некоторая модификация известного (см. напр. , Г 4 , 6 , 
8 J ) метода механических квадратур (м. м. к. ) для указан -
ного уравнения и предлагается ее теоретическое обоснование с 
помощью ряда результатов общей теории приближенных методов 
и теории функций. 

На окружности У введем две системы узлов: 

\к= eip(lSK), SK - 2кЯ/(2а+1)+со/С2п+1),к=О^Н. (о. 2) 

*tj =exp(top,tj=2j3t/(2n+0,j-63H , (о.з) 
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где СО - действительное число 0 $ ( О * % . Варьируя (А) 
по аналогии с вычислительной схемой, рассматриваемой ниже, 
можно получить различные схемы м. м. к. Следует отметить , 
что при С0 в 0 такая схема предложена и исследована в рабо -
тах Г4» &2 • Результаты указанных работ существенно ис­
пользуются при обосновании вычислительной схемы ( 1 . 1 ) -
(2 . 1 ) . Попытке обоснования данного метода была предприня-
ia в- '£э] , но эга работа, как доказано в [10J , является 
ошибочной. 

§ 1. Метод коллокаций 

Схема метода. Приближенное решение уравнения (О. 1) 
ищется в виде 

x«(i)=2I0t^tK» * = e' \ (1 -1-} 
He-fl 

где неизвестные коэффициенты \0Ск}Кщ.л находятся из системы 
линейных алгебраических уравнений, записываемых в оператор­
ном виде следующим образом: 

где Pri,(0 ~ оператор, который любой непрерывной 2% -
периодической функции ставит в соответствие ее интерполяци -
онный полином по узлам (О. 2 ) . 

Обоснование метода. Верна следующая 
Теорема 1. Пусть 0 < р ) < ^ < ^ < 1 .Тогда при ус­

ловиях, указанных выше, уравнение ( 1 . 2 ) имеет единствен­
ное решение^начиная с некоторого IX > По • Приближенные 
решения ( 1 . 1 ) сходятся к точному решению X ft) уравне­
ния (О. 1) в пространстве Н А С быстротой 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим o ( t ) s 9 ( t , t ) , 

ПлТ/W — 2 ' % — +—*— * Tui д а уравнение (О. 1) преоб­
разуется к виду: 

6(t)i . . 
~" ~ Д 1 . з ) K x s a ( t ) K t ) + ^ J ^ + ĵ;̂ h(t,T)aec)dT=fct). 
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Как и в L4 J , каждой функции X(t)6r jp> поставим в соот -
ветствие функции X (1 )и X~(Z) , аналитические соответствен­
но внутри и вне у и связанные с X ( t ) формулами Племеля-
Сохоцкого ПЛ . # . * _ . . 

+ - _ +4. ~ - Q * [ XCDdft 
X ~ X — X , X • X — о Х ^гj, j Т~"1г 

Поскольку функция (а-б)/(а+б) представима в виде 

г 
то уравнение ( 1 . 3 ) запишется в виде 

Kx-Gx+Tx-f (t^th'I'X-OxTtH^Jh^JxWA^t), (i. 4) 
гае Sx*^-(ttx+m-tJ'+COxtt),g(t)«r«)ftt)/(a(t)+&(t)), 
Tx- ^ Sh(t,T)xft)dx, № = ̂ -(Х)/(аЩ+Ьа)). 

0 
Введем (2П+0 -мерное пространство полиномов Лц"' 

с той же нормой, что и выше. Уравнение ( 1 . 2) 

оведем 

перепишем в виде 
KaInsPn,WB»Xn+TxJ 

Известно Q 4 ] , что 16 |Х П - Pn.» GrXn II * С / 
Далее, Ш п ~ Рп,»Тх«||вM(Txn~ P»,ttTx„)+ 

Р 
KnnllxJAr^vV 
Н(Тх,-Р„Дхй,|ъ) . 

MCT^-P^T^^CjI+IP^IwCTx.i) > 
где (д)(2,0) - модуль непрерывности. 
Используя лемму из стр. 1 2 1 [ l l ] и результаты [ [б ] . , на­
ходим, что о II II 

Применяя лемму 3 из главы 3 L12J , находим: 

Н(Т1П-Р„.Л.|Ь)<5ТРТ< 
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11Кх л -К л х„1к(^ + ^ ) l l x j =<ь l lxj l , х л € XR 
и отсюда, по теореме 7 из главы 1 ц12] получаем, что при 
PnstyllK~ и приближенное уравнение ( 1 . 2 ) имеет един -
ственное решение X? и справедлива оценка И 

\ - \ 
Теорема доказана 

*-*Я<Щ, [Il3-»J+Pj9ll]=0(fe). fc-P„». 

§ 2. Метод механических квадратур 

Схема метода. Приближенное решение уравнения (О. 1) 
ищется в виде ( 1 . 2) . Коэффициенты{(^{^-определяются из 
системы линейных алгебраических уравнений 

п 

aCte)xn(te)+2HTTZL 8Cte ,V T ^ ( VAer W > е в Г М > ( 2 - 1 ) 
4«-п 

«Г1 S 2П+1 S l " 2П+1 / S i n 2П+1 ' 

a {teh*-a h % - Узлы (°- 3 ) -
Пусть Pn 0 - проекционный оператор, который любой 

непрерывной 2% -периодической функции ставит в соответствие 
ее интерполяционный полином по узлам (О. 3) . Тогда система 
(2. 1) запишется в эквивалентном операторном виде: 

^A^Ja**+sOMK,»t, (2 2) 

х 
Обоснование м^оаа. Воспользуемся теоремой об устой­

чивости прямых мз.сдов (теорема 11 главы 1 L12J ). 
Имеем 

«IP„,JIBS(PnJCOT)-9i:)3tJ,S„eXn . <2'3' 
Тсгца, обозначив A ( t , t ) ' » P n J ( ^ T ) - ^ - T из [ 7 ] , 

получим 

||5(Axn)|N(CikM(A)+CsH(Ai;,(b)+CeH(At,S))l|xn||>xn€Xn, 
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где 0 < | b < | U U $ < O C < 1 . Здесь Н(А%Э|Ь) и H(A t , 6 ) 

постоянные Гельдера по соответствующим переменным. Нетруд-
по показать справедливость оценки 

M(A)-M(Pn :0(9T)-i-T)<^ • (2.4) 
Теперь, используя результаты [[б^находим 

Н(Ат,р)<-~|^ • (2.5) 
Вычислим, далее, H(At,8) . Повторяя рассуждения [^oj,по­
лучаем 

H(At,5)=supl^! ; AP<9)-P(9(t+At,T))"P(9(t,T)); 
где P(g)*g(t, ,X>-T- Pa,o(l(tp)UB силу аддитивности Р име­
ем Д'РС9)-Р(Д9) ; A 9 » 9 ( t + A t t - c ) - 8 ( t , T ) . 
Известно L1J , что существует функция трех переменных 
9*(t ,At,T) такая, что 
Поэтому из результатов [~5j находим: 

Н<М)-1Р<&*-х)1«^г • (2.6) 
Продолжая неравенство ( 2 . 3 ) , из (2 . 4 ) - (2 . 6) получаем 
оценку 

Используя теорему 11 главы 1 JJL2J и теорему 1 окончатель-

но находим |,х^х*и<Садеп2а(п^+^-^+ав-*). 
Пусть Л)» Ш1п(Н'|И'-(Ьэ А - 5 } . где д выбирается 

из условия максимальности ^ , но так, чтобы Ц, € $ < ot. 
Таким образом, доказана следующая 

Теорема 2 . При условиях, указанных выше, система 
(2 . 1) однозначно разрешима, начиная с некоторого IX > ГЦ , 
и приближенные решения, полученные по формуле ( 1 . 1 ) , коэф>-
фициенты у которых найдены по системе (2 . 1 ) , сходятся к 
точному решению 3C*(t) уравнения (О. 1) со скоростью 

!**-хУ-0(-*г). 
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