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МАТЕМАТИКА

УДК 517.977.8

c© Ю.В. Авербух

ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ РАВНОВЕСИЯ ПО НЭШУ
В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЕ МНОГИХ ЛИЦ1

Для дифференциальной игры многих лиц найдены условия того, что заданное многозначное отобра-
жение в каждой точке есть множество выигрышей в ситуациях равновесия по Нэшу. Данное усло-
вие выписано в инфинитезимальной форме. Также найдены достаточные условия, при которых набор
непрерывных функций обеспечивает равновесие по Нэшу. Данное условие обобщает метод, основанный
на системе уравнений типа Гамильтона–Якоби.

Ключевые слова: равновесие по Нэшу, дифференциальные игры, обобщенные производные.

Введение

Настоящая работа посвящена исследованию множества выигрышей в ситуациях равновесия
по Нэшу в неантагонистической дифференциальной игре многих лиц. Эта задача рассматрива-
ется в свете методов, разработанных для исследования антагонистических дифференциальных
игр в работах Н.Н. Красовского, А.И. Субботина [1, 2] и их учеников.

Как показано в работах [3, 4], в этом случае равновесие по Нэшу существует в классе сов-
местных смешанных стратегий с координационным центром. Движение при этом формируется
следующим образом: игроки, совместно выбрав некоторое базовое движение, его реализуют;
если один из игроков отклоняется от этого движения, то координационный центр об этом
информирует остальных игроков. Доказательство существования равновесной по Нэшу сов-
местной смешанной стратегии ведется при помощи «стратегий наказания». С использованием
этой техники также дается характеризация множества выигрышей в ситуациях равновесия по
Нэшу [3, 5].

В настоящей работе найдены условия, использующие аппарат негладкого анализа, при ко-
торых заданное многозначное отображение является множеством значений игры по Нэшу (то
есть множеством выигрышей в ситуациях равновесия по Нэшу). Также получены условия, при
которых значения непрерывной функции позиции со значения в R

m (m — количество игроков)
являются некоторыми значениями игры по Нэшу. Показано, что эти условия обобщают метод
систем уравнений типа Гамильтона–Якоби, в частности, описанный в [6].

§ 1. Определения и обозначения

Мы рассматриваем управляемую систему

ẋ = f(t, x, u1, . . . , um), t ∈ [t0, ϑ0], x ∈ R
n, ui ∈ Pi, i = 1,m. (1.1)

Мы считаем, что ui — управление i-го игрока. Цель i-го игрока — максимизировать терми-
нальный выигрыш σi(x(ϑ0)). Мы предполагаем, что множества Pi — конечномерные компакты,
f непрерывна, локально липшицева по x и удовлетворяет по x условию подлинейного роста.

Мы будем использовать совместные смешанные стратегии и определение равновесия по Нэ-
шу для этого случая, данное в [3]. Предполагается наличие некоторого координирующего цен-
тра, который контролирует совместное исполнение решения игроками и в случае отклонения

1Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ для молодых ученых (проект МК-7320.2010.1),
РФФИ (грант №09-01-00436-а) и программы Президиума РАН “Математическая теория управления”.
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одного из них от совместного решения информирует об этом остальных. Функции, формируе-
мые этим центром, имеют вид

α[t] =

{
0, t ∈ [t0, θ),
i, t ∈ [θ, ϑ0],

где i — некоторое целое число от 1 до m.
Обозначим множество таких функций через A.
Кроме этого, введем следующие обозначения:

P ,
∏

i=1,m

Pi, Qj ,
∏

i=1,m,i6=j

Pi.

Также мы будем использовать обобщенные управления — мерозначные функции. Пусть E —
некоторый конечномерный компакт, B(E) — семейство множеств, измеримых по Борелю, τ —
некоторый момент из [t0, ϑ0]. Будем называть функцию µ : [τ, ϑ0] × B(E) → [0, 1] обобщенным
управлением на [τ, ϑ0], если при каждом t µ(t, ·) есть мера на B(E), а µ(·, ·) слабо измерима, то
есть измерима функция

t 7→

∫

E

ϕ(c)µ(t, dc)

для всех ϕ ∈ C(E). Через R(τ ;E) обозначим множество всех обобщенных управлений на [τ, ϑ0].
Совместной стратегией игроков называется набор функций W =

(u[0](t, x, ε), u[1](t, x, ε), . . . , α[·], u[m](t, x, ε), β(ε)). Здесь (t, x) — позиция, ε — параметр
точности, β(ε) — функция, ограничивающая мелкость разбиения сверху, α — зависящая от
времени функция координирующего центра. Также u[0] принимает значения во множестве P ,
а функции u[j] во множествах Qj .

Пусть выбраны некоторая начальная позиция (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ0]×R
n, стратегия W, параметр

точности ε и разбиение ∆ = {τk}
r
k=0 отрезка [t∗, ϑ0] мелкости, не превышающей β(ε).

Управление игроков формируется следующим образом. Пусть реализовалась некоторая
функция координирующего центра α[·]. Обозначим через θ момент переключения на неко-
торое число j ∈ 1,m. Пусть l — наименьший номер такой, что τ l > θ. Для t ∈ [τk, τk+1) при
k < l управление i-го игрока равно i-й координате функции u[0](τk, xk, ε), при k > l управле-
ние i-го игрока равно соответствующей координате вектор-функции u[j](τk, xk, ε). Здесь xk —
положение системы, реализовавшееся в момент τk.

Далее обозначим функцию α[·], тождественно равную нулю через α0[·].
Поясним характер формирования управления. Пусть j-й игрок отклонился от совместного

движения в момент времени θ. Это означает, что до момента времени θ все игроки совместно
реализовывали стратегию, после этого момента все игроки кроме j-го совместно реализуют
свою стратегию, что позволит им воздействовать на «уклониста». Таким образом, стратегия
W порождает:

(1) совместное движение; это случай, когда никто из игроков не отклоняется от использо-
вания W, обозначим его через x[0][·, t∗, x∗,W, ε,∆];

(2) движение, порожденное индивидуальным управлением i-го игрока ui[·] и совместной
стратегией W; в этом случае стратегию W используют все игроки, кроме i-го; обозначим его
через x[i][·, t∗, x∗,W, ε,∆, ui[·]].

Определим конструктивные движения. Именно, будем говорить, что x[·] есть конструктив-
ное движение, выходящее из позиции (t∗, x∗), если существует последовательность движений
x[0][·, tk,W, εk,∆k] такая, что (tk, xk) → (t∗, x∗), εk → 0 при k → ∞, сходящаяся в смысле траек-
торий к x[·]. Множество всех совместных конструктивных движений, порожденных стратегией
W, обозначим через X [0](t∗, x∗,W). Аналогично определяются и множество всех конструктив-
ных движений в случае, когда i-й игрок уклоняется. Обозначим его через X [i](t∗, x∗,W).

Мы будем использовать следующее определение равновесия по Нэшу [3]. Будем говорить,
что стратегия W равновесна по Нэшу, если выполнено неравенство

max{σi(x[ϑ0]) : x[·] ∈ X [i](t∗, x∗,W)} 6 min{σi(z[ϑ0]) : z[·] ∈ X [0](t∗, x∗,W)}.
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Ясно, что значение вектора выигрышей (σ1(z[ϑ0]), . . . , σm(z[ϑ0])) не зависит от выбора кон-
кретного движения z[·] ∈ X [0](t∗, x∗,W)}.

§ 2. Формулировка основного результата

Рассмотрим следующее многозначное отображение

N : [t0, ϑ0] × R
n → P(Rm).

Оно сопоставляет каждой позиции (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ0] × R
n множество всех выигрышей в ситуа-

циях равновесия по Нэшу. Отображение N есть значение дифференциальной игры по Нэшу.

Из [3, Теорема 6.1] следует, что отображение N непустозначно.

Далее мы будем использовать вместо обобщенных движений решения дифференциального
включения. А именно, рассмотрим дифференциальное включение

ẋ ∈ F(t, x) , co
{
f(t, x, u1, . . . , um) : ui ∈ Pi, i = 1,m

}
. (2.1)

Обозначим множество его решений с начальным условием x(t∗) = x∗ через Sol(t∗, x∗).

Следующее утверждение позволяет описать отображение N .

Предложение 1. Пусть многозначное отображение T : [t0, ϑ0]×R
n → P(Rm) удовлетво-

ряет следующим свойствам:

(N1) T (t, x) ⊂ [ω1(t, x),∞) × . . . × [ωm(t, x),∞) для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n;

(N2) T (ϑ0, x) = {(σ1(x), . . . , σm(x))} для всех x ∈ R;

(N3) для всех (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ0] × R
n, ς ∈ T (t∗, x∗) существует движение z(·) ∈ Sol(t∗, x∗)

такое, что

ς ∈ T (t, z(t)), t ∈ [t∗, ϑ0].

Тогда T (t, x) ⊂ N (t, x) для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n.

Предложение немедленно следует из [3, Теорема 6.3].

Пусть I — произвольное множество индексов. Если многозначные отображения T α :
[t0, ϑ0]×R

n → P(Rm), α ∈ I удовлетворяют условиям (N1)–(N3), то многозначное отображение
T ∗ : [t0, ϑ0] × R

n → P(Rm), определенное по правилу T̃ = ClT , где

T (t, x) ,
[⋃

α∈I

T α(t, x)
]
,

также полунепрерывно сверху по включению, имеет компактные образы и удовлетворяет усло-
виям (N1)–(N3). Здесь Cl — замыкание графика, то есть

[ClT ](t, x) , {ς : ∃{(tk, xk)}∞k=1 ⊂ [t0, ϑ0] × R
n ∃{ςk} ⊂ R

m :

ςk ∈ T (tk, xk), (tk, xk) → (t, x), ςk → ς, k → ∞}.

По определению имеем, что Cl [ClT ] = ClT . Более того, график отображения ClT локально
компактен. Будем говорить, что отображение T полунепрерывно сверху, если ClT = T .

Обозначим через T ◦ объединение всех полунепрерывных сверху многозначных отображе-
ний из [t0, ϑ0]×R

n в множество всех подмножеств R
m, удовлетворяющих условиям (N1)–(N3).

Положим

T ∗ , Cl [T ◦].

Следствие 1. Для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n справедливо равенство T ∗(t, x) = N (t, x).
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Условие (N1) связано с теорией антагонистических дифференциальных игр. Известны [7]
условия, в том числе в инфинитезимальной форме, характеризующие функцию цены в ан-
тагонистической игре. Условие (N2) — краевое условие. Далее мы дадим ряд эквивалентных
формулировок условия (N3), использующих понятие слабой инвариантности и ряд методов
негладкого анализа.

Теорема 1. Пусть T : [t0, ϑ0] × R
n → P(Rm) полунепрерывно сверху по включению. Тогда

условие (N3) эквивалентно тому, что для всех (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ0]×R
n, ς ∈ T (t∗, x∗) существуют

θ > t∗ и y(·) ∈ Sol(t∗, x∗) такие, что

ς ∈ T (t, y(t)), t ∈ [t∗, θ].

Эта теорема будет доказана в § 3.
Для того, чтобы сформулировать инфинитезимальную форму условия (N3), мы рассмот-

рим следующую производную, аналогичную производной по Адамару. Обозначим через dist
следующее расстояние в R

m:

dist[ς,T (t1, x1)] , inf
{
|ζ1 − ς1| + . . . + |ζm − ςm| : (ζ1, . . . , ζm) ∈ T (t1, x1)

}
.

DHT (t, x; ς, w) , lim inf
δ↓0,w′→w

dist[ς,T (t + δ, x + δw′)]

δ
.

Теорема 2. Пусть T : [t0, ϑ0] × R
n → P(Rm) замкнуто. Тогда условие (N3) эквивалентно

тому, что для всех (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ0] × R
n

sup
ς∈T (t,x)

inf
w∈F(t,x)

DHT (t∗, x∗; ς, w) = 0. (2.2)

Теорема 2 также доказывается в § 3.
Отметим одно достаточное условие того, что функция c = (c1, . . . , cm) : [t0, ϑ0] × R

n → R
m

доставляет равновесие по Нэшу. Ниже используется следующее обозначение для i ∈ 1,m:

Hi(t, x, s) , max
µ∈R(t;Pi)

min
ν∈R(t;Qi)

∫

Pi

∫

Qi

〈s, f(t, x, u1, . . . , ui−1, ui, ui+1, . . . , um)〉µ(t, dui)ν(t, d(u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , um)).

Если c = (c1, . . . , cm) : [t0, ϑ0] × R
n → R

m, то модуль-производной функции c по Адамару
в позиции (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R

n вдоль направления w ∈ R
n будем называть величину

dabsc(t, x;w) , lim inf
δ↓0,w′→w

|c1(t + δ, x + δw′) − c1(t, x)| + . . . + |cm(t + δ, x + δw′) − cm(t, x)|

δ
.

Следствие 2. Пусть функция c = (c1, . . . , cm) : [t0, ϑ0] × R
n → R

m непрерывна, ci(ϑ0, ·) =
σi(·), i = 1,m, функции ci являются верхним решением дифференциальных уравнений

∂ci

∂t
+ Hi(t, x,∇ci) = 0, (2.3)

и для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n

inf
w∈F(t,x)

dabsc(t, x;w) = 0.

Тогда для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n набор чисел (c1(t, x), . . . , cm(t, x)) является некоторым

значением игры по Нэшу.

Следствие 2 вытекает из определений модуль-производных и того, что ωi является наимень-
шим верхним решением уравнения (2.3) [7].

Далее мы покажем, что сформулированный результат является обобщением метода систем
уравнений типа Гамильтона–Якоби. При некоторых условиях этот метод доставляет решение
в классе непрерывных стратегий [6].
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Предложение 2. Пусть функция ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) : [t0, ϑ0] × R
n → R

m дифференцируема,

ϕi(ϑ0, ·) = σi(·), i = 1,m. Пусть также функция ϕ удовлетворяет следующему условию: для

каждой позиции (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n существуют u∗

i ∈ Pi, i = 1,m такие, что

max
ui∈Pi

〈∇ϕi(t, x), f(t, x, u∗
1, . . . , u

∗
i−1, ui, u

∗
i+1, . . . , u

∗
m)〉 =

= 〈∇ϕi(t, x), f(t, x, u∗
1, . . . , u

∗
i−1, u

∗
i , u

∗
i+1, . . . , u

∗
m)〉. (2.4)

∂ϕi(t, x)

∂t
+

〈
∇ϕi(t, x), f(t, x, u∗

1, . . . , u
∗
m)

〉
= 0, i = 1,m. (2.5)

Тогда функция ϕ удовлетворяет условиям следствия 2.

Данное предложение доказывается в § 3.

Если управления u∗
i , i = 1,m можно выбрать однозначно для каждой позиции (t, x) ∈

[t0, ϑ0] × R
n и каждого набора направлений s1, . . . , sm ∈ R

n, то определены гамильтонианы Hi

по формуле

Hi(t, x, s1, . . . , sm) , 〈si, f(t, x, u∗
1, . . . , u

∗
m)〉, i = 1, 2.

Тогда условие (2.5) эквивалентно тому, что функция ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) является решением
системы дифференциальных уравнений типа Гамильтона–Якоби

∂ϕi

∂t
+ Hi(t, x,∇ϕ1, . . . ,∇ϕm) = 0, i = 1,m.

§ 3. Свойства значения дифференциальной игры по Нэшу

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Из [3, Теорема 6.2] следует, что само отображение
N удовлетворяет условиям (N1)–(N3). Таким образом, N (t∗, x) ⊂ T ∗(t, x) для всех (t, x) ∈
[t0, ϑ0] × R

n.

Теперь докажем, что Cl [N ] = N . В самом деле, пусть ς ∈ Cl [N ](t∗, x∗). Тогда существу-
ет последовательность {(tk, xk, ςk)}∞k=1 такая, что ςk = (ςk

1 , . . . , ςk
m) ∈ N (tk, xk), (tk, xk, ςk) →

(t∗, x∗, ς), k → ∞. Для каждого k существует zk(·) ∈ Sol(tk, xk) со свойством:

ςk
i = σi(z

k(ϑ0)) > ωi(t, z
k(t)), i = 1,m, t ∈ [t∗, ϑ0]. (3.1)

Из последовательности {zk(·)}∞k=1 можно выделить сходящуюся. Без ограничения общности
можно считать, что сама последовательность {zk(·)} сходится к некоторому движению z(·).
Заметим, что z(·) ∈ Sol(t∗, x∗). Переходя к пределу в (3.1), получаем, что

ςi = σi(z(ϑ0)) 6 ωi(z(ϑ0)), i = 1,m, t ∈ [t∗, ϑ0].

Рассмотрим многозначное отображение T ⋄, определяемое по правилу:

T ⋄(t, x) =

{
{ς}, t ∈ [t∗, ϑ0], x = z(t),
∅, в противном случае.

В силу предложения 1 имеем, что T ⋄(t, x) ⊂ N (t, x). Следовательно, ς ∈ N (t∗, x∗).

Также из предложения 1 следует, что T ◦(t, x) ⊂ N (t, x) для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0]×R
n. Имеем,

что для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n

N (t, x) ⊂ T ∗(t, x) = Cl [T ◦](t, x) ⊂ Cl [N ](t, x) = N (t, x).

Отсюда получаем заключение следствия 1. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Если условие (N3) выполнено, то в теореме 1
можно выбрать θ = ϑ0.
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Пусть теперь для всех (t∗, x∗), ς ∈ T (t∗, x∗) существуют такие θ и y(·) ∈ Sol(t∗, x∗), что

ς ∈ T (t, y(t)), t ∈ [t∗, θ]. (3.2)

Пусть Θ — множество тех моментов θ, для которых (3.2) выполнено при некотором y(·) ∈
Sol(t∗, x∗). Обозначим через τ , supΘ. Покажем, что τ ∈ Θ. В самом деле, пусть θk ∈ Θ,
θk → τ , k → ∞. Можно считать, что θk < θk+1 6 τ . Для каждого k (3.2) верно при θ = θk,
y(·) = yk(·) ∈ Sol(t∗, x∗). В силу компактности пучка решений можно считать, что yk(·) → y∗(·),
k → ∞, здесь y∗(·) — некоторый элемент Sol(t∗, x∗). В силу замкнутости отображения T имеем,
что ς ∈ T (θk, y

∗(θk)). Та же замкнутость дает, что ς ∈ T (τ, y∗(τ)). Обозначим x∗ = y∗(τ).

Покажем, что τ = ϑ0. Если τ < ϑ0, то по условию существуют движение ŷ(·) ∈ Sol(τ, x∗) и
момент θ′ > τ такие, что ς ∈ T (t, ŷ(t)), t ∈ [τ, θ′]. Введем в рассмотрение движение

ỹ(t) ,

{
y∗(t), t ∈ [t∗, τ ],

ŷ(t), t ∈ [τ, θ′].

Из определения θ′ следует, что условие (3.2) верно при θ = θ′, y(·) = ỹ(·). Таким образом,
θ′ ∈ Θ, что противоречит выбору τ . Следовательно, τ = ϑ0 и условие (N3) выполнено. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Заметим, что условие, сформулированное
в теореме 1, может быть переформулировано следующим образом: график T — множество

gr T , {(t, x, ς) : (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n, ς ∈ T }

— слабо инвариантен относительно дифференциального включения




ẋ
ς̇1
...

ς̇m


 ∈ F̂(t, x) , co








f(t, x, u, v)
0
...
0


 : u ∈ P, v ∈ Q





.

Условие слабой инвариантности графика T относительно дифференциального включения F̂
формулируется (см. [7, 8]) следующим образом:

Dt(gr T )(t, x, ς1, . . . , ςm) ∩ F̂(t, x) 6= ∅ (3.3)

для всех (t, x) ∈ [t0, ϑ0] × R
n, ς ∈ T (t, x). Здесь Dt обозначает производную многозначного

отображения по времени: если G ⊂ [t0, ϑ0] × R
n+m, G[t] — сечение множества по времени

G[t] , {w ∈ R
m : (t, w) ∈ G},

а символ d обозначает евклидово расстояние от точки до множества, то

(DtG)(t, y) ,

{
h ∈ R

n+m : lim inf
δ→0

d(y + δh;G[t + δ])

δ
= 0

}
.

Покажем, что условия (2.2) и (3.3) эквивалентны.
Заметим, что условие (2.2) эквивалентно тому, что для каждой пары ς ∈ T (t, x)

inf
w∈F(t,x)

lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, x + δ(w + γ))

]

δ
= 0.

Нижняя грань по w в формуле

inf
w∈F(t,x)

lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, x + δ(w + γ))

]

δ
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достигается для каждого элемента ς ∈ T (t, x). В самом деле, пусть {wr}∞r=1 — минимизирующая
последовательность. В силу компактности F(t, x) можно считать, что wr → w∗, r → ∞, w∗ ∈
F(t, x). Покажем, что

b̃ , inf
w∈F(t,x)

lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, x + δ(w + γ))

]

δ

= lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, x + δ(w∗ + γ))

]

δ
. (3.4)

В самом деле, для каждого r ∈ N существуют последовательности {δr,k}∞k=1, {γ
r,k}∞k=1 такие,

что δr,k, ‖γr,k‖ → 0, k → ∞ и

br , lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, t + δ(wr + γ))

]

δ
= lim

k→∞

dist
[
ς,T (t + δr,k, t + δr,k(wr + γr,k))

]

δr,k
.

Пусть k̂(r) — такой номер, что

δr,k̂(r), ‖γr,k̂(r)‖,

∣∣∣∣∣
dist

[
ς,T (t + δr,k̂(r), t + δr,k̂(r)(wr + γr,k̂(r)))

]

δr,k̂(r)
− br

∣∣∣∣∣ < 2−r.

Положим δ̂r , δr,k̂(r), γ̂r , γr,k̂(r) + wr − w∗. Заметим, что δ̂r, ‖γ̂r‖ → 0, r → ∞.
Имеем, что

inf
w∈F(t,x)

lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, x + δ(w + γ))

]

δ

6 lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, x + δ(w∗ + γ))

]

δ
6 lim

r→∞

dist
[
ς,T (t + δ̂r, x + δ̂r(w∗ + γ̂r))

]

δ̂r
. (3.5)

Далее,

dist
[
ς,T (t + δ̂r, x + δ̂r(w∗ + γ̂r))

]

δ̂r

=
dist

[
ς,T (t + δr,k̂(r), x + δr,k̂(r)(w∗ + γr,k̂(r) + wr − w∗))

]

δr,k̂(r)

=
dist

[
ς,T (t + δr,k̂(r), x + δr,k̂(r)(wk + γr,k̂(r)))

]

δr,k̂(r)
6 br + 2−r → b̃, r → ∞.

Имеем, что в (3.5) правая и левая части равны; это означает, что (3.4) верно.
Таким образом, условие (2.2) эквивалентно тому, что для всех ς ∈ T (t, x) существует неко-

торое w ∈ F(t, x) со свойством

lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

dist
[
ς,T (t + δ, x + δ(w + γ))

]

δ

= lim inf
δ↓0,γ∈Rn,‖γ‖↓0

inf

{
|ζ1 − ς1| + . . . + |ζm − ςm|

δ
: (ζ1, . . . , ζm) ∈ T (t + δ, x + δ(w + γ))

}
= 0. (3.6)

Теперь докажем, что это условие эквивалентно условию (3.3).
Предположим вначале, что выполнено условие (3.3). Это означает, что существуют после-

довательности {δk}∞k=1 ⊂ R, {γk}∞k=1 ⊂ R
n, {εk

1}
∞
k=1, . . . , {ε

k
m}∞k=1 ⊂ R такие, что

• δk, ‖γk‖, εk
1 , . . . , εk

m → 0, k → ∞;

•
(
t + δk, x + δk(w + γk), ς1 + δkεk

1 , . . . , ςm + δkεk
2

)
∈ gr T .
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Второе условие можно переформулировать в виде

(ς1 + δkεk
1 , . . . , ςm + δkεk

m) ∈ T (t + δk, t + δk(w + γk)).

Таким образом,

inf

{
|ζ1 − ς1| + . . . + |ζm − ςm|

δk
: (ζ1, . . . , ζm) ∈ T (t + δk, x + δ(w + γk))

}
= εk

1 + . . . + εk
m.

В силу выбора последовательностей {εk
1}, . . . , {εk

m} получаем, что (3.6) выполняется.
Пусть теперь верно (3.6), докажем, что выполняется (3.3). В самом деле, пусть {δk}∞k=1,

{γ}∞k=1 — минимизирующая последовательность. В силу компактности образов T
(
t + δk, x +

δk(w + γk)
)

для каждого k найдутся такие εk
1 ,. . . , εk

m, что

(
ς1 + δkεk

1 , . . . , ςm + δkεk
m

)
∈ T (t, x + δk(w + γk)).

Из (3.6) следует, что εk
1 , . . . , ε

k
m → 0, k → ∞. Оценим d

(
(w + δkw, ς1, . . . , ςm), gr T [t + δk]

)
.

В самом деле, (
t + δk, x + δk(w + γk), ς1 + δkεk

1 , . . . , ςm + δkεk
m

)
∈ gr T .

Отсюда следует, что

d
(
(w + δkw, ς1, . . . , ςm), gr T [t + δk]

)
6 δk

√
‖γk‖2 + (εk

1)2 + . . . + (εk
m)2.

Сходимость δk, ‖γk‖, εk
1 , . . . , εk

m → 0 дает включение

(w, 0, . . . , 0) ∈ Dt(gr T )(t, x, ς1, . . . , ςm).

В силу того, что F̂(t, x) = F × {(0, . . . , 0)}, заключаем, что (3.3) верно. �
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2. Из (2.4) и представления мер-управлений

как выпуклых комбинаций следует, что

〈
∇ϕ1(t, x), f(t, x, u∗

1, . . . , u
∗
m)

〉
> max

µ∈R(t;Pi)
min

ν∈R(t;Qi)∫

Pi

∫

Qi

〈s, f(t, x, u1, . . . , ui−1, ui, ui+1, . . . , um)〉µ(t, dui)ν(t, d(u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , um))

= H1(t, x,∇ϕ1(t, x)).

Аналогично получаем, что

〈
∇ϕi(t, x), f(t, x, u∗

1, . . . , u
∗
m)

〉
> Hi(t, x,∇ϕi(t, x)), i = 2,m.

Отсюда и из условия (2.5) заключаем, что

∂ϕi(t, x)

∂t
+ Hi(t, x,∇ϕi(t, x)) 6 0, i = 1,m.

Поскольку функция ϕi дифференцируема, то ее субдифференциал в позиции (t, x) равен
{∂ϕ1(t, x)/∂t,∇ϕ1(t, x)}. Следовательно, функция ϕ1 является верхним решением уравне-
ния (2.3) при i = 1 (см. [7, условие (U4)]). Аналогично, функция ϕ2 является верхним решением
уравнения (2.3) при i = 2.

Покажем, что dabs(ϕ1, . . . , ϕm)(t, x;w) = 0 для некоторого w ∈ F(t, x). А именно, для w =
f(t, x, u∗

1, . . . , u
∗
m). В самом деле,

dabs(ϕ1, . . . , ϕm)(t, x;w)

= lim inf
δ↓0,‖γ‖→0

|ϕ1(t + δ, x + δ(w + γ)) − ϕ1(t, x)| + . . . + |ϕm(t + δ, x + δ(w + γ)) − ϕm(t, x)|

δ
.
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Пусть {δk}∞k=1 ⊂ R, {γk}∞k=1 ⊂ R
n — минимизирующие последовательности. Тогда

dabs(ϕ1, . . . , ϕm)(t, x;w)

= lim
k→∞

|ϕ1(t + δk, x + δk(w + γk)) − ϕ1(t, x)| + . . . + |ϕm(t + δk, x + δ(w + γk)) − ϕm(t, x)|

δk

= lim
k→∞

1

δk

[∣∣∣
∂ϕ1(t, x)

∂t
δk + 〈∇ϕ1(t, x), δk(w + γk)〉 + o(δk)

∣∣∣ + . . .

+
∣∣∣
∂ϕm(t, x)

∂t
δk + 〈∇ϕm(t, x), δk(w + γk)〉 + o(δk)

∣∣∣
]

=
∣∣∣
∂ϕ1(t, x)

∂t
+ 〈∇ϕ1(t, x), w〉

∣∣∣ +
∣∣∣
∂ϕ2(t, x)

∂t
+ . . . + 〈∇ϕm(t, x), w〉

∣∣∣.

В силу выбора w = f(t, x, u∗
1, . . . , u

∗
m) и условия (2.5) имеем, что оба модуля равны 0. Таким

образом, dabs(ϕ1, . . . , ϕm)(t, x;w) = 0. �
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Infinitesimal characterization of Nash equilibrium for differential games with many players

We study Nash equilibrium for a differential game with many players. The condition on a multivalued map
under which any value of this map is a set of Nash equilibrium payoffs is obtained. This condition is written
in infinitesimal form. The sufficient condition for the given complex of continuous functions to provide a Nash
equilibrium is obtained. This condition is a generalization of the method based on system of Hamilton–Jacobi
equations.
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