
Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1963. Том 149, № 2 

КИБЕРНЕТИКА И ТЕОРИЯ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В. А. ЯКУБОВИЧ 

ЧАСТОТНЫЕ УСЛОВИЯ АБСОЛЮТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
РЕГУЛИРУЕМЫХ СИСТЕМ С ГИСТЕРЕЗИСНЫМИ 

НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 18 IX 1962) 

Ниже мы обозначаем, если не оговорено противное, большими ла­
тинскими буквами vxv-матрицы, малыми латинскими буквами v x l - в е к -
торы-столбцы (исключение: t — время) и греческими — скалярные вели­
чины. Матрицы, векторы и числа являются вещественными; / — единич­
ная матрица. 

1°. Будем изучать системы (см. ( 1 _ 5 ) и др.) 

dz/dt = Pz + q<p[e,%]t, o = {z9r)9 (1) 

где ф[а, ф 0 ] , — гистерезисная или релейно-гистерезисная функция 
(см. рис. 1, где эти «функции» изображены для а > 0 ) . Дадим точное 
определение гистерезисной функции. 

О п р е д е л е н и е 1. Обозначим через 9K0o(^0>^i) множество непре­
рывных на [tQ9 tx] функций б (t) таких, что б (tQ) = б 0. Предположим, что: 
1) любому б 0 поставлено в соответствие некоторое множество @(<з0) «на­
чальных значений гистерезисной функции» (см. рис. 1); 2) для любых 
h > t0 > 0 и ф 0 £ @ (б0) указан оператор ф [ • | £ , ф 0 ] , отображающий 
®1°о (to> h) в С (tQ, tx); 3) имеют место соотношения ф[<з|£, ф 0 Ь в = Фо> 
Ф 1° ФоЬ€ 6 [б (*)], где ф [ б | ^ , ф 0 ] — соответствующая функция и 
ф[б[£, ф0]^ — е е значение в точке t9 f 0 < f < * i ; 4) если <з(*) = 
= <*1 \t) 6 3Ra0 (tQ, / J ПРИ f o < K M 6 ( ' ) = fl« (0 б ^а* h) при < / < t u 

где <з, = б ( д , то ф [б | t ф 0 Ь = Ф [б! | J e \ ф 0 ] , при *0 < t < ^ и ф [б ф 0 ] , = 
= ф [ б 2 [ ^ , yjt при где Ф# = Ф^б^*, ф 0 ] , . При выполнении 

/ * 

этих условий семейство отображений Ф [• Ф0] будем называть не ­
п р е р ы в н о й г и с т е р е з и с н о й ф у н к ц и е й . Если все эти отобра­
жения непрерывны, то гистерезисная функция называется с и л ь н о 
н е п р е р ы в н о й . 

Возможны и другие, близкие по характеру определения, например 
получающиеся заменой С (tQ9 на L(tQ9 ^ ) . Если ф[б|£, у0] §С(tQ9 <i), 
то гистерезисная функция называется разрывной (или релейно-гистере-
зисной). На рис. 1 изображены (подразумевается обычная интерпрета­
ция) сильно-непрерывная (а)9 непрерывная (б) и разрывная (в) гистере-
зисные функции*. 

В настоящей заметке мы будем рассматривать семейства операторов^ 
удовлетворяющие лишь условиям 1), 2) с фиксированным / 0 = 0, при этом 
будем обозначать ф [б, ф 0 ] = ф [а|£, ф 0 ] . В случае, когда ф [ - , ф 0 ] — непре-

* В случае б отображение разрывно, например, на функциях а(^) , имеющих мак­
симум в точке <з2, при условии, что ф 0 = Ф 0 • 
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рывный оператор (в частности, сильно непрерывная гистерезисная функция), 
локальная теорема существования для уравнений (1) доказывается обычным 
образом применением принципа Шаудера *. Если ф [ - , ф 0 ] — разрывный 
оператор и, тем более, если ф [ - , ф 0 ] — релейно-гистерезисная функция, 
доказательство теоремы существования остается нерешенной математиче­
ской задачей. Для релейно-гистерезисных функций нуждается в определе­
нии само понятие решения системы (1); это определение может быть анало­
гичным определению решения систем дифференциальных уравнений с раз­
рывными правыми частями ( 6~ 9). Дальнейшее изложение справедливо при 

Рис. 1 

любом определении решения, при котором: 1) решение г (t) — абсолютно» 
непрерывная функция; 2) в уравнении (1) ф [ б , ф 0 ] * = ф ( 0 — произ­
вольная функция, L-интегрируемая на любом конечном интервале, связан­
ная с о (t) соотношениями, которые формулируются ниже; 3) уравнение 
(1) удовлетворяется почти всюду; 4) если решение существует и ограничено 
на [0, т), то оно продолжимо на интервал [т, т + е), е ^> 0. 

2°. Будем, как обычно, предполагать, что для любого ф 0 € @ (<?о) и любого-
^ 0 из интервала существования выполнено ** 

0 < в (t) ф [б, Ф о ] , < р 0а (tf, Ф [а, Ф о ] , = 0 при б (t) = 0. (2> 

О п р е д е л е н и е 2. Система (1) называется а б с о л ю т н о у с т о й ­
ч и в о й , если: 1) любое решение системы (1) существует на [0, о о ) и 
z(t)->0 при t-*oc и 2) существует зависящая только от Р, q, г, р 0 , 
непрерывная возрастающая функция 'ф (р ) , заданная на [0, о о ) , г|э (0) = 0, 
такая, что для любого ф 06<5(б 0), где 6 0 = (z(0), г), выполнено | z(t) \ < 
< * ( | г ( 0 ) | ) . 

Обозначим х = ((Р ~ г), I (со) = 1 / р 0 + Re х (/со), т| И = 
= (olm%(m). Для абсолютной устойчивости необходимо, чтобы кривая 
| (со) + щ (со), 0 ^ с о < ^ о о , не пресекала действительной отрицательной 
полуоси ***. 

Т е о р е м а 1. Предположим, что спектр матрицы Р лежит в откры­
той левой полуплоскости, g (со) >̂> 0 при O ^ o x ^ o o u + o o ^ lim со2 £(со) 

со—»оо 
Тогда система (1) абсолютно устойчива и, более того, существуют х 0 , 
х^>0 , зависящие лишь от Р, q, г, р 0 , такие, что 

| 2 ( 0 1 < х 0 е - ^ | г ( 0 ) | . (3> 

* Разумеется, это же справедливо для уравнений х = f [х, / 0 ] , где f [х, f 0] — 
— / Iх 1 о> fo]{ — аналогичным образом определенное семейство операторов над векторны­
ми функциями x(t'), O^f^t. 

** Это условие, очевидно, выполнено (при соответствующем доопределении на значе­
ния а < 0 ) для гистерезисных функций, изображенных на рис. 1. Отметим, что допус­
кается случай \i0 — сю, тогда в дальнейших формулах 1 / р 0 = 0. 

*** Из линейной теории известно, что это условие необходимо и достаточно для 
устойчивости всех линейных систем (1) с ф [а, ф 0] = ра, 0 < р < р 0 . Амплитудно-фазо­
вая характеристика линейной части системы [ — % (/со)] может быть, как известно, 
получена экспериментально. 
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Отметим, что условиям теоремы удовлетворяют системы (1) с гистерезис-
ными нелинейностями (типа изображенных на рис. 1), графики которых 
могут меняться со временем, оставаясь в фиксированном секторе 0 <^ стер 
< р 0 а 2 . 

О п р е д е л е н и е 3. Оператор <р [' ф0] называется (+)-о п е р а т о-
р о м , если выполнены соотношения (2) и для любой абсолютно непрерыв-

t 
ной функции а (/) и ф 0 б S [а (0)] существует интеграл <b(t) ^ф[а, ф 0 Ы б (t) 

о 
и Ф (t) > — г|)0 (| в (0) [), где г|)0 (а) — непрерывная, неубывающая функция, 
*о(0) = 0. 

Говоря несколько неточно, гистерезисная функция является (-(-^-опера­
тором, если приращение площади вдоль любой ее петли гистерезиса поло­
жительно. Если же приращение площади вдоль любой петли гистерезиса 
функции ф [б, ф 0 ] отрицательно, то (+)-оператором является гистерезис­
ная функция р 0 о — ф [а, ф 0 ] . 

Гистерезисные функции, изображенные на рис. 1 и соответствующим 
образом продолженные на отрицательные значения б, являются ^ ^ о п е р а ­
торами (предполагается, что их графики не меняются во времени). Если 
на рис. 1, б, б изменить направления стрелок, то будут (+)-операторами 
•операторы р 0 б — ф [ б , ф 0 ] . Легко привести примеры также сильно непре­
рывных гистерезисных функций ф[ст, ф 0 ] таких, что р 0 б — ф [ а , ф 0 ] будут 
{+)-операторами. 

Т е о р е м а 2. Предположим, что спектр матрицы Р лежит в откры­
той левой полуплоскости, а также либо а') ф[ •, ф 0 ] является (^-оператором 
и б') кривая I (со) + ix\ (со) расположена при 0 <; со ^ оо в какой-либо откры­
той полуплоскости, ограниченной прямой, проходящей через начало коорди­
нат и не содержащей действительной отрицательной и мнимой положитель­
ной полуосей, либо а") р0=^=оо, операторов—ф[а, ф 0 ] является (+)-опе­
ратором и б") выполнено условие б') с заменой слов «мнимой положительной» 
на «мнимой отрицательной». Тогда система (1) абсолютно устойчива. 

Т е о р е м а 3. Предположим, что: 1) матрица Р имеет одно нулевое 
собственное значение и остальные — в открытой левой полуплоскости', 
-2) ф [<з> ф01^ =/=0 при о({)ф0 и 3) Г 2 = В ы ч % ( ^ ) > 0 *. Для абсолютной 

Х=0 
устойчивости системы (1) достаточно, чтобы было выполнено, либо 
| ( о ) ) > 0 при О ^ с о ^ о о , либо условия г'), б'), либо условия а"), б") 
теоремы 2 для 0 <; со <^ сю. 

З а м е ч а н и е . В предположениях теоремы £(0) = % 0(0), где % 0 ( К ) = 
= Х(Х)-Т*/К т|(0) = - Р , | ( о о ) = 1/р 0 , л (оь ) = («7, г). 

Т е о р е м а 4. Предположим, что: 1) матрица Р имеет одно нулевое, 
два чисто мнимых собственных значения ±ш0 и остальные ее собствен­
ные значения лежат в открытой левой полуплоскости; 2) ф[а , ф0]^=^=0 
при о (t) =j= 0. Представим функцию % (к) в виде % (к) = Г 2 / к + (сек + 
+ Р ) / ( ^ 2 + wo) + %i М> г^е Xi (М — функция, голоморфная на мнимой оси. 
Для абсолютной устойчивости системы (1) достаточно, чтобы 

Г 2 > 0, а > 0, - р (q, г) + асо2 / р 0 > 0, 
(4) 

р (Г 2 - а) + асо2 / р., + Re [(асо2 + /сор) X i (ш)] > 0, 0 < со < ос, 

и чтобы при р > 0 было вьтолнено условие а'), а при р < 0 — условие а") 
теоремы 2. 

3°. В случае, когда ф [а, ф 0 ] = ф(а) — обычная функция (тогда, оче­
видно, ф[а, ф 0 ] и р 0 б — ф [а, ф 0 ] — (+)-операторы) утверждения тео-

* Условие Г 2 > 0 является известным необходимым условием устойчивости 
А. И. Лурье (1). 
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рем 2 и 3 известны —они совпадают с критерием В. М. Попова ( 1 0 , и ) * . 
Теорема 4 является новой и в этом случае; теоремы 1—4 дают новый ре­
зультат также в случае, когда нелинейность — обычная функция, зави­
сящая от t. 

Доказательство теорем 1—4 существенно отлично от ( 1 0 , и ) и осно­
вывается на результатах ( 1 2). Для иллюстрации метода приведем очень 
простое (в отличие от доказательств теорем 2—4) доказательство тео­
ремы 1. Для Q = (Hz, z) имеем в силу системы (1 ) '— & = (Gz, z) + 
+ 2ф (g, z) + бф, где —G = Р*Н + HP, g = — Hq — г / 2. Требуем, чтобы 
G — P0g"g"* > О П Р И РоФ00 и G > 0 , g = 0 при р 0 = о о . Согласно ( 1 2) 
матрица Н = Н*^>0 существует, если выполнены условия теоремы. При 
этом Q<^~-2KQ Д Л Я некоторого п^>0. Следовательно, решение продол-
жимо на (0, сю), и имеет место оценка (3). 

Достаточные условия теорем 1—4 в определенном смысле оптималь­
ны. Так, например, в теореме 4 неравенства Г 2 > 0 , а > 0 необходимы 
для абсолютной устойчивости, а неравенства (4) со знаками > необхо­
димы для того, чтобы абсолютную устойчивость можно было обнаружить 

t 
посредством функции Ляпунова вида Q = (Hz, z) + Ф ^ ф [б, ф 0 ]^б (t) с 

о 
производной Q < ; 0 . Неравенства (4) необходимы и достаточны, чтобы 
шрозводная U была минимально вырождена. Функция Й = Й 0 (г, ф) < 
< ;0 называется минимально вырожденной, если Inf [— Qo(0, ф ) / ф 2 ] > 0 
•и из й 0 (z, ф) = 0 следует, что ф = 0, a z лежит в сумме £ собственных 
подпространств матрицы Р, отвечающих нулевым и чисто мнимым соб­
ственным значениям. Можно доказать, что для любой функции Q ука­
занного вида такой, что Q 0 (z, Ф ) < 0 , из Q 0 (z, 0) = 0 следует что 
объясняет определение минимальной вырожденности, 
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* Теоремы 1 и 2 ( 1 2 ) дают по существу новое доказательство этого критерия 
Попова. Пусть, для простоты, спектр Р лежит в открытой левой полуплоскости. Для 

о 

Q = (Hz,z) + d ^ ф (a) d а имеем —Q (G z, г) + 2ф (g, г) + ТФ2 + ф (а — ф/р 0 ), где G, g, у 
о 

выражаются через Р, q,r,$, Н. Требуя, чтобы было выполнено либо Т > 0> Т 6 — gg* > 0 , 
либо т = 0, g = 0, G > 0 , получим Q > 6 , Q < 0 при \а\ф0, откуда будет следовать 
абсолютная устойчивость. По теоремам 1 и 2 ( 1 2) решение Н полученных неравенств 
существует, если | (со) + (со) > 0, + о о > lim со2 [£ (со) + дт] (со)] > 0, что и требо-

со->оо 
далось доказать. 
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