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Алгебра и логика, 39, N 4 (2000), 452-464 

УДК 514.146 

НЕКОТОРЫЕ 2-СВОЙСТВА ГРУППЫ 
АВТОТОПИЗМОВ р-ПРИМИТИВНОЙ ПОЛУПОЛЕВОЙ 

ПЛОСКОСТИ 

И. В, БУСАРКИНА 

Пусть тг — полу полевая плоскость порядка q4 с ядром К ~ GF(ps) 

(q = Pr> P > 2 — простое число, s ^ г). Коллинеацию /3 называют р-при-

митивной бэровской, если она фиксирует бэровскую подплоскость пото­

чечно и ее порядок является р-примитивным делителем числа q2 — 1 (т. е. 

|/3| | (q2 - 1), но |/5| \ (рг - 1), г = 1, ...,2г — 1). Полуполевую плоскость по­

рядка q4 с ядром К, где q = рт и р > 2 — простое число, называют р-при-

митивной полуполевои плоскостью, есчи она допускает ^-примитивную 

бэровскую коллинеацию. 

В [1] найден вид регулярного множества такой плоскости: 

и v 
f(v) и* 

где и, f(v) G GF(q2) = F , a {v} — аддитивное множество матриц над к, 

ч2 

Здесь исследуются плоскости с регулярным множеством 
IWI - "2 

Е = 
U TV 

f(v) и" 
u,v,f(v)eGF(q2) 

где f(v) = fov + fivp + ... + F2r-ivp r — аддитивная функция в F, т 

нормализует поле. Главным результатом работы является следующая 

Т Е О Р Е М А . Пусть тс — полуполевая плоскость порядка q4 над 

ядром К ~ GF(p8) с регулярным множеством Е, (q = pr и р > 2 — 
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простое число). Тогда группа автотопизмов А такой плоскости содер­

жит абелеву подгруппу 

н= { 
А4 

В, 

в4 

> , 

где Ai, Bi G F, i = 1,4, A4 = A\B4BX
9, / M ^ B i = MA~TB4)P ' ' , t = 

= 1, ...,2r — 1. Кроме того, если ранг плоскости больше 4, или, в случае 

ранга 4, f(v) ф fov и f(v) ф frvq, то некоторая силовская 2-подгруппа S 

группы А имеет вид S = Hi • (g), где Hi — силовская 2-подгруппа группы 

Н, ад — 2-элемент вида 

9 = 
т'А4 

т'Вг 

т'В4 

Здесь т' нормализует поле F, Ai, Д- 6 F, i = 1,4, А4 = A\B4Bx
q, 

П'А^Вг = fi(Ax
rBAy, г = 1 , . . , 2г - 1. 

Обозначим через А группу автотопизмов плоскости 7г. Группа А со­

держит подгруппу бэровских коллинеаций 

1 

В= { е F, с*+1 = 1 

Л Е М М А 1. Централизатор подгруппы В в группе автотопизмов 

имеет вид 
/Г Ах 

А4 

Вх 

где Ai, В{ е F, i = 1,4, А4 = A\B4B~q, fiA^B^ = /{(АХ
ТВ4)Р\ г = 

= 1 , . . . , 2 г - 1 . 

С (В) = Н={ 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть коллинеация а централизует бэров-

скую коллинеацию. Тогда 

" 1 Аг 

А3 

А2 

А4 

В! 

В3 

в2 

в4 
At 

А3 

А2 

А4 

Вх 

в3 

в2 

в4 

где Ai, Bi — n х тг-матрицы над ядром плоскости, \с\ = q — 1. Перемножим 

матрицы и сравним соответствующие элементы: 

А2с = А2, 

Аз = сЛ3, 

А\с = сАц 

В2 = сВ2, 

5 3с = В3 , 

Bic = с В ь 

Так как с — элемент достаточно большого порядка, получаем, что А2 = 
= Лз = В2 = Вз = 0, а А4> Bi G F. Поскольку а — коллинеация, она 
должна сохранять инцидентность. Значит, 

А~г 

U TV 

f(v) u« 
Bi 

В4 

GE 

или, что эквивалентно, 

A^uBi = ж G F, 

AJ"xrt;B4 = ry G rF , 

I A4VHBi = /(y)GF. 

Поэтому Ai, В4 G F, и кроме того, A[qB\ — A^lB^ Из последних двух 

равенств следует, что у = г" 1 A^1rvB4l A^1 f(v)B\ = / ( г " " 1 ^ 1 ™ ! ^ ) . При­

равнивая в последнем равенстве коэффициенты при различных степенях 

г>, получаем утверждение леммы. 
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Л Е М М А 2. Централизатор Я в группе автотопизмов равен Я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как В Е Я , то С{Н) С С (В) = Я . По­
скольку Я — абелева, справедливо С(Н) = Я . Лемма доказана. 

Дальнейшее изучение группы автотопизмов построим прежде всего 

на изучении инволюций. Целью исследования будет определение силов-

ской 2-подгруппы. Начнем с изучения строения инволюций из Я : 

•1 - 1 

- 1 

- 1 

- 1 

1 

Вместе с единичной коллинеацией они образуют элементарную абелеву 

группу порядка 8. Обозначим ее К. Далее нам потребуется следующая 

Л Е М М А 3. Пусть F — поле и К — его некоторое подполе. Тогда 

^GL(V){^) — -F'* X TQ, где V — аддитивная группа поля над К, То = 

- CT(K),T = Aut(F). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим аддитивную группу V поля F 

как векторное пространство над К. Выберем ненулевые элементы г>ь 

v2 € V, для которых U2 & Kv\. Тогда Kv\ П Kv2 = 0 (в противном 

случае 3&i, &2 € К такие, что k\V\ = fco'L>2> и V2 = ^ J ^ i ^ i 6 А^ъ сле­

довательно, v2 = 0). Затем выберем и3 $ /<^i ф Kv2 и так далее. Тогда 

V == ifvi ф . . . ф Л'г?ш — пространство над К с базисом t>i, ...,i?m. Пусть 

теперь Т0 = Ст(А'), Г = Aut(F). Рассмотрим естественное вложение F и 
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Г0 В GL(V), а именно, / : v -> fv и t : v -» v*. Тогда V* E To, Vvi, v2 E V 

выполняется (t>i + V2Y = v[ + v*2, а, кроме того, (av)* = сш*(Уа E A'). 

Покажем, что iVGL(V)(F#) D T0. Пусть t E Г0, / E F # . Тогда 

Г 1 / * : v -> v*"1/* = {fv*'1)* = / 4 значит, Г 1 / * = / ' и iV G L ( v ) (F # ) D T0. 

Поэтому NGL{V)(F*) 2 F* • 2o. Рассмотрим F # П ЛГ0. Пусть g E F # П T0, 

тогда Vv E V, gv = t;fl. Положим t; = 1, тогда 0 = 1 . Значит, F # П Го = 1, 

F * < F # • Го и F * • Го = F * X Г0. Отсюда NGL{V)(F#) D F # X Г0. В силу 

сопряженности больших полей (см. [2]) получаем утверждение леммы. 

Рассмотрим связь ранга плоскости и действия матрицы т из множе­

ства £ как автоморфизма поля F . Ранг плоскости л* равен ее размерно­

сти над левым ядром. Поскольку ядро плоскости должно быть изоморфно 

подгруппе всех скалярных матриц из поля F , а соотношение 

[ А 
[ А 

U TV 

f{v) u* 
— 

х ту 

_ /(У) *q _ 

А 
А 

верно для всех матриц А Е F таких, что Ат — А, то т централизует только 

скалярные матрицы в F . 

С помощью леммы 3 доказывается следующая 

Л Е М М А 4. Пусть 7Г — полуполевая плоскость ранга 2п порядка q 

над ядром GF(p8) с регулярным множеством Е, (q = pr, р > 2 — простое, 

s ^ г). Тогда поле F из регулярного множества Е может быть пред­

ставлено матрицами размерности п X п над ядром плоскости, \F\ = q2, 

2r — sn. Матрица г централизует только скалярные матрицы в F и 

иТ = г«Р* (Wue F ) . 

Л Е М М А 5. Централизатор К в группе автотопизмов разрешим 

и имеет следующее строение 

г'Ах 1 1 
т'А4 

т'В4 J J 
где г1 нормализует поле F, А{,В{ E F, г = 1,4, А± = A\B±B~[q, 

f['A-1Bl = /<(Л^В 4)Р ' ' , » = 1,...,2г- 1. 

<W - < 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть коллинеация 

С 

D 

централизует К. Тогда 

С 
D 

К* 

К< 

Кх 

Ко D 

или, что эквивалентно, 

где 

#1,^2 6 I 

Очевидно, что если 

кг,к2е 

CK'i = KiC, 

DK2 = K2D, 

- 1 

- 1 - 1 

- 1 

- 1 

то система (1) справедлива для любых С и D. Если же 

кик2е 

то из (1) следует, что 

С4 

Di 
D4 

(1) 

где С,*, Dj, г = 1, 4, — матрицы размера n x n над ядром плоскости. 

Проверим условие сохранения инцидентности для такой коллинеа-

ции. Выполняется 

С = ci - 1 

с? 
U TV 

f{v) u* 
Эл 

D4 
€ S , 
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или, что эквивалентно, 

Cf1!*/?! Cf lTvD4 ] _ Г t*' TV' 
C^fWDx C^u^D4 J " [ f(v') u'<* 

Сравнивая соответствующие элементы матриц, получаем, что C^lFD\ ~ 

= F и C4~1FD4 = i7. Значит, С;, Д € r ' F , г = 1,4, где г' нормализует поле. 

Заменим d и Д на т'С[ и r'DJ соответственно. Тогда (C'f1 D'J* = C f 1 ! ^ 

и С^"" 1 / 1 ^ ) -^ = / (С^г ; 1 " ' !^ ) - Приравнивая в последнем утверждении 

коэффициенты при одинаковых степенях и, получаем утверждение леммы. 

Л Е М М А 6. Имеет место С{К) — Н - {д), где g — некоторый эле­

мент из С (К) \ Н. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим элемент из С (К): 

9 = 

тАг 

г Ал 

тВг 

тВл 

Пусть элемент g является порождающим в соответствующей максималь­

ной циклической подгруппе группы С (К). Поскольку для любого другого 

элемента 
Г т'А! 

т'А4 

т'Вг 

т'В4 

91 

имеем равенство т' = т1, выполняется включение g~lg\ 6 Я . Значит, д\ — 

— glh, где h € Н. Лемма доказана. 

Исследуем строение нормализатора К в группе автотопизмов. Пусть 

N(K) 

где А, В — п х n-матрицы над ядром плоскости. Тогда 

/ 
< 
{ 

А 1 
В \ 

к = к в в 
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где 

К 
С 

D 

c,De 
- 1 

•1 - 1 

Значит, для любой С существует С такая, что АС = С А. Рассмо­

трим два случая: 
1 1 )С 

1 или 
- 1 

-1 
, тогда из АС = ±А = С А следует, 

что С — С , и равенство выполняется для любых А. 

2) С = или , тогда С может быть равно 

или . Значит, 

АС = 
Ai -А2 

Аз -А4 

Ах А2 

-А3 - А 4 
или 

-Ах - А 2 

Аз А4 

Отсюда А2 = Аз = 0 или Ai = At = 0. Аналогичное можно показать и 

для В: 

В 
Вг 0 

0 В4 

или В = 
О В2 

Вг 0 

Проверим условие сохранения инцидентности. 
1. Если А2 = А3 = #2 = #з = 0, то мы получим те же матрицы, что 

и в С (К). 

2. Если A<i = A3 = # i = Д* = 0, то из условия 

АГ1 

А - 1 

U TV 

/ И tt« 
в2 

В , 
6 S 

следует включение 

А^ТУВЗ A1~iuB2 

A^tflBs A^f(v)B2 
€ S , 
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или, что эквивалентно, 

f{T-lA-1uB2) = A-1u<*B36F, 

(A^TVBS)" = A^f{v)B2 Е F 

Отсюда А±, В2) Вг Е rfF, где г' нормализует поле. Из того, что 

T~-iA~1
uB2 Е F , получаем А\ Е T'T^F. Однако из A^XTVB3 Е F сле­

дует А\ Е rr'F. Значит, тт1 = т'т~1. Это возможно только в том случае, 

если г2 = 1, т.е. ur = wg или wr = u (тогда в силу леммы 4 плоскость к 

имеет ранг 4 или 2). Заменим Ai на тт*А!х, А4 на r'A4 , a Д на т'В,': 

^ ( A ' f V i ^ ) * = A'^r\v)B>2. 

Поэтому f(v) = / ги9 , где / r Е F . И тогда 

(Л'1-1B^)^ = А'±1П'В'2. 

3. Если Лх = А4 = Вг = 5 3 = 0, то из условия 

G S 
Л" 1 

2 

л з м гг> 

/(и) и* 

Вг 

в4\ 
следует включение 

A^lf(v)Bx A~1u<*B4 

A ^ u B i А 2
l r v B 4 

€ Е , 

или, что эквивалентно, 

/ ( г М з 1 ^ ) - ^ ^ S i Е F, 

(Лз lf(v)B^ = A J 1 ™ ^ € F 

Отсюда Лз, # L , A2 Е r ' F , где г нормализует поле. Тогда из r"lA^1uqB4 Е 

Е F получаем В4 Е r ' r F . С другой стороны, из A^TVB* Е F следует В4 Е 

Е T~lrfF. Это возможно только в тохМ случае, если г2 = 1, т. е. ит = г*9 или 

ггг = г/ (тогда в силу леммы 4 плоскость тт имеет ранг 4 или 2). Заменим 

В4 на г'тВ4, Вг на т'Б-[, а А{ на г'А(-: 

(А'3-1Г'(ь)В[^ = А'2-^^В'4. 
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Поэтому f(v) = f0v, где / 0 G F. И тогда 

4. Если Ах = А4 = J3i = £4 = 0, то из условия 

в2 

вя 

\ ^ з 1 " 

L ^ " 1 

U TV 

f(v) u" es 
следует включение 

А^тиВз A~^xuBi es, 
или, что эквивалентно, 

(Aj1tt«J33)9 = A2 l t t B2 6 F . 

Из второго уравнения системы вытекает A3, -Вг, Аг» Дз £ г'-£\ гДе г ' н оР" 

мализует поле. Тогда из первого уравнения имеем A^rvBz Е F) а значит, 

г G F . В этом случае мы получаем плоскость ранга 2. 

Таким образом, доказана 

Л Е М М А 7. Нормализатор К в группе автотопизмов содержит 

следующие элементы группы автотопизмов 

г'Ах 

т'А4 

т'Вх 

т'ВА 

где т1 нормализует поле F, Ai,B{ £ F} г = 1,4, А* = А\ВАВ^4
} 

ft А~гВ, = Л(Л1В4)Р ' , г - 1, ...,2г - 1. 
Кроме того, N(K) может содержать следующие элементы: 

ТТ'АХ 

О г'В2 

т 'В 3 О 
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(2) 

если f(v) = fTvq (где fr G F), ранг плоскости тг(/) равен 4 или 2, а также 

либо т' = 1, либо иг' = и" (Vu G F), Ai,A4,В2,B3 G F, ^А^Щ = А^1В3, 

(А^В3)я = ^ - ^ г / ; ' ; 
О т'А2 

т'А3 О 

г 'гВ4 

если f(v) = /ои (где /о € F) , ромг плоскости 7г(/) равен 4 или 2, а также 
т' - 1, либо иг ' = и« (Vu G F), А2; А3, -Вь В4 G F , / 0 А з ? £ 4 = A^Bi, 

(A^fS'Bi)* = А2-1В4; 

О А2 

А3 О 

О Я2 

Вз О 
если ранг плоскости равен 2, А,-, Д G F, г = 2, 3, f(A^1f(v)B2) = А^хиВз 

(VwGF), i?|A2 = A§B2. 

Исследуем нормализатор if. Пусть коллинеация а нормализует Н, 

тогда она нормализует и подгруппу инволюций К; значит, N(H) С N(K). 

Легко доказывается следующая 

ЛЕММА 8. Нормализатор подгруппы Н в группе автотопизмов 

плоскости 7Г совпадает с нормализатором подгруппы К. 

ЛЕММА 9. В подгруппе 

(3) 

н = ( 

А, 

А4 

В4 

существует элемент порядка q2 — 1, где Ai,B{ G F, г ~ 1,4, А4 = 

= А ' а д Л Л ^ 1 ^ = /,(А7тВ4)я', * = 1, ...,2г - 1. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим 

С г 

, 3±£L 

bkc £±id 

be Elktil 

где 6 6 GF(p), с — образующий мультипликативной группы поля F , fc 6 F , 

Покажем, что д £ Н. Проверим выполнение соотношений: 

или, что эквивалентно, 

Последнее очевидно. Проверим теперь соотношения: 

/ifc с »• &&с г =/ ,-I с г Ъс г \ , г = 1 , . . . , 2г - 1, 

или, что эквивалентно, fib = /,-Ь. Последнее очевидно. Значит, д € Н. 

Определим порядок #, Покажем вначале, что г = 2 или 4. Возможны 

два варианта: 

1) g = p s w . В этом случае ps — 1 делит g — 1, а так как 

НОД(9-1 ,? + 1) = 2, 

то г = НОД(«? + p s , q + 1) = НОД(рв - 1, q + 1) = 2; 

2) tf2 = P*n? « нечетное. Тогда </ = pm", p s = p 2 m . В этом случае 

аналогично первому получаем НОД(рт — 1, q + 1) = 2, а 

НОД(рт + 1 , 5 + 1 ) - НОД(ргоп + р", 5 + 1) = НОДСр2"-1, ? + 1) = 2. 

Значит, г = НОД(д + р\ q + 1) - НОД(р'2т - 1, g + 1) = 2 или 4. 

Отсюда 

1<?1 = нок (| кс 
Ч+Р* I 2+L 
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Так как 

то кс s±nL 

Н О д ( ^ ~ ^ , д + 1 ) - 1 , 

дешится на q + 1, и \д\ = НОК(д + 1, (q - 1)г) = q2 - 1. Лемма 

доказана. 

Предположим, что N(K) = С (А"), т.е. или ранг плоскости боль­

ше 4, или /(г>) ^ /of и /(г;) ^ /Гг>. Нетрудно видеть, что в этом случае 

К С Z(N(K)), Пусть 5 — силовская 2-подгруппа в N(K). Если S С. Н, 

то А — характеристическая подгруппа в 5. Если же S % Н, то, в си­

лу леммы 5, 5 — #2 • (<7i)? где #2 — силовская 2-подгруппа в Я , а # — 

некоторый подходящий 2-элемент из С (К) \ Н. Тогда для элемента д из 

леммы 9 выберем 2-элемент с из F , который не принадлежит никакому 

собственному подполю поля F , a s = к — 1. Поскольку </ш = <7Р°, ра ф q2, 

а порядок # — максимальная степень числа 2, делящая #2 — 1, то д £ Z{S) 

и S неабелева. Значит, К = fii(Z(S)) — характеристическая подгруппа в 

S. В любом случае N(5) С N(K) и 5 — силовская 2-подгруппа во всей 

группе автотопизмов А. Теорема доказана. 
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